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Resumen

El calculo de derivadas es de vital importancia en la resolucién de problemas matematicos y mas atun
en problemas de ingenieria. Recientemente, el uso de algebras hipercomplejas (ntimeros complejos, duales,
entre otros) ha incrementado para el célculo de derivadas ya que estas permiten su computo de manera
sencilla y con alta precision. En este trabajo se propone el uso novedoso de algebras hipercomplejas para la
solucion de sistemas de ecuaciones no lineales mediante un método de Newton-Raphson adaptado a dichas
algebras. El método desarrollado simplifica la complejidad de su implementacién sin sacrificar precision,
y permite el céalculo de derivadas de la solucién de manera sencilla. Se analizdé un caso de estudio del
célculo de la catenaria de un cable elastico sometido a su propio peso y a una carga vertical. Se calcularon
derivadas de hasta orden 10 respecto a parametros de diferente naturaleza como el modulo de elasticidad,
magnitud de la carga vertical, dimensiones geométricas, entre otros. Las derivadas se utilizaron para
generar modelos de orden reducido de la deformacion y fuerzas de reaccién del cable respecto a los
pardmetros del problema. Los resultados muestran que a partir de una evaluaciéon hipercompleja de
un estado con una carga vertical, es posible predecir con precisiéon de hasta 8 cifras significativas del
comportamiento del cable sin la carga y con el doble de la magnitud de esta.

Palabras clave: Algebras hipercomplejas, Newton-Raphson, catenaria, cable elastico, modelo de

orden reducido
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Nomenclatura

C Conjunto de los ntiimeros complejos.

C, Conjunto de los ntiimeros multicomplejos.
D Conjunto de los niimeros duales.

Dy, Conjunto de los niimeros multiduales.

R Conjunto de los niimeros reales.

a Vector de parametros del sistema.

f(xs,a)  Vector de funciones no-lineales.

f, Vector de fuerzas verticales actuando sobre el cable.

h Tamano de paso o perturbacién.

p(s) Punto sobre el cable deformado.

S Coordenada Lagrangiana del cable sin deformar.

Sy Vector de coordenadas Lagrangianas en donde se aplican las fuerzas verticales.
X Vector solucién del sistema de ecuaciones.

X; Vector solucion de la j-ésima iteracion del sistema de ecuaciones.
Ap Seccion transversal sin deformar del cable.

E Modulo de elasticidad del cable.

J Jacobiano.

Lo Longitud sin deformar del cable.

N Numero de cargas verticales actuando sobre el cable.

T Tensién en el cable.

w Peso total del cable.

o j-ésima base imaginaria.

€ Tolerancia de parada.

MOR Modelo de orden reducido.

()* Numero hipercomplejo.

Im, [z*]  Coeficiente asociado a la direccion imaginaria « del namero hipercomplejo x*.
Im}, [z*] Numero imaginario multiplo de la direccién « del nimero hipercomplejo x*.

Re [z*] Coeficiente real del nimero hipercomplejo x*.



1. Introduccién

El calculo de derivadas es fundamental en aplicaciones de matematicas, ciencia e ingenieria. Estas se usan
tanto para pasos intermedios para la solucién numérica de ecuaciones diferenciales, sistemas de ecuaciones no
lineales, entre otros; como para el anéalisis de resultados, por ejemplo analisis de sensibilidad, optimizacion y
generacion de Modelos de Orden Reducido (MORs) de sistemas complejos. Tradicionalmente, las derivadas
se calculan ya sea mediante la derivacion analitica de las mismas o mediante el método de las diferencias
finitas. Este ultimo ha sido ampliamente usado debido su facilidad de uso, pero éste sufre del error numérico
inherente a las operaciones de resta, incurriendo en el denominado error de cancelacion por substraccion [16],

lo que impide calcular con alta precision las derivadas deseadas.

1.1. Numeros hipercomplejos para calculo de derivadas

Los ntimeros hipercomplejos son aquellos que, ademés de la direcciéon real, cuentan con multiples direc-
ciones imaginarias [22]. Recientemente, el uso de estos ntimeros ha tomado fuerza en el ambito del célculo
de derivadas en aplicaciones numeéricas debido a su facilidad de uso y a la capacidad de céalculo de derivadas
con precision de maquina. La metodologia es simple: las operaciones del programa tradicional se convierten
a las operaciones equivalentes en el algebra hipercompleja de elecciéon y se introducen perturbaciones a lo
largo de algunas direcciones imaginarias de las variables de interés (variables con respecto a las cuales se
desean las derivadas). Las derivadas se obtienen en las componentes imaginarias del resultado numérico [4].
Los niimeros complejos, por ejemplo, cuentan con una sola direccién imaginaria. Estos permiten el célculo
de una derivada de primer orden en una evaluaciéon del programa al aplicar una perturbaciéon imaginaria
pequeiia a la variable de interés [27]. De forma similar, los ntimeros duales permiten el célculo de una deri-
vada de primer orden [28§], los cuales son insensibles al tamarfio de la perturbacion por lo que usualmente su
perturbacién es unitaria. Los nimeros cuaterniones y octoniones cuentan con 3 y 7 direcciones imaginarias
respectivamente, los cuales pueden utilizarse para el calculo de miltiples derivadas de primer orden en una
sola evaluacion del programa [4], permitiendo reducir el uso de recursos computacionales.

Otras algebras hipercomplejas pueden usarse para el calculo de derivadas de orden superior. En par-
ticular, los nimeros multicomplejos [25], nameros hiperduales [I5, [I4] (en este documento referidos como
multiduales) y los nimeros imaginarios de orden truncado [3] (OTI por sus siglas en inglés) permiten el
célculo de derivadas de alto orden con precision de maquina. Las élgebras hipercomplejas se han aplicado a
diferentes problemas fisicos en cuanto al célculo de derivadas, incluyendo analisis de sensibilidad a problemas
de analisis termoelastico [29], esfuerzos residuales [I3], materiales poro-elasticos [5], materiales hiperelasticos
[34], analisis de cerchas [24], calculo de la tasa de liberacion de energia [2], propagacion curvilinea de grietas
2D [36], optimizacion multi-objetivo [16], analisis pseudo-espectral [I0], cinematica multi-cuerpo [11], entre
otros. En particular, las derivadas de alto orden pueden utilizarse para la generacion de MORs. Esto se ha
demostrado usando algebras multiduales [8 [7] y mediante nimeros OTT en anélisis de elementos finitos [3].
La librerfa MultiZ [I], permite el uso general de nimeros multicomplejos y multiduales de cualquier ntimero

de direcciones imaginarias.

1.2. Catenaria elastica de cables.

La solucién numérica de la catenaria de cables elasticos es relevante para industrias como el transporte
aéreo por cable [19] 30, [12], transporte férreo terrestre [35] [32], analsis de grias [17], puentes colgantes [21],

entre otros; ya que éste permite predecir la deformacién geométrica del mismo, asi como la distribucién de



las cargas y tension debido al actuar de su propio peso y de cargas externas [21]. La configuracion deformada
del cable ante cargas estaticas ha sido estudiada por Irvine en [2I] para 2 dimensiones y generalizada a 3
dimensiones por Impollonia et al. [20] ante la acciéon de cargas puntuales. El planteamiento de las ecuaciones
converge a la soluciéon de un sistema de ecuaciones no lineales, el cual se resuelve mediante el método de
Newton-Raphson [20]. La configuracion deformada ante cargas estéticas es usualmente el punto de partida
para analisis mas complejos [35], como el analisis de vibraciones [30, [33], fuerzas torsionales [23], cargas
dindmicas [9] [I2], entre otros.

La evaluacion tradicional de la metodologia de Newton-Raphson requiere del calculo de derivadas las
cuales se realizan tradicionalmente mediante dos métodos: célculo analitico o mediante diferencias finitas.
El calculo analitico de las derivadas es usualmente dificil y se evita ya que s6lo es 1til para una tnica
formulacion. En el caso del uso de diferencias finitas, la seleccion del tamano de paso es critico ya que un
paso grande induce error de truncamiento mientras que un paso pequeno induce error de substracciéon por
cancelacion [I4]. Es por esto que se presenta un area de estudio en la ciencia, la cual se abordara en el

desarrollo del presente trabajo.

1.3. Contribucién y distribucién del articulo.

Este articulo presenta una metodologia para incorporar algebras hipercomplejas al método de Newton-
Raphson para la solucién de sistemas de ecuaciones no lineales aplicado al célculo de la catenaria de cables
elasticos. El calculo de las derivadas inherentes al método de Newton-Raphson se realizan mediante las
algebras hipercomplejas, eliminando las complicaciones relacionadas con las implementaciones tradicionales.
Igualmente, las algebras se utilizan para el calculo de derivadas de alto orden respecto a parametros que
definen el problema como el médulo de elasticidad, la longitud inicial, las cargas aplicadas, entre otros.
Estas derivadas luego se utilizan para generar MORs que permiten aproximar el comportamiento del cable
al variar los valores de las variables perturbadas, sin tener que resolver nuevamente el proceso iterativo.
La metodologia se aplica al analisis de la catenaria de un cable sometido a una carga vertical puntual. Los
resultados muestran que los MORs generados representan el comportamiento del cable y que la regiéon de
efectividad de la aproximacién aumenta al incrementar el orden de derivada calculado. En particular, se
demuestra que con un solo analisis y con un MOR con derivadas de 4to orden se puede predecir la catenaria
de un cable elastico con precision de 4 cifras significativas.

Este documento se distribuye de la siguiente manera: en la seccion [2] se describen algunas algebras
hipercomplejas, la metodologia para calcular derivadas y su uso para generar un MOR de la funcién evaluada.
En la seccion [3]se detalla el método de Newton Raphson adaptado a las algebras hipercomplejas. En la secciéon
[ se presentan los fundamentos del anélisis de catenaria elastica en dos dimensiones bajo la accion de cargas
puntuales verticales y como se integra con algebras hipercomplejas. En la seccion [f]se presentan los resultados
obtenidos al aplicar la metodologia desarrollada. Finalmente, en las secciones [6] y [7] se discuten y concluyen

los aspectos més importantes de este trabajo.

2. Algebras hipercomplejas

Las algebras hipercomplejas expanden el dlgebra de los ntimeros reales al sumarles coeficientes dirigidos a
lo largo de multiples unidades imaginarias que cumplen determinadas reglas de manipulacion [22]. El 4lgebra
de los ntimeros complejos (C) es posiblemente el algebra hipercompleja més usada. Esta se forma a partir

de un componente real y un solo componente «imaginario» z* = a + bi, en donde a es el componente real



y b es el componente imaginario, ambos coeficientes reales; y la direccion ¢ tiene la condicion imaginaria
i? = —1. Esta condiciéon desarrolla las propiedades de dicha algebra. Los niimeros duales (D), otra algebra
hipercompleja, se diferencia del dlgebra de los niimeros complejos en su direccién imaginaria €, ya que su
condicién imaginaria es €2 = 0, siendo € # 0. Ambas algebras hipercomplejas mencionadas tienen tinicamente

dos direcciones, una real y otra imaginaria:

. *eC, af=i*=-1
Z¥=a+bay, a,beR, (1)
2eD, a?=€e2=0

2.1. Coémputo de derivadas

Se pueden utilizar tanto ntimeros complejos como duales para calcular derivadas de primer orden. De
manera similar al método diferencias finitas, la metodologia consiste en perturbar la variable de interés y
luego evaluar la funcion requerida. Sin embargo, en contraste a diferencias finitas, la perturbacion se efectia
a lo largo de la direccion imaginaria una cantidad h. Asi, si la variable de interés es x, su valor perturbado
es £* = x + hay. La funcién real y la derivada de la funcién respecto a la variable de interés se obtienen en

el resultado de la evaluacion en sus coeficientes real e imaginario respectivamente, de la siguiente manera:

f(x) =~ Re[f(z+ho) (2)
f,x(l') ~ Imal [f(‘z + hal)] (3)

donde Re[-] extrae el coeficiente real del nimero y Img, [] extrae el coeficiente de la direccion imaginaria
Q.

Debido a que no existen operaciones de resta en el calculo de la derivada, los métodos hipercomplejos
para el calculo de derivadas no presentan error por substraccion en el resultado, por lo cual siempre es posible
obtener precision de maquina en el resultado de la derivada. Cabe notar que hay diferencias en cuanto al
algebra utilizada: al utilizar variable compleja es necesario un valor pequeiio de h, usualmente h = 1073°
relativo al parametro de interés; mientras que al usar ntmeros duales la evaluaciéon de la funcion y derivada
es exacta e insensible al valor de h, por lo que se acostumbra a utilizar h = 1 por simplicidad. Esto se puede
observar en las figuras [la] y en las que se grafica el comportamiento del error relativo de la funcién y su
derivada mediante ntimeros complejos, duales y mediante el método de las diferencias finitas centradas. Se
observa que al reducir el valor del tamano de paso h, diferencias finitas centradas pierde precisiéon, mientras
que el uso del algebra compleja converge al error de maquina. Igualmente se observa que el algebra de los
nimeros duales es insensible al valor de h utilizado, ya que siempre obtiene precision de méquina.

Existen otras algebras hipercomplejas que cuentan con un mayor ntimero de unidades imaginarias y que
pueden utilizarse para el calculo de un mayor namero de derivadas. Es asi como cuaterniones y octoniones,
con 3 y 7 unidades imaginarias respectivamente, se han utilizado para el cilculo de multiples derivadas de
primer orden [4]. Cuaterniones y octoniones permiten el calculo de derivadas de funciones respecto a 3 y 7
variables respectivamente.

Asi mismo, las algebras multicomplejas (C,,) [25] y las hiperduales (ID,,) [14] (en este documento referidas
como multiduales) permiten el calculo de derivadas de orden superior, igualmente con precision de méaquina.
Estas algebras se definen de una manera secuencial, al extender un algebra inmediatamente anterior en una

nueva base imaginaria «,, de la siguiente manera:
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Figura 1: Comportamiento del error relativo al evaluar la funcion f(x) = x cos (z) +sin(z) en x = 3 y de su
primera derivada utilizando algebra compleja, algebra dual y diferencias finitas respecto al tamafio de paso.

C, =

{z*: 2" =a" +b*oy,; 0", 0" € Cpy; @l =i = —1} (4)
D, = 2

2
{z* 2 =a" +b'ay; at, b eD,_1; ai =€ = O} (5)

donde Cy = Dy = R, C; corresponde a los nimeros complejos y Dy corresponde a los ntimeros duales.
Notese que la multiplicacién de dos o més bases imaginarias se rige por la condicién imaginaria del algebra
seleccionada. De esta manera, la multiplicacién de dos direcciones imaginarias ooy, serd definida en el caso
que ambas bases sean iguales, es decir cuando j = k y resultara de acuerdo al caso multicomplejo (oo = —1
para j = k) o multidual (ajoy, = 0 para j = k). En caso contrario (j # k), el algebra es conmutativa por lo
que oo = oy

El céalculo de derivadas de orden superior consiste en la perturbacién de la variable de interés en un
valor h a lo largo de un ntumero de bases imaginarias igual al orden de derivada buscado. Asi, derivadas
de segundo orden de una funcién de una sola variable se pueden obtener al perturbar la variable x como

¥ = x + hay + has y asi las derivadas pueden extraerse de la siguiente manera.

f(@) =~ Relf(z+h(ar+ o)) (6)
fulz) ~ I, [f (z +: (a1 + )] %
fulz) ~ Img, [f (z +: (a1 + a3))] ()

fala) ~ Ima,a, [f (2 + 1 (00 + o)) (9)

h2

donde Img, o, [-] extrae el coeficiente de la direccion aaz. En el caso de las algebras multicomplejas es
recomendable usar un valor de h pequefo, usualmente A = 1073°. En el caso de las algebras multiduales
las derivadas son exactas a error de maquina e insensibles al valor de h, por lo que se utiliza h = 1 por

simplicidad.



De esta manera, la derivada n-ésima de una funciéon de una sola variable se obtiene

¥ = xz+h iaj (10)
Imp» o x*
farle) = Hj_lh:l[f( )] a1

en donde en la misma evaluacion se encuentran todas las demas derivadas de orden menor a n.
Derivadas mixtas pueden encontrarse con perturbaciones imaginarias a las variables de entrada de interés.
Por ejemplo, para una funcion de dos variables f(z,y), su derivada mixta respecto a z y y puede encontrarse

mediante la siguiente evaluacion

fe,9) ~ Relf (z+ hea,y+ hao) (12)
folry) ~ MerllEXhonythoo) (13)
fuley) ~ DellEEhanyThas) (19)
fanlrry) ~ Themealf(2 Ryt hoo) (15)

h2

en donde también se evaltan las derivadas de orden 1 f,(z,y) y fy(x,y).
Una notacién conveniente para los propésitos de este documento es el uso del operador Im,*xj [], el cual se
utiliza para extraer el nimero imaginario formado a partir de las direcciones miultiplos de ;. Por ejemplo,

para el caso del nimero hipercomplejo
¥ =x0+ 11001 + Taws + Tiax On (16)

el coeficiente imaginario de la direccién s se muestra en la ecuacion (17)), mientras que el ntimero imaginario

multiplo de la direccion aiy se muestra en la ecuacion ((18)).

Img, [z¥] = 2 (17)

_.
B
=)
%
|

Tz + X200 (18)

2.2. Generacion de modelos de orden reducido

Brake et al. [§] presenté una metodologia para generar MORs utilizando nimeros multiduales en aplica-
ciones de elementos finitos. A continuacién se presenta la generalizacion del método para cualquier algebra
hipercompleja. Considere una funcién f(z), y su expansion de serie de Taylor centrada en zy para una

variacién Az, tal como se observa a continuacion,

Flmo+ Aa) = f(z0) + Faleo) Az + o fo2(w0) A? 4o+ fon(a0) Aa" +TO.S. (19)

donde T.O.S. contiene los términos de orden superior.
Segun se describié en la seccion [2.1] se pueden utilizar las algebras hipercomplejas para el célculo de

derivadas de orden n. Se debe realizar la perturbacion al parametro de entrada segin la ecuacion ((10) y



evaluar una sola vez la funcion en dicho valor perturbado. Consecuentemente, para generar un MOR de la
funcion f(x), se debe perturbar el parametro de entrada en n direcciones imaginarias, ©* = zo+h (Z?:l aj) ;
y evaluar la funcion una sola vez ¢* = f(z*). En g* estan contenidas todas las derivadas de f respecto a
x de hasta orden n, por lo que estas se pueden ingresar en la ecuacion para generar un polinomio que
aproxima el comportamiento de f(x). Los T.0.S. se desprecian, efectivamente truncando la serie de Taylor

hasta orden n. La forma final del MOR se obtiene de la siguiente manera,

f(zo+ Azx) =~ MOR (f(z*), Az) = Re[f (z¥)] +

S e [ (7)) A0? +o 4~y o, [/ 7)) Aa” (20)

lo que permite aproximar el comportamiento de la funciéon f(z) para nuevos valores de z mediante una sola

evaluacion de la funcion f(z*).

3. Meétodo de Newton-Raphson

3.1. Meétodo tradicional

El método de Newton-Raphson [6] es un método iterativo que se utiliza para encontrar los ceros de un
sistema de ecuaciones no lineales. Considere un vector de funciones no lineales f(x,a) € R? que tiene como
grados de libertad el arreglo x € R? y parametros que definen el problema a € R"«. El objetivo del método

es buscar un x, € R? tal que,

f(x,,a) = 0 (21)

en donde 0 es el vector de ceros de dos elementos. Cabe notar que los parametros que forman el arreglo a no
son grados de libertad del sistema de ecuaciones no lineales. Estos son invariantes en la solucién del sistema
de ecuaciones. En caso que algin pardametro en a cambie, tradicionalemente es necesario volver a resolver el
sistema de la ecuacion .

Al realizar la expansion de serie de Taylor para el sistema , y considerando solamente las primeras

derivadas, se obtiene,

f(xj,a) +J(x;,a)Ax; =0 (22)

donde x; es el valor de la solucién para la iteracion j, el Jacobiano J(x;,a) € R2*2 contiene las derivadas de
f(x;,a):

_ fl,ﬂcl (Xj’a) fl,xz(xj’a)

J(x;,a) = (23)
f27w1 (Xj7 a) f27302 (Xj’ a)
y Ax; es el cambio necesario para que x; aproxime mejor la ecuacién , por lo que
AXj = Xj41 = Xj (24)

De lo anterior, la ecuacién (22)) se reescribe para generar la forma iterativa del método,



Xj1 = x; — 7 (x,a) f(x;,2) (25)

El método necesita inicializar el proceso iterativo en j = 0 con un X cualquiera. El criterio de parada
estd establecido por una tolerancia especificada €. La solucién x, = x; se obtiene en la iteracion j tal que
lax,| <.

El Jacobiano de la ecuacién , usualmente se calcula mediante la solucién analitica de las derivadas.
Sin embargo, en los casos de funciones complejas o en sistemas de dimensiones mayores se hace uso de un
método numérico, comtnmente, el método de las diferencias finitas [26]. El reto se presenta en escoger un

h adecuado para encontrar una aproximacion de la derivada vélida para el problema como se muestra en la
figura [TD]
3.2. Meétodo Newton-Raphson adaptado a algebras hipercomplejas

Las algebras hipercomplejas se pueden utilizar para calcular las derivadas de la solucién x, con respecto

a cualquier parametro en a. Para lograr esto, uno o mas parametros pueden perturbarse como se explica en
la seccion |2} Por ejemplo, para calcular la derivada de x, con respecto al parametro ap, se perturba

a; = ap + hoy (26)

Por lo tanto el arreglo a debe considerarse hipercomplejo.

Dado lo anterior, es facil identificar en el método de Newton-Raphson la hipercomplexificacion sistema.
Si se hace al menos un parametro en a hipercomplejo, las funciones f(x, a) también seran hipercomplejas, y
por tanto, sus derivadas en el Jacobiano lo convierten en una matriz de niimeros hipercomplejos. Es cierto
que al inicio de las iteraciones la solucién inicial xg es real, pero a partir de la primera iteracion, las soluciones
x; seran hipercomplejas. Con esto, la ecuacién para la primera iteracién se convierte en,

X] =Xg — J*_l(xo,a*) £*(xp,a") (27)

y para las siguientes iteraciones en,

Xji1 =X; — J*fl(x;f,a*) £ (xj,a") (28)

donde el calculo del Jacobiano inverso se realiza de la siguiente manera

JNdae = Jiadn | —J5 T

Se establece que el proceso iterativo ha convergido para la iteracion j tal que

Re [Axj]

| <e (30)

Una vez el método de Newton-Raphson converge se obtiene la solucion x*. Esta contiene las derivadas
segtn se halla realizado la perturbaciéon de los parametros (ver seccion . Siguiendo con el ejemplo de la

perturbacion realizada en la ecuacion (26]), se obtiene su derivada ast,

Img, [x}]

3 (31)

Xs,ap ~
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De igual manera, pueden calcularse derivadas de orden superior siguiendo los lineamientos presentados en la
seccion 21
En esta seccion, se desarroll6 el método para problemas de dimensién 2, pero el mismo razonamiento es

valido para un sistema de ecuaciones no lineales con mayor ntmero de dimensiones.

3.3. Jacobiano mediante algebras hipercomplejas

Como se mencion6 en el procedimiento del método de Newton-Raphson, el Jacobiano puede calcularse
de manera analitica o mediante un método numeérico como las diferencias finitas. En este documento se
presenta una alternativa al usar algebras hipercomplejas para calcular el Jacobiano, obteniendo derivadas
con precisiéon de maquina, ausentes de error de cancelaciéon por sustraccion y facilitando la seleccién del
tamano de paso h.

El Jacobiano se compone de las derivadas de primer orden de las funciones f(x,a) respecto las com-
ponentes de x evaluadas en x;. Para obtener esto, se perturba en dos bases imaginarias. Notar que estas
direcciones imaginarias deben ser diferentes a las direcciones asociadas a los pardametros perturbados de a
(seccion . Por ejemplo, si se perturb6 un solo parametro a; en la base imaginaria o, se puede perturbar

* .
Xj asl

(32)

x5 + hao
IE;2 —+ hOég

Luego, al evaluar la funcién f (x;f7 a*) con las nuevas perturbaciones, se pueden extraer las partes imaginarias
con las que se perturb6 x; para obtener las derivadas. Por lo que el Jacobiano de la ecuacion (23) se puede

reescribir entonces como

) [Imj;z [f1(cas)] T, [fi(xa")] 1 (33)

b,2) Iy, [f2(x;,a)]  Imy, [fo(x)a%)]

VAl h
en donde cada elemento del Jacobiano es un numero imaginario formado al extraer multiplos de las direcciones

as y ag como se explica en la seccion [2}

4. Cable elastico suspendido bajo cargas verticales

4.1. Formulacion

La formulacién que sigue a continuacion tiene como referencia la metodologia presentada en [2I]. Consi-
dere un cable elastico sobre el plano cartesiano (z,y) que no ha sufrido deformacion alguna |21, 20} [I8], con
un area de seccion transversal Ay, longitud sin deformar Ly y modulo de elasticidad E, sometido a la accion
de su propio peso W y a N cargas verticales agrupadas en el vector f, = [f,,,..., fu,] ubicadas de manera
indiscriminada. Se define la coordenada Lagrangiana s como la longitud medida sobre el cable sin deformar
desde uno de los extremos, tomando valores entre 0 y Ly. En consecuencia, cada carga en f, se aplica en
una coordenada Lagrangiana correspondiente, definidas en el vector sy = [syf,,...,sy,]. Dado lo anterior,
se pretende encontrar la curva de puntos p(s) = [x(s),y(s)] que se forma (catenaria), tal que sus extremos

correspondan a los puntos p(0) = [0,0] y p(Lo) = [I, h]. Este sistema del cable deformado se muestra en la
Figura 2

11



p(O):[0,0]

X

oo P(ng)

Joy fol

Figura 2: Sistema coordenado para el cable deformado

Si se toma el segmento de cable comprendido entre los puntos p(0) y p(s) con n cargas verticales, y se
realiza un balance estatico de fuerzas en el cable deformado para garantizar el equilibrio como se muestra
en la Figura |3| se obtiene las ecuaciones , . En éstas se relacionan las cargas verticales, el peso del
cable, las fuerzas de reaccion en el extremo p(0), R, y Roy, y la fuerza de tensiéon T que acttia en el punto

p(s) en direccion tangencial a la catenaria.

dx

T— = R, 34
T (34)
dy " s

T—= = — —W—
de ROy JZZ:O fvj WL() (35)

donde ¢(s) es la coordenada unidireccional del cable deformado. Note que para cualquier posicion en el cable,

la coordenada horizontal de la tension es siempre constante.

T~ Pl py
Ws/L,

I
|
|
\ f T
Un
Figura 3: Fuerzas actuando en un segmento del cable deformado
Ademas del anélisis estéatico, se considera la restriccion geométrica de la ecuacion (36]) por ser una curva

perteneciente a un plano. También, se garantiza la conservacion de la masa en la ecuacion (37)) y se establece,

para este problema, la ecuacién constitutiva de la teoria de elasticidad mostrada en la ecuacion .
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dz\*  [dy\>
)2 -
d
A = A%Ti (37)
de

T = EA <d5—1> (38)

Tomando las ecuaciones (34| - [38), y considerando condiciones de frontera y continuidad del cable, se
encuentran expresiones para las soluciones x(s) y y(s). Para mayor generalidad se adimensionalizan los

parametros, dividiendo los parametros longitudinales por Lq y las fuerzas por W:

& =x/Ly Coordenada horizontal adimensionalizada.

n =1y/Ly Coordenada vertical adimensionalizada.

o = s/Ly Coordenada longitudinal adimensionalizada, 0 < o < 1.

oy, = sy, /Lo Coordenada longitudinal de la j-ésima carga adimensionalizada.

d = h/Ly Coordenada vertical del punto fijo p(Lgy) adimensionalizada.

v =1/Lo Coordenada horizontal del punto fijo p(Lo) adimensionalizada.

7 =T/W Valor de la tension adimensionalizado.

X = R, /W Valor de la reaccion horizontal adimensionalizado.

¢ = Ry, /W Valor de la reaccion vertical en el punto fijo py adimensionalizado.

Yy, = fu; /W Valor de la j-ésima carga vertical adimensionalizado.

B =W/EA, Factor de flexibilidad.

Con esto, las soluciones adimensionales [2I] para las coordenadas horizontal y vertical respectivamente son
€)= x| s~ (6120 —sinh ™ (6~ 8~ 0) /) +

. (39)
> [sinh™ (6 — & — o) /x) — sinh ™! (6 — Ty — 07) /Xﬂ}

=0

n(e) = Bo(6—0/2)+ V@) — /(6 =¥ — o) + 2+

n

> [ﬁ¢i(0i_0)+\/(¢_Wi_0i)2+x2_\/(ﬁb_wi1_0i)2+X2:|

=0

(40)

Tradicionalmente, se conocen las propiedades elasticas y fisicas del cable (F, Ay, Lo, W), los puntos
de apoyo (I, h), las magnitudes de las cargas verticales y sus puntos de aplicaciéon (f,, sy). La solucion del
problema de la catenaria consiste en encontrar las reacciones R, y Ry,. Para solucionar este problema, se
deben encontrar los parametros x y ¢ tal que en el punto extremo s = Ly cumpla con las coordenadas

conocidas (I, h), por lo que debe satisfacer la siguiente igualdad:
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-7
W) -5 = 0 (42)

La solucién del sistema se obtiene a partir del calculo de x y ¢ mediante el método de Newton-Raphson

descrito en 3] y aplicado al sistema de funciones

f(X57 a) = l (43)

formado por las ecuaciones no-lineales (41)) y . Los parametros en a son E, Ag, Lo, W, I, h, £, y s;. El

vector solucién del método es entonces
X
X, = (44)
[ ¢ ]

Una vez calculados estos parametros, se puede encontrar la catenaria del cable reemplazando en las
ecuaciones (39) y (40), de la siguiente manera.

p(s) = [€(s/Lo),n(s/Lo)]Lo (45)

4.2. Incorporacion de algebras hipercomplejas en el calculo de la catenaria elas-
tica

Se utiliza el método de Newton-Raphson adaptado a algebras hipercomplejas (seccion para calcular
las derivadas de la catenaria con respecto a los parametros conocidos como propiedades elasticas y fisicas del
cable, los puntos de apoyo, las magnitudes de las cargas verticales y sus puntos de aplicacion. Con este fin, se
debe realizar una perturbacion al pardmetro o parametros deseados respecto a los cuales se quieren calcular
derivadas. Por ejemplo, si se quiere calcular las derivadas de la catenaria p(s) con respecto al parametro A,,

éste se perturba asi,

A5 = Ao+ hoy (46)

La solucién x} del sistema de Newton-Raphson serfa hipercompleja y contiene la informacién de las deri-

vadas de las reacciones adimensionalizadas respecto al pardmetro perturbado en sus direcciones imaginarias.
*
«_ | X

éstos valores se reemplaza en la ecuacion (45) con la cual se obtiene valores hipercomplejos que contienen

las derivadas en sus direcciones imaginarias.

o o)~ Mo (5]

Noétese también que es posible extraer las derivadas de las reacciones R, y Ry, respecto Ay debido a que

(48)

en su forma adimensional (x* y ¢* ) son ntimeros hipercomplejos perturbados en la base imaginaria a;.
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Imq, [X*W
L

Como se describi6 en la seccion 2.2] es posible generar MORs de los resultados hipercomplejos. En este

(49)

caso, es posible aproximar la catenaria y la reaccion para nuevos valores de Ag de la siguiente manera

P(8)lapraa, = MOR(p™(s), Ado) (50)
Rao(8)|agrna, = MOR(R;(s), Ado) (51)

De manera similar, es posible generar MORs de acuerdo a la seccion [2.2] para los deméas parametros del

sistema de la catenaria del cable eléstico.

5. Caso de estudio: catenaria de un cable suspendido y sometido a

una carga vertical

5.1. Descripciéon

Se aplico la metodologia desarrollada para la solucion del caso de estudio propuesto en [21], el cual
consiste en el calculo de la catenaria elastica de un cable (ver figura |4} que esta definido por los parametros
consignados en la tabla [l En dicho estudio, el cable es sometido bajo la accién de su propio peso Wy de
una carga vertical f, actuando en la coordenada Lagrangiana del cable sin deformar sy = 0.33 [m]. Dado
lo anterior, se encontrd la catenaria p(s) y la posicion final del punto de aplicacion de la carga vertical
p(sy) como resultado de la deformacion. El problema anterior se resolvié6 mediante un codigo de Python
3.6 utilizando una libreria para el uso de algebra multidual y OTI [3]. El software implementoé las funciones
descritas para el método de Newton-Raphson y el célculo del Jacobiano con niimeros hipercomplejos. Para
todas las evaluaciones realizadas, la tolerancia de convergencia del método de Newton-Raphson se configurd
como £ = 1 x 10714 y la solucién inicial xg = [0.275,0.275]. Para f, = 9.8 |N], la convergencia se alcanz6 en

8 iteraciones.

p(0)=[0,0] p(1.2)=[1,0]

T

Y

Figura 4: Esquema de un cable suspendido de dos puntos con una carga vertical.

5.2. Comportamiento en algunos modelos de orden reducido

Para una carga vertical f, = 9.8 [N], se evalué el comportamiento de la metodologia al desarrollar varios
MORs (ver seccion [2.2)) de la fuerza de reaccion R, respecto a cada uno de los parametros E, Ag, Lo, !
y f». Cada MOR se gener6 a partir de la solucion del sistema de ecuaciones de la catenaria al perturbar

el pardametro de interés en 10 direcciones imaginarias (ver ecuacion ([L0])). El resultado hipercomplejo R
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Descripcion Simbolo Valor Unidades

Distancia horizontal entre soportes l 1.00  [m]
Distancia vertical entre soportes h 0.00  [m]
Longitud sin deformar Lo 1.20  [m]
Area de la seccion transversal sin deformar Ao 1.58 x 107%  [m?]
Moédulo de elasticidad E 1.00 x 10" [N/m?|
Peso total w 50.00 [N]

Tabla 1: Pardmetros generales del problema del cable suspendido.

contiene efectivamente las derivadas de hasta orden 10 de la fuerza de reaccién R, respecto al parametro
perturbado. Se comparan los MORs truncando la serie de Taylor hasta ordenes 1, 2, 3, 4, 5, 7 y 10. Para

cada orden, se vari6 el pardmetro perturbado y se calcul6 el error relativo

Error relativo =
|gt7’ad. |

(52)
en donde gyrqq. €s el resultado de volver a solucionar el sistema de ecuaciones de la catenaria evaluada en
el nuevo valor del pardmetro y gaor es la evaluacion del MOR de R} en la perturbacion del parametro de
interés.

En la figura [pa] se muestra el comportamiento del error del MOR de R, respecto al parametro E y de
igual manera para el parametro Ag en la figura Estas figuras se observan similares debido a que ambos
parametros se encuentran tinicamente como denominador en la variable 3. Se puede observar un comporta-
miento no simétrico al variar el pardmetro perturbado en direccién positiva y negativa. Para alcanzar errores
del orden de 10~2 basta con modelos de primer orden variando el parametro en un 100 % en la direccion
positiva y 75 % en la negativa. Usando orden 10 es posible alcanzar errores de 10~° realizando una variaciéon
de 50 % en ambas direcciones.

En la figura [6a] se grafica el comportamiento del error del MOR de R, respecto a la distancia horizontal
l. Se observa una tendencia en todas las figuras anteriores en cuanto a que con ordenes mayores, se alcanzan
errores menores, sin embargo, en este caso la variaciéon debe ser menor al 15 % para alcanzar un error 107!
en modelos de orden 3 en adelante. Cabe notar que en este problema, un porcentaje de aumento de 20 %
de la distancia [ horizontal entre soportes iguala a la longitud L, y para porcentajes mayores, el sistema
no tiene solucién. Por otro lado, en la figura [6b] se muestra el comportamiento del error del MOR de R,
respecto a la longitud inicial del cable Lj. En esta grafica se observa un comportamiento similar al que se
presenta cuando se varia el parametro . Se alcanzan errores relativos cercanos a 10! con tan solo variar
15 % en ambas direcciones, inclusive en el MOR con orden de truncamiento 10.

En la figura[7] se grafica el comportamiento del error del MOR de R, respecto a la magnitud de la carga
vertical f,. Se observa que al variar ésta magnitud, se alcanzan errores mucho menores a los calculados en
las graficas anteriores. Con orden 10 se pueden alcanzar errores de 10~% realizando una variaciéon de 100 %

en ambas direcciones.
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Figura 5: Comportamiento del error relativo de los modelos de orden reducido de la reaccion horizontal R,
respecto a (a) el modulo de elasticidad E y (b) la seccién transversal Ag, para modelos con diferentes ordenes

de truncamiento.
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Figura 6: Comportamiento del error relativo de los modelos de orden reducido de la reaccion horizontal R,
respecto a (a) la distancia horizontal entre soportes [ y (b) la longitud inicial Ly, para modelos con diferentes
ordenes de truncamiento.

17



100
10~
1021
10731
104
10751
106 4
107" 1
1044
109
1010

10-114
10712 —— Orden 1

10131 - Orden 2

1014 —— Orden 3

105 ] —— Orden 4

| —— Orden 5

(U p— Orden 7
01 Orden 10

Error relativo de R,

—100 —80 —60 —40 —20 20 40 60 80 100

0
31

Figura 7: Error relativo de la reaccién horizontal R, para el modelo de orden reducido respecto a la magnitud
de la carga f, para diferentes ordenes.

5.3. Calculo de la catenaria completa del cable

El objetivo de esta seccion es evaluar el comportamiento del MOR de la catenaria del cable respecto a la
magnitud de la fuerza vertical f,. E1 MOR se gener6 a partir de una tnica solucion del sistema de ecuaciones

de la catenaria para f, = 9.8 [N]. Se calcularon derivadas de hasta orden 10 mediante la perturbacion de la

magnitud de la fuerza como se muestra en la ecuacion (53)).

10
fi=te+h | ay (53)
j=1

La solucién del sistema de ecuaciones generé una catenaria hipercompleja p*(s), la cual contiene sus
derivadas respecto a f, hasta orden 10. Con éstas se generé un MOR que aproxima la catenaria del mismo

cable bajo una carga de diferente magnitud

p(S) fot+Afy ~ MOR (p*(S), Afv) (54)

En la ﬁgura se muestra el comportamiento del error relativo (ver ecuacion ) de los MORs del punto
de aplicacion de la fuerza p(sy) respecto a la magnitud de la carga, truncados hasta orden 10. Se observa
que se obtienen errores menores a 1072 en para cualquier orden de truncamiento al variar el 100% de la

magnitud de la carga tanto al incrementarla como al disminuirla.

(sl 4y, — MOR (B (s7), Af,)

| (55)
|pGss)

Error relativo =

fotAfy
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Figura 8: Error relativo de la reaccién horizontal p(sy) para el modelo de orden reducido respecto a la
magnitud de la carga f, para diferentes ordenes.

En particular, el MOR de la catenaria completa p(s) se evaluo para los casos extremos descritos en la
figura[8] Af, = —9.8 [N] (=100%) y Af, = 9.8 [N] (+100%) con un orden de truncamiento igual a 2. Por
lo tanto, tres estados de carga fueron evaluados: estado de carga 0 con f, = 0 [N], estado de carga 1 con
fo = 9.8 [N] y estado de carga 2 con f, = 19.6 [N]. En la figura[9] se representa la catenaria completa del
cable calculada mediante la solucién del sistema de ecuaciones en cada estado de carga y el MOR evaluado

en las perturbaciones antes descritas.

—0.11

—— Estado de carga O
—— Estado de carga 1
001 —— Estado de carga 2
' Estado de carga 0 MOR
Estado de carga 2 MOR
Z/ 0.14
0.21
0.31

0.0 02 0.4 06 08 10
T

Figura 9: Resultado de caso de referencia calculado con algebra hipercompleja.

6. Discusion

Se desarroll6 el método de Newton-Raphson con algebras hipercomplejas para la solucion de sistemas de

ecuaciones no lineales con el objetivo de permitir el célculo de derivadas de manera precisa y sencilla. Las
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algebras hipercomplejas eliminan la necesidad de seleccionar el tamafio de paso h (en contraste a diferencias
finitas) ya que éstas eliminan el error de cancelacién por substraccion, permitiendo el célculo de derivadas
con precision de méquina. Igualmente, el uso de estas édlgebras elimina la necesidad de realizar el célculo
analitico de derivadas requeridas por el método, lo que simplifica su implementacion.

Se aplico el método en el calculo de la catenaria eléstica de un cable sometido a una carga vertical. Se
utilizé algebra multidual, pero el método es general y cualquier otra algebra hipercompleja puede utilizarse
(ver seccic’)n. Se utilizo6 el dlgebra para calcular el Jacobiano del método de Newton-Raphson, el cual generd
resultados similares a los obtenidos mediante el método de las diferencias finitas, con la diferencia que el
tamano de paso utilizado es h = 1 para cualquier problema. Igualmente, se calcularon derivadas de hasta
orden 10 respecto a varios parametros del problema, las cuales se utilizaron para la generacién de modelos
de orden reducido (MORs) al producir polinomios que aproximaban el comportamiento del cable.

Los MORs generados en este documento presentaron comportamientos diferentes respecto a las variables
perturbadas. E1 MOR respecto a la fuerza vertical f, aplicada mostré un comportamiento favorable en cuanto
a que derivadas de orden 3 fueron suficientes para generar un MOR capaz de comprender una perturbacion
del 100 % del valor de la fuerza con un error relativo del orden 10~ o menor. De la misma manera, los MORs
respecto a la seccién trasversal Ag y el modulo de elasticidad E permiten una variaciéon del 75 % del valor de
la variable para obtener un error relativo de la misma magnitud. Sin embargo, se observo que las variables
geométricas: la longitud inicial del cable Ly y la distancia horizontal entre soportes [; solo permiten una
variacién de hasta el 4 % del valor de dichas variables para generar un error relativo de orden 10™* o menor.
Esto se debe a que el comportamiento de la catenaria es altamente no polinémica respecto a las variables
geométricas, y debido a que se consideran deformaciones pequenas en la formulacién del problema. Esto
genera un comportamiento singular al evaluar valores en los que Ly < [, los cuales son dificiles de reproducir
en una aproximacion polinémica. Es de esperarse que modelos generados con derivadas de orden superior
mejoren el comportamiento del MOR. Es posible igualmente generar MOR de varias variables al calcular las
derivadas mixtas de alto orden con las algebras hipercomplejas.

Con un solo MOR con orden de truncamiento igual a 2 fue posible representar la catenaria completa
del cable para estados de carga significativamente diferentes. Solo se requirié la solucion de un solo siste-
ma de ecuaciones no lineales para encontrar las derivadas necesarias para la evaluaciéon del polinomio. La
metodologia tradicional requiere de una solucién del sistema de ecuaciones cada vez que un nuevo valor
de un parametro del problema es requerido, lo que conlleva a un uso significativamente mayor de recursos
computacionales. Una ventaja del MOR es que se obtiene el comportamiento alrededor del punto evaluado
en vez de tener una tunica ’fotografia’ del cable en el nuevo parametro.

Cabe mencionar que el modelo de catenaria presentado en este documento es un modelo especifico para
deformacion en el plano (z,y) bajo cargas verticales. Sin embargo, el método es general y es posible utilizarlo
para el andlisis de cables con deformaciones y cargas en cualquier direccion (3D). Igualmente, es posible
utilizar la metodologia para el calculo de arreglos de miiltiples cables o redes de cables. El método de
Newton-Raphson adaptado a dlgebras hipercomplejas puede utilizarse para otros problemas siempre y cuando
el sistema de ecuaciones sea conocido y éste pueda convertirse a operaciones equivalentes en el algebra

hipercompleja de eleccion.
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7. Conclusiones

Este articulo present6 la incorporacion novedosa de las dlgebras hipercomplejas en la solucién de sistemas
de ecuaciones no lineales mediante el método de Newton-Raphson. La gran ventaja del método desarrollado
sobre el método tradicional es que las algebras hipercomplejas permiten el calculo de las derivadas (Jacobiano)
sin error de substraccion por cancelacion y son faciles de utilizar. Igualmente, més alla de las derivadas
requeridas por el método, el uso de algebras hipercomplejas permite calcular derivadas de alto orden respecto
a cualquier parametro del problema. Estas pueden usarse, por ejemplo, para la generacion de modelos de
orden reducido (MORs).

El método desarrollado se utilizé en el calculo de la catenaria de un cable elastico sometido a una carga
vertical. Se generaron MORs respecto a variables de diferentes naturalezas, tanto geométricas como propie-
dades elasticas del cable y magnitud de la carga aplicada. Cada MOR se gener6 mediante una sola solucién
del sistema de ecuaciones no lineales al perturbar la variable de interés en ciertas direcciones imaginarias.
Cada resultado hipercomplejo se utilizé para aproximar la solucién de la catenaria para un nuevo valor del
parametro de interés sin tener que volver a resolver de nuevo un sistema de ecuaciones, simplificando con-
siderablemente los requerimientos computacionales. La eficacia de cada MOR depende del comportamiento
de cada variable, debido a que algunos parametros produjeron MORs con menor error que otros.

El error de aproximacion del MOR se reduce al aumentar el orden de derivada calculado, lo cual implica
que las derivadas calculadas tienen una precision adecuada. Esto igualmente genera que el MOR aproxime
la catenaria del cable en una regiéon més amplia del pardmetro de interés.

Como trabajo futuro, se sugiere la integracion del método desarrollado al método de elementos finitos
hipercomplejo ZFEM [31] para el célculo de problemas no lineales que involucren la catenaria elastica de
cables. Por ejemplo el analisis de vibraciones debido a cargas moviles y viento. Igualmente la aplicacion del

método desarrollado para otros problemas que involucren la soluciéon de sistemas de ecuaciones no lineales.
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