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INTRODUCCION

El modelo central de la teoria de valoracién de opciones es el modelo Black-Scholes (1973), cuyas hipdtesis
configuran un escenario ideal, en el que es posible la negociacién continua, en mercados perfectos, en los
que el tipo de interés libre de riesgo es constante y el precio del activo subyacente se comporta como una
variable aleatoria que sigue un proceso estocastico conocido como Movimiento Browniano Geométrico. Sin
embargo, algunos estudios empiricos han demostrado que estas consideraciones no son realistas y no explican
un impacto significativo en los mercados financieros, tales como los cambios en la volatilidad. Existen modelos
mas sofisticados que incorporan la volatilidad como una variable aleatoria que se configura como un segundo
factor de riesgo; dentro de esta clase de modelos, que se conocen como modelos de volatilidad estocastica, la
obra mas representativa es el modelo Heston (1993).

El objetivo principal de este trabajo es hacer una descripciéon de las soluciones numéricas de este modelo
y proponer un esquema numérico alternativo en diferencias finitas explicito que sea positivo, monétono-
conservativo, estable, consistente y convergente, que permita resolver numéricamente el modelo de Heston a
bajo costo computacional y de facil implementacion.

Este trabajo esta organizado como sigue. En el capitulo 1 se presentan algunos preliminares del calculo
estocastico, como son el Movimiento Browniano, integrales estocasticas, y la formula de It6 entre otros. En
el capitulo 2 realiza la descripcion de los modelo de Black-Scholes, Heston y se realiza la deduccion de la
ecuacion en derivadas parciales que representa el precio de una opcién en ambos modelos.

El capitulo 3 corresponde al Método de Diferencias Finitas, aqui se explican las caracteristicas del método y
describen las formulas de aproximacién para primeras y segundas derivadas parciales que se usaran en el
capitulo 5. En el capitulo 4 se presentan analizan algunas de las soluciones numéricas bajo el esquema en

diferencias finitas que se han planteado para resolver el modelo de Heston.

En el capitulo 5 se construye una ecuacién en derivadas parciales equivalente a la del modelo de Heston
haciendo uso una transformacion especial que permite pasar de una ecuacién en derivadas parciales con
siete términos a una con cinco términos; posteriormente se soluciona la nueva ecuacién mediante el métodos
de diferencias finitas, se obtiene el esquema numérico que se usara para aproximar la solucién. Al esquema
obtenido se le realizan analisis de positividad y monotonicidad; del mismo modo se establece que el esquema
es consistente, estable y convergente. Finalmente en el capitulo 6 se presentan algunos resultados numéricos
experimentales para la valoraciéon de opciones Call Europeas sobre activos que no pagan dividendos para
diferentes fechas de expiracién, con valores positivos y negativos para la correlacién de los movimientos
Brownianos.
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1 PRELIMINARES DEL CALCULO ESTOCASTICO

En este capitulo se presentaran algunos conceptos fundamentales de la teoria del calculo estocastico, cuya
aplicacién ha sido util en areas importantes del conocimiento como la fisica, la demografia, la economia y
las finanzas entre otros. En el primer fragmento se presentaran algunas definiciones, teoremas y resultados
importantes del Movimiento Browniano teniendo en cuenta sus propiedades. Igualmente se definira la inte-
gral estocastica, la formula de It6 y se presentaran las ecuaciones diferenciales estocasticas y los teoremas de
existencia y unicidad de las soluciones; se incluye también la formula estocastica de Liouville y la formula de
variacion de las constantes aplicadas a las ecuaciones lineales escalares, en sentido estricto y auténomas.

También se hara una presentaciéon del esquema de aproximacién de Euler que es un método numérico usado
en la solucién numérica de ecuaciones diferenciales estocasticas, cuando estas no se pueden resolver explici-
tamente.

Posteriormente se hace una descripcion del teorema de Cameron-Martin-Girsanov y el teorema de Girsanov
los cuales son herramienta fundamental en la valuacién tedrica de muchos productos derivados, de la teoria
financiera, los modelos econémicos y su desarrollo. Finalmente se presenta la descomposicion de Cholesky
usada para simular sistemas con variables multiples correlacionadas.

1.1. Movimiento Browniano

El Movimiento Browniano es un movimiento aleatorio descubierto en 1827 por el botanico escocés Robert
Brown. Mientras se encontraba investigando sobre la suspension de particulas de polen en una solucién
acuosa, observé en el microscopio que las particulas de polen tenian un movimiento caético e incesante. En
un principio se pensé que este movimiento podia deberse al polen vivo, pero se observé que los granos de
polen que habian sido conservados durante siglos también se movian de la misma forma y que las motas
de polvo suspendidas en el aire tenian un comportamiento similar, se pueden ver mas detalles sobre esto en
B. Lavenda (2009). El trabajo de Brown atrajo mucho la atencién de otros cientificos Europeos, quienes lo
criticaron duramente, pues en él se proponia que el movimiento era autoanimado. Sugirieron en cambio todo
tipo de explicaciones fisicas como, por ejemplo, diferencias de temperatura en el agua iluminada, evaporacion,
corrientes de aire, flujo de calor, capilaridad, entre otras, para mas detalles se puede revisar A. Ermogenous
(2006). Debido a la observacién del comportamiento caético de algunas particulas microscépicas que se encon-
traban en un medio fluido Brown sacé la conclusién de que tal fenémeno es caracteristico de cualquier tipo
de suspensiones en el que las particulas suspendidas tengan dimensiones muy pequenias, en P. Hanggi y F
Marchesoni (2005) se pueden ver mas detalles del movimiento browniano.

El famoso fisico inglés Michael Faraday defendié las ideas de Brown, sefialando que este movimiento no se

podia explicar por ninguna de las causas propuestas. Tanto Faraday como Brown admitieron, sin embargo,
que no sabian cémo explicar este fenémeno, ver E. Braun (1986).



1 PRELIMINARES DEL CALCULO ESTOCASTICO
1.1.1. Movimiento Browniano Estandar Unidimensional

Un proceso estocastico B = (B, te [0, co]) se conoce como Movimiento Browniano estandar o Proceso de Wiener

Unidimensional si cumple las siguientes condiciones:
1. By = 0. El proceso comienza en cero
2. Para cada t > 0, B, tiene una distribucién normal N (0, t)

3. El proceso {Bt}t20 tiene incrementos estacionarios, es decir, B, — B; = By, — Bsyp paratoda s,t € Ty
paratodas s+ h,t+heT

4. El proceso{ B, }:>o tiene incrementos independientes, es decir, para cada eleccién de ¢; € T' con t; < t2 <
... <tp ymn >1,losincrementos By, — By,, ..., B;, — B, _, son variables aleatorias independientes.

5. Para 0 < s <t < oo, el incremento B; — B, sigue una distribucién normal N (0,¢ — s).

6. {B:},>, tiene trayectorias continuas, “sin saltos” y es en ningiin punto diferenciable.

Propiedades importantes del Movimiento Browniano Estandar
1. El Movimiento Browniano Estandar es un proceso Gaussiano.

2. Paratoda K € Z*,t > s se tiene que:

N —s k
@) B [(B, - B,)**] = 2t

b) E [(Bt — BS)%ﬂ} )
3. El Movimiento Browniano es 0.5-autosimilar, es decir, (Bry,, Bry,, ....Bre,) = (T'/?By,, T"/*By,, ... T"/*By,, )

i
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Figura 1.1.1: Movimientos Brownianos Estdndar en los cuales se resalta la forma similar a escala para cada
uno.

Cuando se habla de autosimilaridad se requiere decir que los patrones a escala de una trayectoria browniana
en alguin intervalo de tiempo grande o pequefio , conserva una forma similar, pero no son idénticos, ver figura
Para mas detalles consulte T.Mikosch (2000) .

1.2. Integrales Estocdsticas

.2 P . P t .. .
En esta seccion se definira la integral estocastica fo f(s)dBs con respecto al Movimiento Browniano. Como

se ha dicho anteriormente, una trayectoria Browniana es ningun punto diferenciable y la integral no puede
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ser definida en la forma habitual. Sin embargo, se puede definir la integral para una extensa clase se proce-
sos estocasticos usando la naturaleza estocastica del Movimiento Browniano. Esta integral fue definida por
Kiyoshi It6 en 1949, y se conoce como Integral Estocastica de It6. Para méas detalles ver X. Mao, (1997).

Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad con una filtracion {F;},..

Sea {Bt}t20 un Movimiento Browniano unidimensional definido sobre el espacio de probabilidad adaptado a
la filtracion.

Definicion 1. Para 0 < a < b < co. Se denota por M? ([a, b]; R) al espacio de todos los procesos [ =
{f(t)},<i<, medibles y F;—adaptados de valor real tales que || f |7 ;= E (fab 1)) dt) < 00

Definiciéon 2. Un proceso estocastico de valor real ¢ = {g(¢)},<,<, se llama proceso simple, si existe una
particién a = ¢ty < t; < ...ty = b en [a,b], y variables aleatorias acotadas &, 0 < ¢ < k — 1 tal que &; es
Fi, — medible y

k-1
9(t) = &oljtoe) (1) + Zﬁil[thtﬂl] (t) (1.2.1)
i=1

Se denota por M, ([a, b] ;R), a la familia de todos estos procesos, donde M ([a, b];R) C M? ([a, b]; R).

Definicion 3. (Integral de It6 parte I). Para un proceso simple g de la formal|l.2.1jen M, ([a, b]), se define la

integral de It6 como

=0

b k—1
/g(t)dBt = Z& (Btiu - Btl)

Definicion 4. (Media cero e Isometria de It para procesos simples) Sea g € M~? ([a, b] ; R)entonces se tiene
que

i B[ [ g()dB,] =0

i, 5|7 g(aB,| = B [ a(0) di]

Demostracién. i. Como §; € Fy, — medible y ademds By, , — By es independiente de F;,, £ { f: g(t)dBt} es igual

a
k—1

> E[& (B = Bu)] = X_E&] E (Bu, = Bu) =0

=0 i

E
—

Il
=)

ii. Nétese que B;,, — B;,es independiente de &;¢; (Bt”1 — By,) sii < j. De este modo
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b 2 k—1
g / 9(t)dBe - Z E [5753 (Btzu - Bti) (Btju - Btj)]
@ 0<i,j<k—1
k—1 ) k—1 ,
ZE {512 (Btm o Bti) } = ZE(&)2E (Btm - Bti)
1=0 i=0
k-1
= Y E(&) E(ti —t)
=0 ,
= B[ lg0)Pa

O

Lema 5. (Linealidad de la integral de It6). Sean g1, g2 € My ([a,b]) ;R y sean c1, cados niimeros reales entonces
c191 + c292 € My ([a,b]) ;R y

b

b
[91 (t)dBt + c2 / g2 (t)

a

/ab [c191(t) + c292(t)] dB: = 1 / dB,

a

Lema 6. Para cualquier f € M ’ ([a,b] ; R), existen una sucesion {g, }de procesos simples tales que
limE | |f(t)— gn(®))*dt =0
La segunda definicion de integral de Ito, que se presentara a continuacion hace referencia a una extension

de la integral de It6 de procesos simples g € M, ([a,b];R) a procesos mas generales g € M? ([a,b];R) y esta
basada en la aproximacion.

Definicion 7. (Integral de It6 parte II). Sea f € M? ([a,b]; R). La integral de It de f con respecto a { B, }esta
definida por

b b
/ f(®)dB, = lim / gn(t)dB, (1.2.2)

Donde {g,, }es una sucesion de procesos simples tales que

lim F

n—oo

b
/ 1£(8) = gn (D))" dt] =0

De la definicién el limite se mantiene independiente de la sucesién particular {g,}. Por ejemplo, si
{hn}es otra sucesion de procesos similares que converge a f en el sentido lim E [ f; |F(t) = ha(2)? dt} =0,
n—oo

entonces la sucesién {¢,}, donde @3, 1 = g, ¥ p2n = h,son también convergentes a f en el mismo sentido.
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Teorema 8. Sean f,g € M? ([a,b];R) y sean «, 3 dos niimeros reales, entonces
1. [ f(t)dB; es F; — medible
2. E [’ f(t)dB, =0

b 2 b 2
3. E|[, f(t)dB,| =E [|f(t)|"dt

4. [ [af(t) + Bg()] dB, = o [1 f(t) + B [ g(t)dB;
Teorema 9. Sea f € M? ([a,b];R) entonces E [f: f(t)dBt/]-"a— -0

b 2 -

E / f(0dB,| [F.| = E / £ dt) .

a a

b
[Erer /7] a

Lema 10. Si f € M?([a,b];R) y & es una variable aleatoria F, — medible de valor real, entonces {f €
M2 (la,b]3R) y [, €f(1)dBy = € [, f(t)dB.

Es claro que si f € M2 ([a,b];R) entonces £f € M? ([a,b];R) . Si f es un proceso simple entonces la igualdad
anterior es inmediata por la definicién de integral estocdstica. Para el caso general en la que f € M? ([a, b]; R)
se toma {g,, fcomo una sucesién de procesos simples que satisfacen nlin;o E { jab |EF(t) — Egn ()] dt} = 0. De igual
modo la igualdad se mantiene y la variable aleatoria £ actia como una constante.

Definicion 11. Sea f € M2 ([a,b];R) Se define I(t) = fg f(s)dBs para 0 <t < T, donde I(0) = fOO f(s)dBs =0.
I(t) se conoce con el nombre de integral indefinida de It6 sobre f.

1.3. La Formula de Itd

Cuando se intenta evaluar la integral estocastica, no es muy apropiado utilizar la definicién rigurosa. Esta
situacién es similar al caso de evaluar la integral ordinaria realizando las sumatorias de Riemann, en lugar
de utilizar la teoria fundamental del calculo y la regla de la cadena.

A diferencia del calculo ordinario, que comprende teoria de diferenciacién e integracion, este contexto sélo
posee teoria de integracién; sin embargo resulta posible establecer una versién de la regla de la cadena para
integrales de Ito, la cual se conoce como la Férmula de It6.

Sea {B;},-~, un Movimiento Browniano Unidimensional definido sobre un espacio de probabilidad (©, F, P)
adaptado a una filtracién {Fi}iso - £ (R4, R") denota la familia de todos los procesos f = {f(t)},~, que son
{F:}-adaptados medibles, de valores en R tales que fOT |f(t)] dt < oo para todo T > 0. B

10
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Definicion 12. Un proceso de Ité6 unidimensional es un proceso {x(t)},., adaptado continuo de la forma

x(t) :x(O)—i—/f(s)ds—i—/g(s)dBS,
0 0

donde f € L' (R,,R) y g € L*(R,,R) se dice que z(¢) tiene diferencial estocastica dz(t); t > 0 dada por
dx(t) = f(t)dt + g(t)dBs.

C?! (R* x R;;R) denota la familia de todas las funciones V(z,t) de valor real definidas sobre R" x R que son

al menos dos veces continuamente diferenciables en z y una vezen t. Si V € C*! (R® x R, ;R) se tomara

vV _ov.ov. oV,
Y 7 0my Omy Oz
*v *v
31% 0x10Ty

2
v _ PV _
axiV axj nxn

*v L *v
O0x,0x1 Ox2

Teorema 13. (Férmula de It6 unidimensional). Sea {x(t)},., un proceso de It6 con diferencial estocdstica
dz(t) = f(t)dt + g(t)dB; ,donde f € L' (R.,R)y g € L?(R,,R), se tomard V € C*! (R™ x R ;R). Entonces
V(z (t),t) define un nuevo proceso de It6 con diferencial estocdstica dada por

AV (2 (1), 1) = | Vilo(t),0) + Va(al0), 05(0) + V.. (2(0), 0)9°(1)| dit + Vala(t), Dg(1)d B,

La férmula de It6 puede extenderse a una version Multidimensional, pero antes se debe definir el Movimiento
Browniano Multidimensional.

El proceso estocastico B(t) = (Bi(t), Ba(t),---, Bu(t))" ,t > 0[0,T] se conoce como Movimiento Browniano
m-Dimensional y es definido sobre un espacio de probabilidad completo (2, 7, P) adaptado a la filtracion
{]: t}tZO'

En general £? ([a,b]);R" denota la familia de todos los procesos f = {f(t)},-,<, que son {F;}-adaptados
medibles, de valores en R" tales que ff IO dt < cc. o

Definicion 14. {x (1), Fi},c(o 7) s un proceso de Itd n-dimensional si X (t) = (X1 (), X2 (¢) X5(1),..., X» N’

t > 0 tiene como componentes procesos de It a valores reales, o sea si para todo 7" > t > 0, z (¢t) admite la

representacion . .
z (t) =$(0)+/0 F(s)ds+/0 G (s)dW (s),

donde z (0) es medible Fo , {Fi},cjo 7y ¥ {Gt},cp0,7) SON procesos progresivamente medibles de dimensiones n

y n X m respectivamente tales que

T T
/ |Fi|ds < o0 / Gf_’jds < 00.
0 0

11
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En tal caso se usa la notacion diferencial simbdélica

dz (t) = F(t)dt + G (t) dW (t)

Teorema 15. (Férmula de It6 n-dimensional). Sea x; un proceso de It6 n-dimensional con
dz = Fdt + GdW.

Si u e C*! (R"x [0, T))entonces u (x,t)es un proceso de It6 a valores reales y verifica

d(u(z,t)) Za £ dX; + = Z a (z,t) G;G,dt

= xt+za

t GG dt
8!17] .’II, )lz:; RASEN)

1,j=1

Se pueden ver detalles sobre estas definiciones y las demostraciones de los teoremas en A Carmona (2009) y
X. Mao (1997).

1.4. Ecuaciones Diferenciales Estocadsticas

Las Ecuaciones Diferenciales Estocasticas (E.D.E) tienen multiples aplicaciones en Matematicas, Fisica, De-
mografia y Finanzas. Estas tienen un tratamiento similar a las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias en el
momento de hallar soluciones explicitas.

En esta seccion se presentaran algunos conceptos béasicos, los teoremas de existencia y unicidad y los métodos
que serviran como herramientas para desarrollo del presente trabajo. Se puede consultar X. Mao (1997) para
una descripcion mas amplia. Un andlisis computacional de ecuaciones diferenciales estocasticas se puede ver
en E. Rafo-R Mejia (2006).

Sea (12,3, P) un espacio de probabilidad completo con una filtracion ;> 0.

Sea B (t) = (By (t),Ba(t),..., By (t))",t > 0 un Movimiento Browniano m-dimensional definido sobre este
espacio. Tome 0 <ty < T < co0. Sea xy una variable aleatoria de valores en R" 3, —medible tal que E |5c0|2 < 0.

Sea f:R? x [tg,T] = R"y g : R" x [tg, T| — R"*™ ambas Borel-medibles.
Considere la Ecuacién Diferencial Estocastica n-dimensional del tipo

de(t) = f(z(t), ) dt +g(x(t),)dB(t); to<t<T (1.4.1)

Con valor inicial z (ty) = zo. Teniendo en cuenta la definicién de diferencial estocastica, esta ecuacién es
equivalente a la ecuacion integral estocastica dada por:

z(t) =z0+ If(x(s),s)ds—&—/lg(x(s),s)dB(s); to<t<T (1.4.2)

to

12



1 PRELIMINARES DEL CALCULO ESTOCASTICO

Definicion 16. Un proceso estocdstico {x (t)}, -, con valores en R" se conoce como solucién de la ecuacién
[1.4.1]si tiene las siguientes propiedades:

1. {z (t)}es continua y 3; adaptada
2. {f(2(t),t} € L ([to, T;R") y {g (2 (1)), t} € L2 ([to, T]; R™™)
3. La ecuacién se cumple para todo ¢ € [ty, T], con probabilidad 1.

Una solucién {z (¢)}se dice es tnica si cualquier otra solucién {Z (¢)} es idéntica a {z (t)}, es decir:
Ple(t)=z(t)=1; telto,T]}

La solucién de la ecuacién puede denotarse por z (t; tg, zo). Ademaés de la ecuacién es claro que para
toda S € [to, T,

x(t):x(S')—i—/Sf(x(r),r)dr—&—/lg(m(r),r)dB(r); S<t<T

s
Pero esta ultima ecuacién es una Ecuacién Diferencial Estocastica sobre [S, T] con valor inicial z (S) =
x (S;to,x0), cuya solucién puede escribirse como z (¢; S,z (S;to,zo)). De este modo puede observarse que la
solucién de la ecuacién satisface la propiedad

x (tto, o) = x (t; S, 2 (S;to,w0)); to < S<t<T

A. Carmona (2009) presenta estas definiciones en detalle.

1.4.1. Existencia y Unicidad de las Soluciones
Teorema 17. Suponga que existen dos constantes positivas K y K tales que:
1. Condicién de Lipschitz: Para toda z,y € R" y t € [to, T
|f (@, 0) = f (g, Vg (2,t) = g (. 1) < K o —y/?
2. Condicién Lineal de Crecimiento: Para toda (z,t) € R™ x [tg, T
F @D Vg @) < K (14 o)

Entonces existe una solucién unica z () a la ecuacién(1.4.1len .# ([to,T];R™).

Teorema 1.4.1.2 Suponga que la condicién de Lipschitz local se cumple, pero la condicién de crecimiento
lineal se reemplaza por la siguiente Condicién Monétona : Existe una constante positiva K tal que para
toda (z,y) € R™ x [to, T

7 F (1) + 5 lg () < K (14 1o

Entonces existe una solucién tnica z (¢) a la ecuacién en . ([to,T];R").

La condicion local de Lipschitz garantiza que la solucién existe en [to, 7], donde 7o, = lim, o 7. Pero la
condicién mondétona en lugar de la condicién de crecimiento lineal, garantiza que 7., = T; es decir, que la
solucidén existe sobre el intervalo [tg, 7.
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1 PRELIMINARES DEL CALCULO ESTOCASTICO

Considere la E.D.E. dada por
de(t) = f(z(t),t)dt+g(z(t),t)dB(t); (1.4.3)

con valor inicial = (Ty) = x¢. Sin las suposiciones de existencia y unicidad se cumplen para cada subintervalo
finito [to,T] de [to, o0), entonces la ecuacion tiene una solucién unica x (t) sobre el intervalo completo

[to, >0). Esta solucién se llama Solucién Global.

Teorema 18. Suponga que para cada niimero real T > tg y para cada entero n > 1, existe una constante
positiva Kr, tal que para toda t € [tg,T]y toda =, y € R™ con |z| V |y| < n, se tiene

I (@,t) = F . )* Vg (2,8) — g (.8)]* < Kpn |z —yl°

Suponga ademds que para toda T > t, existe una constante K positiva tal que para toda (z, t) € R™ x [ty, T},

7TF (1) + 5o (o0 < K (14 J2)

2

Entonces existe una solucién tnica solucién global z (¢) de la ecuacion y la solucién pertenece a .# ([to, o] ; R™).

1.4.2. Ecuaciones Diferenciales Estocdsticas Lineales

En general, las Ecuaciones Diferenciales Estocasticas No Lineales no tienen solucién explicita y en la practica,
pueden utilizarse soluciones aproximadas. Sin embargo, es posible encontrar soluciones explicitas para las

ecuaciones lineales.

En esta seccién se obtendra la solucién explicita de la Ecuacién Diferencial Estocastica General n-dimensional
dx (t) = (F (t) z (t)) dt + Z (Gk () z (t) + gi (t)) dBy (t) (1.4.4)
k=1

sobre [tg,T], donde F (-), Gi (-) son funciones de valor matricial de orden n x n, f (-), gx (-) son funciones de
valores en R" y B (t) = (By (t), By (t),...,Bm (t))" es un movimiento Browniano m-dimensional.

La ecuacioén lineal se dice es homogénea si f (t) = g (t) = --- = 0; se dice que es lineal en el sentido estrecho si
G (t) = Gy (t) = --- =0y se dice que es auténoma si los coeficientes F, f, G, g, son todos independientes de
t.

También se asumira que F, f, Gy, gr son todos Borel-medibles y acotados sobre [t;, T]. De este modo, por el
Teorema de existencia y Unicidad, la ecuacion [1.4.11] tiene una unica solucién continua en .# ([to,T];R"™)
para cada valor inicial z (ty) = xo, el cual es S¢,-medible y pertenece a .Z (;R).

1.4.2.1 Férmula Estocdstica de Liouville Considere 1la Ecuacién Diferencial Estocéstica Lineal Homogénea

m

de(t)=F(t)a(t)dt+ > Cr(t)x(t)dBy (t); t€ [to,T] (1.4.5)
k=1

14



1 PRELIMINARES DEL CALCULO ESTOCASTICO
Segtin lo asumido F (t) = (F; (t)),,,,, Gr = (GJ; (1)), ,son todas Borel-medibles y acotadas. Para cada
T
j=1,2,3,...,n, tiene e; como un vector columna unitario en la direccién de z;, es decir, e; = <0, 0,...,1,0,..., O> .
———

Sea @; (t) = (21 (t), P2, (1) ,..., Py, (t))" 1a solucién de la ecuacién con valor inicial z (to) = e;. Defina
la matriz de dimensién n x n

D (t) = (P1(t), P2 (1), ..., Pn (1) = (Pij (1)),

® (t) se conoce como matriz fundamental de la ecuaciéon . Observe que @ (o) es la matriz identidad de

ordenn x ny

do (t) = t)dt + ZGk t) dBy (t) (1.4.6)

La ecuacién también puede expresarse de la siguiente forma:

Parai <1, j<n,

ddy; (t) = Zn: t)dt + Z Z Gk t)dBy, (t) (1.4.7)

k=1i=1

El siguiente teorema muestra que cualquier solucién de la ecuacién puede ser expresada en términos de
O (t) y esta es la razén por la cual ® (¢) se conoce como matriz fundamental.

Teorema 19. Dada la condicidn inicial x (tg) = xo, la tinica solucidn para la ecuacion estd dada por
x (t) = (t) i)

Definicion 20. Se denota por W (t) al determinante de la matriz fundamental, ® (¢); mas exactamente,
W (t) = det (@ (t)). W (t) se conoce como el determinante Wroskiano Estocéstico, donde W (¢y) = 1.

Teorema 21. (Férmula de Liouville Estocdstica). El determinante Wroskiano Estocdstico W (t) estd dado por

la expresion

t 1 m m t
W (t) = exp [/ (tr (F (s)) — 3 Ztr (G (s)) GE (8)) ds + Z/ tr (Gy (8)) dBg () (1.4.8)
to k=1 k=1%o
Lema 22. Sean a () y by, () funciones acotadas Borel-medibles de valor real sobre [ty, T, luego
t 1 mo
y () = yo exp / a(s) =5 > b (s) | ds+ Z/ bi, (s) dBy, (s) (1.4.9)
“to k=1 k=1""o
es la tinica solucion de la Ecuacién Diferencial Estocdstica Lineal Escalar
dy (t) = dt+2bk (t)dBy, (t);  telto, T) (1.4.10)

con valor inicial y (ty) = yo.
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1 PRELIMINARES DEL CALCULO ESTOCASTICO

La féormula de Liouville Estocéstica [1.4.8] implica directamente que W (¢) > 0; es decir, para toda te [to, T, la
cual a su vez implica que P (¢) es invertible como se establece en el siguiente teorema.

Teorema 23. Para toda te[ty,T|, la matriz fundamental ® (t) es invertible con probabilidad 1. La matriz
®~1(t) se llama la inversa de la matriz ® (t)

1.4.2.2 Formula de Variacion de las Constantes Considere de nuevo la Ecuacién Diferencial Estocéastica
Lineal General n-dimensional

dz (t) = (F (t) z (t) dt+z (Gr ()2 (t) + g (£))dBy, (t);  t € [to,T] (1.4.11)

con valor inicial z (ty) = zo.

La ecuacion

dz (t) = t)dt + Z (G (t) z (t) + gr (1)) dBg (t) (1.4.12)

se llama ecuacién homogénea correspondiente del primer sistema En esta seccién se establecera una
formula muy 1util, que se conoce como Férmula de Variacién de las Constantes, la cual representa la uni-
ca solucién para la ecuacion [1.4.11en términos de la matriz fundamental para la correspondiente ecuacion
homogénea|l.4.12

Teorema 24. La tinica solucion para la ecuacién |1.4.11|puede ser expresada como

m.o

9|ds+Y /t & (s) g1 (s) dBy (s)>

k=1

x(t)z@(t)<x0+/ttfb l Z

donde @ (t) es la matriz fundamental de la ecuacién homogénea correspondiente.

A continuacién se presentaran 3 tipos diferentes de Ecuaciones Diferenciales Estocasticas en las que la matriz
fundamental ® (¢) es de gran importancia para hallar la solucién explicita de cada ecuacién bajo la condicion

inicial z (t9) = x¢ sobre el intervalo [tg, T].

1.4.2.3 Ecuaciones lineales escalares Considere la Ecuacién Diferencial Estocastica Lineal Escalar Gene-
ral dada por

dz (t) = (a (t) = (t) )) dt + Z be (t) z (t) + bx (t)) dBy (1) ; (1.4.13)
sobre [to, T] con valor inicial x (tg) = zo. En este caso zge.Z (Q;R) es 3;,-medible,y a (t), a(t), by (t), by (t) son

funciones escalares acotadas Borel-medibles sobre [ty, T]. La ecuacién lineal homogénea correspondiente esta
dada por
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1 PRELIMINARES DEL CALCULO ESTOCASTICO

dz (t) = t)dt + Zbk t)dBy, (t) (1.4.14)

donde la solucién fundamental para esta ecuacion [1.4.14]esta dada por

@(t):exp[/ (a(s)—;Zbi(s)>d5+Z s) dB ()
to k=1

k=1"to

Ahora aplicando el teorema anterior, se obtiene la solucién explicita para la ecuacion (1.4.13|dada por

m

ds+> /t 1 () by (s) dBy (s))

to k=171

z (t) =% (t) <{E0 + / (b_l (S) [a (S) - Z bk (S) Z_)k (s)
k=1

1.4.2.4 Ecuaciones Lineales en el Sentido Estricto. Considere la Ecuaciéon Diferencial Estocdstica Lineal

n-dimensional

dz (t) = (F (t) z (t) dt+ng YdBy (t); t € [to,T) (1.4.15)

con valor inicial z (¢ty) = zo, donde F, f, g; son Borel-medibles y acotadas sobre [tg,T] y = (t9) = zo es
Sy, — medible y zg € .Z (€;R™).

La ecuacién lineal homogénea correspondiente es la ecuacion diferencial ordinaria

dz (t) = F (t)x (t) dt (1.4.16)

La solucién para la ecuacion [1.4.15|tiene la forma

z(t) = @ (t) <xo+/t 7 () f(5) d5+Z/ @7 (s) gr (s) dBy, (S))

k=1"1o
donde @ (¢) es la matriz fundamental para la ecuacién|1.4.16

En particular, cuando F (t) es independiente de ¢; es decir, F' (f) = F' es una matriz constante de dimensién
nxn, la matriz fundamental ® (t) tiene la forma simple @ (t) = e (*~%) y su matriz inversa ® ! (t) = e~ F(t=t0),
la ecuacién|1.4.15|tiene la solucion explicita

z (t) = "1 <lo+ / Flo=so) f (5) ds+z / F(s=so) ( <s>dBk<s>>

1.4.2.5 Ecuaciones Lineales Auténomas Considere la Ecuacién Diferencial Estocéstica Lineal n—dimensional

de (t) = (F (o (t) + f)dt + > (Gi (o (t) + gu (1) dBy (£);  t € [t0,T] (1.4.17)
k=1

con la condicién inicial x (tg) = xo, donde F, G, € R"*™ y f, g, € R™.

La ecuacién homogénea correspondiente es
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1 PRELIMINARES DEL CALCULO ESTOCASTICO

dz (t) = dt+Zka ) dBy () (1.4.18)

En general, la matriz fundamental @ (¢) no es dada en forma explicita. Sin embargo, si las matrices F, G1,Gs,...,Gn,
conmutan, es decir, si FGi, = G F, G;G; = G,;G), para toda k > 1, j < m, entonces la matriz fundamental
para la ecuacion [1.4.18|tiene la forma explicita

m

(F— ZG2> t—to) ZGk (Br (t) — Bg (to))]
k=1

de este modo la Ecuacion Lineal Auténoma (1.4.17|tiene solucién explicita

e () ) ([ em)

1.5. Método de Aproximacion de Euler

D (t) = exp

xz(t)=(t)

Muchas Ecuaciones Diferenciales Estocasticas no pueden resolverse explicitamente, por esto es conveniente
disponer de métodos numéricos que permitan la simulacién de soluciones. En esta seccién se presentara el
método de aproximacién de Euler.

El método de aproximaciéon de Euler para Ecuaciones Diferenciales Estocasticas es similar al método de
Euler para resolver Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, y esta basado en la discretizacién de dos integrales
y su respectiva aproximacién dada por la evaluacién del integrando en el punto inferior de cada subintervalo
[ti,ti+1] sobre [0,T].

Considere la Ecuacién Diferencial Estocastica

sobre [0, 7] con la condicién inicial X (0) = X, donde f y g son funciones escalares.

La ecuacién puede expresarse en forma integral como

t
X, = XO+/f ds+/ (X5)dBg; 0<t<T
0

Tome la subdivisién 7, del intervalo [0, 7] dada por 7,, : to < t1 < ... <tp_1 <t, =1T.

Luego, la solucion X, de la ecuacién diferencial sera aproximada en cada punto ¢; de la particién por

=X, + / f(X ds+/’ g(X,)dBs; i=1,2,....n (1.5.2)
La aproximacién de Euler se basa en la discretizacion de esta ultima ecuacién, por medio de las siguientes
aproximacioneS'
1. j; dS ~ f (Xti—l) Atz
2. j; $)dBg ~ g (Xy,_,) AB;,
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1 PRELIMINARES DEL CALCULO ESTOCASTICO

donde Atz =t; —t;i_1 y ABl = Bti — Bti—l‘

Si se denota por Xt(i") a la solucién aproximada de la ecuacién diferencial, la aproximacién de Euler para X,
esta dada por:

X = X0, (X0, At (XE0,) 2
con:=1,23,....n

El esquema general para el método de Euler esta dado por

XM = X

X = X+ f (x$) At g (X7) BBy
x™ = x4 (ng)) At+g (X;”)) AB,,
X = x e (x) st g (X)) AB,.

Para analizar la calidad de las soluciones aproximadas por el método de Euler, y teniendo en cuenta que X;
y Xt(") deberéan estar “acopladas” hasta el final del intervalo [0, T, se introduce el coeficiente de error e;, que
mide la diferencia entre la solucién de la ecuacién diferencial estocastica y la solucién aproximada, y esta
dado por e = F | X1 — Xr|. En E. Rafo y R. Mejia (2006) se muestran algunos resultados del método de Euler.
Una buena aproximacién de X; se llama solucién numérica fuerte. Para establecer la medida de la calidad de
las aproximaciones se introducirdn los siguientes conceptos importantes:

Definicién 1.5.1 Se dice que Xt(") es una solucién numérica fuerte de la Ecuacién Diferencial Estocastica
1.5.1]si e, — 0 cuando At — 0.

Definicion 1.5.2 Se dice que la solucién numérica Xt(") converge fuertemente a X; con orden r > 0 si existe
una constante ¢ > 0 tal que e, < cAt" para At lo suficientemente pequerio.

El orden de convergencia fuerte mide la tasa a la cual la media del error se acerca a cero cuando At — 0.

Otra medida de error no esta basada en la cercania de la solucion explicita y la soluciéon aproximada, sino en
la diferencia de los momentos de primer orden;

ew = |Ef (X7) — Ef (X;’L))

)

donde f es una funcién suave, generalmente polinémica.

Definicion 25. Se dice que Xt(") es una solucién numérica débil de la Ecuacién Diferencial Estocastica m
si e, — 0 cuando At — 0.

)

Definicién 26. Se dice que la solucién numérica Xt(" converge débilmente a X, con orden r > 0 si existe una

constante ¢ > 0 tal que e,, < c/At" para At lo suficientemente pequeiio.

El orden de convergencia débil mide la tasa a la cual el error de las medias se acerca a cero cuando At — 0.
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1.6. Teorema de Cameron-Martin-Girsanov

Sea {B}<,<r un movimiento Browniano Standar Unidimensional definido sobre un espacio de probabilidad
(% F AF} i P)-
Sea ¢ (t) € £L2([0,T] : R) Se define

T T
F @) =3 [lo@ldu+ [ 6@z,
0 0

Bj = B, — [y ¢ (w)du, dP* (w) = exp (£ (9)) dP ()

Si P*(Q2) = 1, entonces {B}},.,., es un Movimiento Browniano unidimensional definido sobre el espacio
de probabilidad (Q2, ', P*)con r(;s;—)ecto a la misma filtracién {7;}. Se pueden ver mas detalles en F. Martinez
(2008) y X. Mao (1997).

1.7. Teorema de Girsanov

Sea { B}, un movimiento Browniano Standar Unidimensional definido sobre un espacio de probabilidad
(QaF7 {‘F}t207p)

Sea S; un proceso de It6 unidimensional sobre [0, T/dado por

t t
Sy =S +/f(Su,u)du+/g(Su,u)dBu
0 0
donde f € £*([0,T];R)y g € £2([0,T];R). Sea ¢, € £L*([0,T];R). Considere B; y P*definidos como en el
teorema anterior. Si P* (Q2) = 1, entonces S; es también un proceso de It6 unidimensional sobre el espacio de
probabilidad (£, F, P*) con respecto al movimiento Browniano B;. Es decir S; es la solucién de la ecuaciéon
Diferencial Estocastica

sobre el espacio de probabilidad (2, F, P*).
Sif(x,t)y , son acotados, entonces, ¢(;) = —f (5, %) y en consecuencia, la ecuacién|1.7.1|se reduce a:
g(z,t) 9 (Si,t)

dS, = g (S, t)dBf, 0<t<T

Se pueden ver mas detalles en F. Martinez (2008) y X. Mao (1997).

1.8. Descomposicion de Cholesky.

Para modelar los movimientos Brownianos dB; (t) y dBs (t) con un factor de correlacién, p, se puede utilizar
el método de simulaciéon condicional Montecarlo, o utilizar la descomposicion de Cholesky para variables
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aleatorias normales independientes.

Considere dos variables aleatorias normales estandar e independientes Z; y Z; y dos procesos Brownianos
correlacionados B (t) y Bz (t), con factor de correlacién p, y con varianza o? y o3 respectivamente. De este
modo, el vector dB = (dB (t) , dB, (t))" sigue una distribucién normal bivariada, es decir:

Sea A una matriz definida positiva, (A una matriz real y simétrica, se dice que A es definida positiva si X7 AX
» 0 para cada X en R™ con X # 0. Si A es definida positiva entonces A es no singular, con lo cual existe una
matriz triangular inferior L cuyos elementos en la diagonal son todos positivos tales que A = LL” , donde L
es llamada Factor de Cholesky para A.

Asi, dB =~ N (0,%), donde X es la matriz de covarianzas dada por

Y= )
pPo102 g5

2
o7 pPO102 ‘|

siendo

Ci1 C12
C21 (22

De esta forma

cTo =

C11 C21 C11 Ci12
Ci2  C22 C21  C22
Obteniéndose el sistema de ecuaciones
. . 2 2
C11€C11 + C21C21 == C]1 + Coy
C11C12 + C21C22 = C11C12 + C21C22

C12€11 + C22C21 == C12€11 + C22C21

2 2
C12C12 + C22C22 = Ciy + Ch9

De esta forma C7C =%, CC” = Ysiendo C7 matriz triangular inferior, es decir, C” =

C11 0
c12 €21
Haciendo la sustitucion progresiva y la sustitucion regresiva
2
o1 poroz | | e O €11 C12
) =

po1oy O cl2 €21 0 c22

Para verificar la igualdad entre las dos matrices anteriores se debe cumplir

2 _ 2 2/ o _ pPO102
01 = 1 o] =cC11, Ci2= PR
11

2 2 _ 2 2 _ 2 2 _ 2 2
Clg +Cog = 03, €9 =05 — Clg, C22 = 4/05 —Ciy

De esta forma
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[ o? 0 ]__ o1 0 2]
e o3 - || me [0 - ()
_-01 0
| poe o5(1—p?) ]
7-01 0
B | po2 o24/(1—p?) ]

hallando las ecuaciones y resolviendo

01 0 Zl - dBl
pO2 oo/ 1 — p? Zs | | dBsy
pero
10 7 dB,
P 24/1—p2 Z2 dB2
B, | 7
dBs pZy + Zan/1 — p?

obteniéndose asi

ledBl y le+Z2\/1— 2:dBQ

Se pueden revisar mas detalles en H. Mora.(2011)
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2 MODELO DE HESTON

El modelo de Heston es un modelo matematico usado en la valoracién de opciones, su caracteristica principal
es considerar la volatilidad como una variable aleatoria. En la primera parte de este capitulo se hard una
descripcion detallada del modelo de Black-Scholes, la cual se incluye la deduccién de la ecuacién en deriva-
das parciales, la formula de valoracion de opciéon Call Europeas y un concepto intuitivo de la valoracion de
riesgo neutral. Luego se realizara la descripcion formal del modelo de Heston , el cual consiste en un siste-
ma de Ecuaciones diferenciales acopladas, en la que los Movimientos Brownianos estan correlacionados, asi
mismo se presenta en forma detallada la deduccién de la ecuacién en derivadas parciales del modelo de Hes-
ton. Posteriormente se describe la solucién analitica del modelo,cuyas integrales impropias deben resolverse
numéricamente, estos detalles se pueden complementar en N. Moodley (2005).

2.1. Modelo de Black-Scholes

El modelo central de la teoria de la valoracién de opciones es el modelo de Black-Scholes (1973), en el que se
demuestra que sin realizar supuestos sobre la preferencia de los inversionista, se puede obtener una expresion
del valor de las opciones, que no dependen directamente del rendimiento esperado de la accién subyacente,
ni de la opcidn, sino que esto se consigue mediante el argumento de la cobertura dinamica perfecta en un
mercado libre de arbitraje.

Las hipétesis sobre las que se sustenta el modelo de Black-Scholes configuran un escenario ideal, en el que
es posible la negociacion continua, en unos mercados perfectos, en el que el tipo de interés libre de riesgo es
constante y el precio del activo subyacente que sigue un proceso estocastico que se conoce como Movimiento
Browniano Geométrico cuya dindmica para un intervalo infinitesimal del tiempo (dt) esta dada por la ecuacion
diferencial estocastica lineal homogénea :

dS = uSds + 0SdB; (2.1.1)

donde y, o > 0 son constantes y {B:},., es un Movimiento Browniano Estandar Unidimensional. Los su-
puestos que establecen este modelo son:

1. El precio de las acciones en cualquier momento del futuro sigue una distribucién lognormal, es decir:

In(S;) ~ N(In(So) + (4 — %UQ)T, 2T)

2. No hay costes de transaccién o impuestos.

3. Todos los activos financieros son perfectamente divisibles.

4. No hay dividendos sobre las acciones durante la vida de la opcion.
5. No hay oportunidades de arbitraje libres de riesgo.

6. La negociacion de valores financieros es continua.
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7. Los inversores pueden prestar o pedir prestado al mismo tipo de interés libre de riesgo.

8. El tipo de interés libre de riesgo a corto plazo, r, es constante y la misma para todas las maduraciones

(fechas de expiracion)

2.1.1. Opcién Call Europea

Definicion 27. Considere un mercado financiero con vector de precios S. Un reclamo contingente con fecha
de maduracién 7, es una variable estocdstica X € F£. Un reclamo contingente se llama un reclamo simple
si este es de la forma X = @ (S (¢)) . La funcién ® se llama funcién de contrato. La opcién call Europea es un

reclamo contingente simple, cuya funcién de contrato es dada por ®(z) = mdz {x — K, 0}.

El valor exacto de la opcién en el mercado dependera por supuesto, del tiempo ¢ y del precio S(t) de la accion
subyacente. El problema principal es determinar un precio “justo” del reclamo, para el cual se usara la nota-
cién estandar [[(¢; X) para el proceso del precio del reclamo X. En el caso de un reclamo simple algunas veces
se escribe [](¢; @) .

Considere el caso particular para una call Europea, en un tiempo 7" fijo.

1. Si S(t) > K, se puede tener un cierto beneficio ejerciendo la opcién para comprar una parte de la accién
subyacente. Esto costara K. Entonces inmediatamente se vende el activo sobre la accién cambiandolo
al precio S(T"), dando asi un beneficio neto de S(t) — K

2. Si S(t) < K la opcién no tendra valor alguno (no se ejerce la compra). Asi se observa que el precio
razonable [[(¢) para la opcién es dado por [[(¢) = max{S(T) — K, 0}. Exactamente de la misma forma
se observa que para un reclamo contingente X se tiene la relacién [[(T, X) = X, y en el caso particular
de un reclamo simple [[(7, X) = ®(S(T))

Sin embargo, para cualquier tiempo ¢ < T, es dificil saber cual es el precio correcto para un reclamo X .
El precio de una opcién, como el precio de cualquier otro activo, esta determinado por el mercado, y debe ser
mucho mas complejo debido a las preferencias de vendedores y compradores respecto al riesgo de un mercado,
y a las diferentes expectativas acerca de los precios futuros de la accién. La Figura muestra la grafica

de la rentabilidad de una opcién de compra Europea.

Opcion de compra (CALL)
a0 T T T

£ m @ ~ o
= = o =] =]
T T T T T

Flujo al Yencimiento
L
o
T

I 1 1
0 20 40 Jali] il 100 120 140 160
Precio del Activo

Figura 2.1.1: Rentabilidad de una opcién europea
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2 MODELO DE HESTON

Definicion 28. Una opcion Call Europea con precio de ejercicio K y tiempo de maduracién T sobre el activo
subyacente S, es un contrato definido por las siguientes clausulas:

1. El tenedor de la opcién tiene, durante el tiempo 7, el derecho a comprar una parte de la accién subya-

cente con precio de ejercicio K al suscriptor de la opcién.
2. El tenedor de la opcién no esta en ninguna forma obligado a comprar la accién subyacente.

3. El derecho de comprar la accién subyacente al precio K puede unicamente ser ejercido en el momento
preciso 7.

4. Quien vende la opcidon, esta obligado a vender la accién subyacente al precio K en el momento preciso
T. El precio de ejercicio K y el tiempo de maduraciéon 7' son determinados en el momento de la emisién
de la opcidn, que en este caso es habitualmente ¢t = 0.

Una opcién Put Europea es una opcién que da al tenedor el derecho a vender una parte del activo subyacente
a un precio de ejercicio predeterminado. Para una opcién call americana el derecho a comprar parte del activo
subyacente puede ser ejercido en cualquier tiempo antes del tiempo de maduracién dado. El factor comun de
todos estos contratos es que estdn completamente definidos en términos del activo subyacente S.

2.1.2. Valoracion de Riesgo Neutral

En un mundo de riesgo neutral todos los individuos son indiferentes al riesgo. Ellos no requieren ninguna
compensacion por el riesgo y el retorno esperado de todos los activos, es la tasa de interés libre de riesgo, de
este modo el valor de la opcién es el pago (pay off) esperado de un mundo de riesgo neutral descontado a la
tasa de interés libre de riesgo. La valoracion de riesgo neutral es un principio en el cual se establece que para
valorar opciones, es valido suponer que todos los individuos que participan en el mercado se encuentran en el
mundo de riesgo neutral.

2.1.3. Portafolio Libre de Riesgo

Un portafolio libre de riesgo esta compuesto por una posicién en la opcién y una posicion en el activo subya-
cente. En ausencia de oportunidades de arbitraje, al retorno el portafolio debera ser la tasa de interés libre de
riesgo, r. La razoén por la cual puede ser creado este portafolio es que tanto el precio del activo como el precio
de la opcién estan afectados por el mismo nivel de incertidumbre: movimientos del precio activo.

2.1.4. Deduccién de la Ecuacion Diferencial de Black-Scholes- Merton

Suponga que el precio de un activo esta dominado por la E.D.E dada en|2.1.1

Suponga ademas que el precio f/ de una opcién call o cualquier otro instrumento derivado sobre S; es una
funcion de S y t es decir, f = f (¢,5). Al aplicar la formula de It6 sobre f se obtiene:

_of of 10%f e
i = Grdt+ 5599+ 5552145
_ 0 o LOf age
= 8tdt+85(’u5dt+05d3)+28520 S2dt
of of [ 10*f 50 of
_ il B 2.1.2
(atdt+uSaS+28520S)dt—i—aSan ( )
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La discretizacién de las ecuaciones y estan dadas por:

AS = uSAt+ ocSAB (2.1.3)
_of of 10%f 5 o of
Af = (Shdt+ 5ouS + 5 o 5o SH) A+ SCoSAB 2.1.4)

donde AS y Af son los cambios en f y S en un intervalo de tiempo pequeno At respectivamente.
Se construye un portafolio libre de riesgo apropiado de tal modo que el tenedor de este portafolio tenga una

posicién corta en un derivado y una posicién larga en una cantidad % de partes del activo. De este modo, el
valor del portafolio esta dado por:

_ of
I=-f+555 (2.1.5)
Asi
A= —Af+ a5 (2.1.6)
- 85 . .
Reemplazando [2.1.3|y[2.1.4]en [2.1.6]se obtiene:
. of of 1I%f 5 o of of
All = (875 dt + 8SuS+ 59527 S*)At 8SUSAB+ aS(uSAt—i—aSAB)
_Of 1P 5
AH_—(E—&-i@U S At (2.1.7)

Como esta ecuacién no contiene el término AB, este portafolio debera ser libre de riesgo durante el tiempo
At con lo que se tiene
AII = rIIA¢t (2.1.8)

donde r es la tasa de interés libre de riesgo . De las ecuaciones[2.1.2] [2.1.3]y[2.1.4] se sigue que:

Of [ 1*f 9coin, of
(G + 5 7er DAL = (=] + SZOAL,
2
Of L ,g0 (1O 2o _ ¢ (2.1.9)

ot oS 2052
Esta ecuacién diferencial tiene muchas soluciones dependiendo de las condiciones de frontera:

1. Para una opcién call europea la condicién es f = méx(S — K,0) cuando ¢t =T
2. Para una opcién put europea la condicién es f = max(K — S,0) cuando ¢t =T

Una caracteristica importante de esta ecuacion es que no involucra ninguna variable que sea afectada por las
preferencias de riesgo de los inversionistas, ya que solo aparecen el precio presente del activo, el tiempo, la
volatilidad y la tasa de interés libre de riesgo, r.

Formulas de Valoracion de Opciones de Black-Scholes Las formulas de valoraciéon de opciones para el
precio en el tiempo cero de opcién call y put del tipo europeo sobre un activo que no paga dividendos, estan
dadas por:

fea = SoN(d1) — Ke " N(d)

fput = Ke_TTN(—dQ) — S()N(—dl)
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ln(%) +(r+ %UQ)T
oVT
dy =dy — oV T

dy =

N(z) es la funcién de distribucién de probabilidad acumulativa para una variable N ~ (0,1), Sy es el precio del
activo en el tiempo cero, K es el precio del ejercicio, o la volatilidad, 7" el tiempo de maduracién y r la tasa de
interés libre de riesgo. Se pueden complementar estar definiciones en E. Mordecki (2010) G. Arregui (2004).
Una solucién analitica de la ecuacion en derivadas parciales de Black-Scholes se puede revisar en M. Bohner
y Y. Zheng (2009), la cual fue implementada computacionalmente con condiciones de frontera consistentes en
M. Bohner, F. Marin y S. Rodriguez (2012).

2.2. Descripcion del Modelo de Heston

El modelo de Heston (1993) fue presentado oficialmente en el articulo "A closed-form solution for options with
stochastic volatility with aplications to bonds and currency options" y es uno de los modelos de volatilidad
estocastica mas usados actualmente, esto se debe a la poderosa combinacién de robustez y maniobrabilidad
que presenta; en R. Tamayo y H. Rodriguez (2010) se pueden ver mas detalles de otros modelos de volatilidad
estocastica. E1 modelo de Heston surgié inicialmente como una generalizacion del modelo de valoracion de
opciones de Black-Scholes, pero suponiendo que la volatilidad deja de ser constante y se convierte en un
proceso estocastico. Este modelo establece que los procesos que describen el precio S y la volatilidad v de una
accion estan regidos por el siguiente sistema de ecuaciones Diferenciales Estocasticas representadas por:

dS, = pSidt + \/urSyd By (t) (2.2.1)
4 (\/or) = —B/vedt + 3dBs (1)

Para calcular dv usando , se realiza la sustitucién Y; = (\/UT)2 al aplicar la formula de It6 para /v,

dY; = 2\/vyd (Vo) + % (2 (d\/v?)z)
= 2,/0; (—B/Urdt + §d By (t)) + 6%dt
= (6% — 28v;) dt + 20\/v;d B> (t)

=28 (;5; - ut) dt + 26\/v;dBs (t)

2
Haciendo £ =25, 6= g—ﬁ, o= 20.

dvy =k (0 — vy) dt + o+/vrdBs (t)

Luego, el sistema se transforma en:

dS = pSdt + /oSdB; (t) (2.2.2)
dvy = k(0 — vy)dt + o+/UydBa(t) (2.2.3)
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dBy (t)dBs (t) = pdt (2.2.4)

donde:

S; : es el precio del activo,

v; : es la volatilidad del activo

0 : es la volatilidad esperada en el largo plazo,

k : es la velocidad a la cual la volatilidad tiende hacia su media de largo plazo ¢
u : es el retorno esperado del activo,

o: es la volatilidad de vy

p: es la correlacion de los movimientos Brownianos,

dt : es un pequenio incremento en el tiempo,

Bj(t) : es un movimiento browniano estdndar unidimensional

Bs(t) : es un movimiento browniano estdndar unidimensional.

El modelo de volatilidad estocastica de Heston, establece tres caracteristicas importantes sobre la volatilidad
incorporando un factor de correlacién,p, entre los procesos Brownianos, que permiten una conexién entre los
procesos v; y S;..

El modelo de Heston supone que la volatilidad es un proceso estocastico que:
1. Tiene una tendencia hacia la volatilidad de largo plazo 6 a una velocidad «.
2. Tiene su propia volatilidad (constante) que se denota por o.

3. Tiene su parte aleatoria correlacionada (con correlacion p) con la parte aleatoria del proceso que describe
el precio del activo.

» Las figuras y muestran algunas simulaciones del sistema acoplado (2.2.2} [2.2.3|y[2.2.4) con
diferentes valores para p y o, estudios practicos han demostrado que los retornos logaritmicos de los

activos financieros son usualmente no gaussianos, ya que no tienen colas gordas y picos altos, es decir,
sesgo negativo y kurtosis mayor que tres.

Procesos de Volatilidad y precio de un activo Simulado.
T T T

Procesos de Volatilidad y precio de un activo Simulado
T T T T T T T

v(t) ¥ 8(1)
Y(t) ¥ (1)

) 01 02 03 04 0s 06 o7 [i2=) 09 1 o 01 02 03 04 s 0e 07 g8 09 1
Tiempo Tiempo

Figura 2.2.1:
Izquierda: Simulacién de los procesos con p = 0,1
Derecha: Simulacién de los procesos con p = 0,7
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Procesos de Volatilidad y precio de un activo Simulado. Procesos de Volatilidad y precio de un activo Simulado
T T T T T

V() y §(1)
V() y S()

I I I
o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 a 01 02 03 04 0s 06 07 08 09
Tiempo Tiempo

Figura 2.2.2:
Izquierda: Simulacién de los procesos con p = —0,1
Derecha: Simulacién de los procesos con p = —0,7

También se puede mostrar que los retornos de la accién y su volatilidad estan correlacionados negativamente,
en efecto no esta descrito en el modelo de Black-Scholes por lo que lo hace menos exacto. Por otro lado el
modelo de Heston , puede tener diferentes distribuciones, en este caso, p puede ser interpretado como la

correlacién entre los retornos logaritmicos y la volatilidad del activo:

e Si p > 0 entonces la volatilidad se incrementan cuando los retornos se incrementan, esto causa que la cola
de derecha de la distribucion se "agrande" y que la izquierda se "encoja" creando asi una distribucién con
cola a la derecha.

e Si p < 0 entonces la volatilidad se incrementa cuando los retornos disminuyen esto causa que la cola derecha
de la distribucién se "encoja" y que la derecha se "agrande" creando asi una distribucion con cola a la izquierda
, esto recoge el hecho de que los retornos del activo y su volatilidad estan correlacionadas negativamente.

2.3. Deduccioén de la Ecuacién en Derivadas Parciales de Heston

Suponga que el precio de un activo esta dominado por la E.D.E dada por|2.1.1

La ecuacion en derivadas parciales asociada al modelo de Heston supone ademas que el precio f de una opcién
call o cualquier otro instrumento derivado sobre S; es una funcién de S y t es decir, f = f(¢,.5). Al aplicar la
formula de It6 sobre f se obtiene:

af af 10%f
df = Srdt+ SedS + 5 5 (dS)?
_of . 9f LOS o
= gpdt + 5g(uSdt +0SdB) + 5oz 0” 5 dt
of 3f 77]‘; 202 af
= (Grdt+nSgg+ 550 S ) + 055548 ®3.D
OF  9F  OF . 1[0°F ., O°F 0°F
W= Gt Gy st g gur () g ()" 2 5 (@)as)
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Reemplazando y se llega a:

aF = %fdt + I8 (16 — v)dt + 0v/udB(0)] + T (1St -+ VOSAB (1)
v

[a; {k(0 — v)dt + o\/udBs(t)} } +3 [852 {nSdt + ﬁgdBl(t)ﬂ

+[62 {k(0 — v)dt + o/vdBs(t) }{uSdtJrdeBl()}]

ovdS
oF OF OF 1 %0 O*F 1 5 O?F 0?F

T VoSdBy(t) + aﬁg—fd&(t)

Discretizando [2.2.2] 2.2.3]y[2.3.2] :

AS = uSAt + VoSAB; (t)

Av = k(0 — v)At + o/ AL Bs(t)

oF oF oF 1 82 1 0’F 0’F
ot

VIS 9L ABL(1) + ov/T o ABs(1)

AF

ov as 27 "o 052

donde los AS y Av son los cambios en S, y, v en un intervalo At.

Se construye un portafolio, de tal modo que el valor del portafolio esta dado por

oF oF
11 —F + %S + %’U
donde el cambio oF oF
All = —AF + —A —Av
+ 39 S+ 50
Usando las discretizaciones obtenidas en[2.3.3] [2.3.4]y [2.3.5| se obtiene:
OF oF 1 O’F 1 0*F 0*F
Al = - 2, Y1 2
{at—&-{k( )} +uSaS+ 30 v 50 + - 58524—01)5/)658
oF
_ﬁS%ABl( ) — U\f ABQ( )
OF oF
_ OF 1 , 0°F 1 282 0*F

+{k(0 —v)} +uS—=+-o t3 vS +UUSp856‘v At

(2.3.2)

(2.3.3)

(2.3.4)

(2.3.5)

(2.3.6)

(2.3.7)

(2.3.8)

Se debe tener en cuenta que esta ecuacién no contiene termino AB;, por esto este portafolio debera ser libre

de riesgo , asi
ATl = rIIAt
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remplazando|2.3.6] en la ecuacién se obtiene:

oF OF OF 1 ., 0*°F 1 O*F
—rF el - T 52,7 .92 7
r +rSaS +rv %0 5 20 v 50 2US 552 ovSp

Organizando se llega a que la ecuacion asociada a al sistema descrito en y es:

1 _,0%F PF 1, 8F _OF  OF OF
Y el A P Y o Al 2.3.1
21)5 8S2+pavsasav+2ovav —|—7‘Sas—|—rvav o =" (2.3.10)

Para complementar la deduccién de2.3.10|se puede ver F. Marin, M. Bastidas (2012).

Retomando el sistema del modelo de Heston obtenido en y y usando el teorema Cameron-Martin-
Girsanov, defina:

_k—-r
9 = 7 (2.3.11)
k(0 —v) .
Ay = R (2.3.12)
7

De esta forma, usando|2.3.11|y[2.3.12[se obtiene:
Vod=pu—r y ovuA=X=Mv (2.3.13)
Supéngase, sin perdida de generalidad que A, = k+\/v para alguna k constante. De esta forma se obtiene

Ao/ = kow
= )\t

=M, con \=ko

Y asi
O'\/’EA: >\t = \v

Por el teorema de Cameron-Martin-Girsanov y de Girsanov, definase:

u
s
it
—
~
~—
I

dB () + Vdt
dBs (t) = dBs (t) + Aydt (2.3.14)

Despejando dB; (t)y dBs (t) de[2.3.14]y luego reemplazando en y se obtiene:

dS = rSdt + /vSdB; (t)

dv = [kf — kv — ] dt + o+/vdB (t)
=(k+A) [k’fA B U] dt + o\/vdB; (t)

= k* [0* — o] dt + ov/odBy (t)
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Donde k* =k+X y 0= % Bajo estos procedimientos el sistema del modelo de Heston se ha transfor-

mado en:

dS = rSdt + /vSdB; (t)
dv = k* [0* — v] dt + o/vd By (t) (2.3.15)

De esta forma, teniendo en cuenta|2.3.10[se llega a:

1 _,0°F OPF 1 2, O%F OF - OF OF
m+50 ai"f"l"S@"F{k‘[ —U]}i

o =rF (2.3.16)

2.4. Solucion Analitica del Modelo de Heston

La solucién cerrada para una opcion call Europea sobre un activo que no paga dividendos esta dada por

C(S> ‘/Y,t,T) =SSP — [(e_T(T_t)P2

donde

1 1 00 —ipln(k) £ T
Pj(x,V;,T,K):7+f/ Re(€ L@ VeTio) oo (2.4.1)
2 IIJ, 1P

. a ) 1 — gedr
C’(T—t,gp):rupr—&—; [(bj—pagm—i—d)r—%n[ - ”,

b; — poyi+d 1—edr
D(T—t7g0):|:<j o2 )(l—ged’” )

by —popi+d
_bj—pacpi—d

d= \/(pwi — bj) — 0?(2u i — ©?)

paraj=1,2donde u; = L, uo = —1,a=k0,by =k + X — po,by =k + X,z = In(S)

La integral de la ecuacion [2.4.1| causa algunos problemas para la solucién debido a los limites de la integral,
la cual no puede ser evaluada en forma exacta, es por esto, que su solucién se puede aproximar por algunos de
los siguientes métodos: La transformada rapida de Fourier, propuesto por Carr & Madan (1998) siendo este
método uno de los mas recientes, el método de integracién numérica, dentro de los cuales se pueden destacar
el método de Simpson adaptativo y el método de Gauss Adaptativo. En N. Moodley (2005) se pueden revisar
algunas consideraciones importantes de la ecuacién presentada en[2.4.1]y los resultados obtenidos al resolver
esta integral usando Matlab.
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3 METODO DE DIFERENCIAS FINITAS

Muchos fenémenos fisicos, econémicos, etc se rigen por ecuaciones en derivadas parciales o sistemas de ecua-
ciones en derivadas parciales, las cuales van por lo general acompanadas de condiciones iniciales o de fronte-
ra. El método de diferencias finitas es uno de los métodos més universales y efectivo, usado para obtener una
solucién aproximada de ecuaciones en derivadas parciales. Mediante un proceso de discretizacién, el conjunto
infinito de ndmeros que representan la funcién o funciones incégnitas, es reemplazado por un nimero finito

de parametros incognita, y este proceso requiere alguna forma de aproximacion.

3.1. Derivadas de Funciones de Una Variable

El método de diferencias finitas es el mas usual para obtener expresiones equivalentes de los valores de las
derivadas de funciones, E. Schiavi y A. Mufioz (2006) describen el método en forma detallada; combinando
en forma adecuada desarrollos en serie de Taylor de las funciones. Para que la funciéon f(z) definida en un
intervalo [a, 7] pueda desarrollarse como una serie de Taylor es necesario que f(z) € C"*!, entonces el valor
de la funcién puede expresarse como

"(a)(x —a "(a)(x —a)? ") (x — a)? "(a)(x —a)™
0) = oy LT =) | [@l—a? | M0 | Sl

donde R,,(x) se conoce como resto de Lagrange y esta definido por
(o) (z —a)m
(n+1)! ’

Rn(x): CLSCSI

Luego

[ -0 fae-ab L fOae—ar - o)

f@) = (@) + f'(@) (@ — a) + L28 ; g - CEs]

Sear=ux; +h,a=ux;

f" () (i + h — a;)? n S () (@i + h — ;)

fQ@i+h) =f(x:) + f(@:) (@ + h — x) + 5 3 (3.1.1)
(n) . . _ \n (n+1) . h— 2. n+1
P (IZ>(x;;L hoz) ] (cl)(fﬂ)! )" a<a<a

1 h? " h? " h" (n) i (n+1)

flzi+h) = f(z;) +hf'(2:) + ?f (z) + ?f (74) + ... + Ff (i) + mf (c1) (3.1.2)
Obteniéndose entonces
/ h? " h? " h" n hrtt (n+1)

f(zi+h) = f(z;) =hf'(z:;) + -7 (zi) + 5/ (zi) + .o+ it (z:) + nt 1)!f (c1) (3.1.3)
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Ahoraconz =x; — h, a=z; sellegaa

(=h)"

! h2 " hs " n (*h)nJrl
Flai—h) = fli) = hf' (i) + 5p @) = 5 7 (@) + Tf( i) +

por lo tanto

h? h3 —h)" —p)n!
flai = h) = flai) = = hf' (@) + (@) = 5" @) + .+ ( n,) FO () + ((nJr)l)!f(““)(cQ) (3.1.5)
Restando a la ecuacién [3.1.2]1a ecuacién se obtiene
b3 B — (—h)" prtt
) = s = 1) =20 (a5) 4 7 G0) e O ) )
—h n+1
- ((n +) 1)! F (o)
Pt ) = Fla— h) =2f() + 25w + b T o0
+ et f("+1)(01) + ﬂf(nﬂ)c(@) (3.1.6)
(n+1)! (n+1)!

Aproximacion para la Primera Derivada
Para obtener la aproximacién de la primera derivada, se usa con n = 1; para obtener

2
Flar +h) — (o) = hf ) + )

f(z;) = flai h,z — ) gf”(q)

flzi+h) — f(zi)
h h
hacia adelante” o “Diferencias finitas progresivas”, con un error de truncamiento O(h) = -5 " (c1)

De manera similar, usando con n = 1; se obtiene

Il

Luego f'(x;) , Se conoce como aproximacion de la primera derivada con “Diferencias finitas

Fla = h) = Flz) = =)+ 2 )

() = [ (i) — i' (zi —h)

+ gf"(cz)

fzi) = flzi = h)
h

hacia atras” o “Diferencias finitas regresivas”, con un error de truncamiento O(h) = 3 1" (ca).

Haciendo n = 2 en[3.1.6] se obtiene

luego f/(x;) = , conocida como aproximacién de la primera derivada con “Diferencias finitas

3

P4 ) = flai— h) = 2 () + o (77 (ex) + ()]

/ o f(l'L + h) - f(l'L - h) h? " "
f(@:) = 57 =5 (e + f7(e)]
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o J@i+h)— f(z;—h)

Obteniéndose f/(z;) = 57 , se conoce como aproximacion de la primera derivada con “Dife-

rencias finitas centrales”, con un error de truncamiento O(h) = —%2 [f"(c1) + " (c2)]-

Aproximacion para la Segunda Derivada.

Para obtener una aproximacion de la segunda derivada se usara|3.1.6|con n = 3.

4
Flos 4 B)  Foe — ) = 2+ 027" ) + o [799e1) + £09 )]

f”(l‘i) _ f(-%'z + h) - Qf}gfz) + f(l'z - h) _ % [f(i’”)(q) + f(iv)(CZ)}

i +h)—2f(x; i—h o .
fl@ith) f]g )+ = ), que se conoce como aproximacién de la segunda derivada
h2

con “ Diferencias finitas centrales”, con un error de truncamiento O(h?) = - [F@) (1) + F0)(e2)].

Mas detalles del método de diferencias finitas se pueden revisar en B. Diiring y M. Fournié (2010); J. Zavaleta
y J. Mendoza (2007).

llegando a f/(x;) =

3.2. Derivadas de Funciones de Varias Variables.

El método de aproximacién por diferencias finitas puede ser extendido al caso de funciones de varias variables.
Para esto se usara el desarrollo en series de Taylor para la funcién f(z,y) como sigue:

Sea f(z,y)eC™*tD(C,R) y en el punto a = (a,, a,) un punto de C. Donde:

f(SC, y) _ ZZ_ (x - az)l(y - ay)] al+jf (a:m ay) + R7n+1

== ilj! “OxtOyI
De la expansién de las sumatorias se sigue que
F2.0) = Fa ) + P s — a0 + D sy - ) + 55 (00— 00

o () o= )l — ) + 5 E )0 = )7 + 55 s~ 0

5 e ay) o 00— ) + 3 a0, - )0 - )

5o b ) a) +ot oS ) 0

o ey (@)@ — 0" = a)

+ ot o i o 3;;;{71 (zy ay)(x — az)(y — ay)™ ' + %%(%ay)(y —ay)™ + Ryt (3.2.1)

con
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3 METODO DE DIFERENCIAS FINITAS
m—41

am+1 T — ay k y—a m+1—k
o = 3. gt (0s) 40 a0) =G e

Kl(m+1— k)
m+1

- ZO ((x —a)", (y — ay)mﬂfk)
k=0

se tiene

Para calcular f(x + h,y) y f(z — h,y) , teniendo en cuenta que los incrementos solo se estan realizando en la
primera componente, las derivadas con respecto a la segunda componente se suponen cero, de esta forma en

. % o™ (afL‘) Cly)(l‘ - au,) + RrrL+1
Sien(3.2.2|se hace v = z; + h, y =y, a, = x;, ay = y; se tiene

(3.2.2)
_ of 19°f )
f(@i 4+ hoyi) =f(@i,y:) + %(ﬂ% yi)(zi +h —x) + 25a2 (@i, yi)(x; +h — ;)
103f 103 m
3 31 93 (i yi) (@i +h —2)° + . + ﬁﬁ(%‘,yi)(zi +h —x;)
1 aerlf o , , il
luego
_ of o*f h2 o3 f
f(ml + h»yz) _f(mzayz) + h%(l'zvyz) + 7@( myz) + yﬂ(muyl)
L amf hm+l am+1f
ot e (@i ) + o T 1)1 G (zi + 0z; + Oh,y; + 0y;) (3.2.3)
de manera similar, si en se hacex =z; — h, y =y;, a; = x;, a, = y; para obtener
_ of h? 0% f(wi,y))  h*O°f
f(:U - hayz) *f(xz,yz) - h%( i 2) + 2 o2 g%(fzayz)
(_h)m amf o (_h)m+1 aerlf ' o . -
e e (@) m 1)1 Gt (zi + 0z — O, y; + Oy;) (3.2.4)
Para calcular f(x;,y; + k) y f(zi, v:

k), teniendo en cuenta que los incrementos solo se estdan realizando en
la segunda componente, las derivadas con respecto a la primera componente se suponen cero, obteniéndose

2@(%7%)(95 - aI)Q
193f

(3.2.5)

Mediante un procedimiento similar al realizado en z, se llega a los siguientes resultados
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3 METODO DE DIFERENCIAS FINITAS

- of k? 52f(17717 Z/z) k? 33f
flzi,yi + k) =f(2iy:) + ka—(xz,yl) + 2 0 Eaiyg(xuyi)
km 3mf km+1 8m+1f
ml Oy (@i, yi) + mw(% + 0x; — Oh, y; + Oy;) (3.2.6)
B of h? 0% f(xi,y;)  h*OPf
f(xi - h,yz) *f(xuyZ) - h%( uyz) + 9 92 g%(xu%)
(—h)m amf o (_h)erl am+1f - o - .
+ ..+ iy B e (zi,9:) + 7(771 — gy (z; + Ox; — Oh,y; + Oy;) 3.2.7)

Aproximacion para las Primeras Derivadas
Haciendo m = 1 en[3.2.3] el desarrollo en serie de Taylor de f (z) es:

0 h? 92
(it hoy) = f(ziy) + h% (w4, yi) + ?TJ; (zi + 0z + Oh,y; + 0y;)

8 ZT; +h7 i) — Tiy Yi h’

a*i(ﬂﬁi,yi):f( yf)L f (@i ) 587f(xi+9$i+9h,yi+0yi))
g o _f(xl"_hvyz)_ (xlvy)iﬁazf ) )
o (zi, i) = h 2 022 (zi + 0h,y;)

. . . . . i+ ) — [Ty
con 0 < 6 < 1. De esta forma se obtiene la aproximacién para la primera derivada f,(x;,y;) = f@ithyi) = @iy ),

conocida como “Diferencias finitas hacia adelante” o “Diferencias finitas progresivas”, con un error de trunca-
miento 0(h) = —2 f,.(2; + 0h, y;)
En forma equivalente usando

0 h? 92
f(xz-—h7yz-)=f(xi,y¢)—ha—£(xi,yz)+787£( —0h,y:)
0 iy Y1) — ifha % h82

. ) — —hoy, . . . . . .
luego se obtiene f,(x;,y;) = CIT) '}’i(gj‘ ’yl), conocida como aproximacion de la primera derivada con “Di-

ferencias finitas hacia atras” o “Diferencias finitas hacia regresivas”, con un error de truncamiento O(h) =

h
§fm($i — 6h,y;).

Considérese el desarrollo de Taylor de tercer orden para f(z; + h,y;) y f(z; — h,y;)

of h2 92 f K33 f

f(wi +h,yi) = f(xi,vi) + h%(l‘i,yi) + ?@( Vi) + oy ST 928 (x; + 01h,y;) (3.2.8)
of 2 0°f h? 0° f
f('r’b - hu yz> = f(l.zayl) - ha (xﬂy’b) + h a 2( Z>yl) - 3' 8 3( 92h yl) (32'9)
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3 METODO DE DIFERENCIAS FINITAS

Restando de la ecuacién la ecuacién para obtener

fl@i+hy) = fl2i — h,yi) = th%(%i, yi) + hj [ggf(% + 62h, yi) + 33{:( — b2h, yl)}
. o1 Pt hoy) — fwi—hy) B2 8 o°f
O (i) = - - |Gk oin) + S - oun)
%(xi,yi) _ [z + h,yi)Q_hf(l'i — h,y;) ]162 gS§(9 V) Oc [ — h, s + h]
Luego se obtiene %(mz, Yi) = f@ithyi) z—hf(fz —h.yi) , conocida como aproximacion de la primera derivada
con “Diferencias finitas centrales”, con un error de truncamiento 0(h) = —%2% 0,y:)

De manera similar se obtienen las aproximaciones para las primeras derivadas respecto de la segunda varia-
ble. En resumen, se pueden establecer las siguientes aproximaciones:

= Diferencias hacia adelante
Fulziy0) f(@i + h, yi) — (@i, y3)

fy(xi,yz')

1

h
, con un error de truncamiento 0(h) = —3 fox(xi + 0h,y;)

(xzvyz + k) f(%yz)

HZ

k
, con un error de truncamiento O(k) = —3 fyy(@s, i + 6k)

» Diferencias hacia atras

f(wi,yi) — f(wi — h,y;)

Saolxs, yi) = W , con un error de truncamiento O(h) = §fm(xi — 0h,y;).
i Yi) — iy ST T k . k
fy(@i,y;) = @i y:) ‘]];(x7 Yi ), con un error de truncamiento O(k) = §fyy(azi, y; — 0k)

= Diferencias primeras simétricas o centrales

xi +h,yi) — fl@i — h,y . h
fo(mi,ys) = flzithy )th(x Y ), con un error de truncamiento O(h?) = —Efmr(ﬁ, Yi)

Y+ k)= f(@iy —k . —k?
oy + )th(x Y ) error un de truncamiento O(k?) = Tfyy(xi,ﬁ)

I

Aproximacion para las Segundas Derivadas

Para aproximar las segundas derivadas parciales de f respecto a = e y en el punto (z;,y;) se usa(3.2.3] [3.2.4]
B2.6yB.27

Se obtienen las siguientes aproximaciones

D*f J (@i —hyyi) = 2f (i, u:) + f (2 + h,ys h o'f
@(Jﬁi,yi)z < bi) (EQy) = y)_ﬁﬂ(evyi)

De manera analoga

ﬁ(m )= f(@iyi — k) = 2f (@i, i) + fwiyi + k) K2 O'f
oy h? 1202

(i, 0)
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3 METODO DE DIFERENCIAS FINITAS

y
0? i h7i k) — z‘*h’i k) — 4 h,i*k i—hyi—k
97 (i, y5) = f@ithyi+k) = Sl yitk) = fleithy )+ fl= Y )con un error de trunca-
Oxdy h?
h3 ) 9 ]{?3
iento O | —,h*, h, k, k*, — |.
miento (k’ h, k, ’h)

Para mas detalles del método de diferencias finitas para funciones de varias variables revisar E. Schiavi y A.
Muiioz (2006).
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4 SOLUCIONES NUMERICAS DEL MODELO DE
HESTON

En este capitulo se presentaran algunas soluciones numéricas alternativas para el modelo de Heston asocia-
das al método de diferencias finitas en las cuales se incluye el esquema de diferencias finitas compacto de
orden superior y el método de direccion alternante (ADI).

4.1. Esquema en Diferencias Finitas Compacto de Orden Superior

Considere el modelo de Heston escrito de la forma:

dS (t) =S (t) dt + /o (t)S (t) dW D (t)
do (t) =r* (0" — o (t)) dt + v\/o (£)dWP (¢)

Asi mismo, la ecuacion en derivadas parciales de Heston toma la forma
1 2 1 2 * *
Vi + 55 oVss + ppoSVs, + v Voo +1rSVs + [K* (0" —0) = X (S,0,0)] Vo —rV =0

En B.Diiring and M.Fournie (2010) se propone la transformacion
S - 14
xln<K> t=T-—1t u:exp(rf)?

De este modo la ecuacién en derivadas parciales toma la forma

1 1
up — 50 (ua::r + 2pvug, + Uzuw) + (20 — r) Uy — k[0 —oclu, =0 4.1.1)

. . . o} . co .
Mediante la transformacién de variables y = — la ecuacién (4.1.1) se transforma en la ecuacién eliptica de
v

dos dimensiones

1 1 0 —
— S0 (e + 1) — Pyt + (2“9 - ) us = iy, = [ (2,) (4.1.2)

La discretizacion del esquema de orden superior permite obtener

0 — vy,

1 1
—5VY; (0% j + Gui ) — pvy;6.0yu; ;5 + <2Wj - 7") Oplij — K Oytij — Tijj = fi

donde 6, y 62 indican las aproximaciones de primer y segundo orden respecto a x, de manera similar §, y 65
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4 SOLUCIONES NUMERICAS DEL MODELO DE HESTON

indican las aproximaciones de primer y segundo orden respecto a y. El error de truncamiento asociado viene

dado por

1 1

Tij :ﬂvth (Uzzaz + Uyyyy) + Epvth (Ugyyy + Ugzzy)
1 1k(0—

+ 12 (2r —vy) htgae + EMhQ’uyyy +0 (h4)

Las derivadas de la ecuacion [4.1.2|respecto de = e y son respectivamente

2r + v 2k (vy — 0 2
Uggex = — Ugyy — 2purry - yumx + (’Ugy )Umy - Fyfz (4.1.3)
1 2k (8 — vy) + v? 20+ 2r —wv 1 2K

De forma similar derivando las ecuaciones y con respecto a x e y y sumando estas expresiones se
llega a
vy + 2r K (6 + vy) 4k (0 — vy) + v? pv+2r — vy

Ugyyy + Uzzzy = 2052 Ugs 2y Ugy 502y Ugyy Tumy (4.1.5)

1 1 2
Los detalles para obtener los coeficientes pueden revisarse en B. Diring, M. Fournié, and A. Jiingel (2009).
Posteriormente se estudia la convergencia del nuevo esquema. Y por la caracteristica lineal del problema, se
considera la consistencia y la estabilidad del mismo.

4.2. Esquema Explicito de Diferencias Finitas

L. Sensen (2008) plantea el esquema de diferencias finitas explicito para hallar la solucién de la ecuacion
en derivadas parciales de Heston, limitando el 4rea computacional al rectangulo [0, S] x [0, V]. La discreti-
zacion contiene I + 1 nodo en direccién S y J + 1 nodo en direccion v. Se utiliza la diferencia central para
la diferenciacion de primer orden. Asi que todas las derivadas parciales podrian describirse de la siguiente
manera

Uit1,j — Ui—1,5

( U)z,] o Wi+l — Uj -1

2Av
o Witlj — 2+ Ui
(Uss)i,] ~ (AS)Q
~ WUj, 541 — 2’[14'7]' + Uj,5—1
(uvv)i,] ~ (A’U)2
Wi 41 T U1 -1 — Ui—1 41— Wig1,5—1
(tts0)y 5 = 4AsAv
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4 SOLUCIONES NUMERICAS DEL MODELO DE HESTON

De esta forma se puede reconstruye el problema del precio actual con una transformacién lineal mediante
la introduccién de la condicién inicial y la condiciéon de frontera, es decir U’(t) = GU(t) + R donde G es
la transformaciéon matricial y R es residuo del vector. Haciendo sustituciones de diferencias finitas hacia
adelante en en la ecuacién diferencial de Heston se tiene:

vy -upt e, Uig1,; —2Ui 5+ Uiy Ui+ Ui —Uis
A | 2(Ls)? T Pos; ihsAv
Ui jir — 2Us; + Ui s Uiy — U1,
2, Yig+1 i, 1,7—1 Yitl,j i—1,7
o 2(Av)? s 2As
Uij+1 — Ui j—1
+k/’(7’] — U‘])W — T'Ui’j (42.1)
siendo
Ut = ALUT + C U + DU 5+ BRUR o+ FIGUT
B UL o1 = Uity = Ul jon + Ul 1) (4.2.2)
Donde
9 o2j At
Al o= =ity At +1—-rAt
? v

cr. =

2]

" itvj ri

i)

o’j  k(n—vy)
B = — At
bJ 2Av 2Av

a’j  k(n—wv))
[ AN
bsJ 2Av + 2Av )
no_ POY
By = 2

realizando las sustituciones de diferencias finitas hacia adelante la implementacion es sencilla siempre que
se tenga en cuenta las condiciones de contorno y los requerimientos del modelo como es la positividad, para
esto se hace necesario

Al + G+ DY+ B+ F <

para lo cual se toma

1 1
At < o o2v; = o Jo2v;
zvj—i—Av —+r zvj—i—T—i—r
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4 SOLUCIONES NUMERICAS DEL MODELO DE HESTON

esto es equivalente
At < !
—IPV+Jo2+r
con este resultado se muestra la capacidad del esquema explicito, utilizando la diferencia central de tal forma
que este presenta una solucién muy cercana a la exacta.

4.3. Esquema ADI

El esquema ADI es un esquema implicito en el que se necesita un gran numero de iteraciones en cada uno de
los pasos de tiempo, por lo tanto se reduce la eficiencia de la computacién. Es un buen método para aumentar
la eficiencia en problemas multidimensionales mientras que se abstengan de la restriccion de pasos de tiempo.
El esquema se basa en las diferencias finitas de la PDE Heston, al hacer algunas transformaciones se obtiene

n n—1
Yijg —%ij (15) 20, Lits — 2uij +Ui-1,j + posiu; SHnitl tUiz1-1 = Uiz1,541
At v 2(As)? B VWANCWANY

I e S L1 B sl e WNC S Rl

3
! 2(Awv)? 2N s
Ui j4+1 — Ujj—1
+h(n —vj) = — U

2Av

Al reescribir y organizar el esquema anterior queda
n—1 _ _n+1_n+1 n+1 n+1 n+1_ n+1 n+1 n+1 n+1
uig =aig g Gyt ey T g
n+1 n+1 n n n
+ 07T (W) =i e — U o T U ) (4.3.1)

donde:

25N\t
a ;=14 vA0+ 2= At
’ v
n (i2vj M)At
c. = —(— — —
tJ 2 2
i%v; 1
dn . = —(—L + At
5,7 ( 2 + 2)

o (9% k=)
0 2A\v 2A\v

a’j  k(n—vy)
- — A
Jils <2Av 2/v ) t

n o _ _P9Y
V=== O

Obteniendo el esquema 6 como el promedio ponderado del esquema totalmente implicito y explicito, con lo
cual se tiene
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4 SOLUCIONES NUMERICAS DEL MODELO DE HESTON

n n T n mn n n n n n
ai juiy + ctuit g+ di ity g e uy g+ fuitig
s n n n n
F07 (uiq jog — Uy 1 — U o1 T U 1)
_ n n n n n n mn n n n
= Afjuily + Clyuiy + Diuily j + Bfjui; o + Flyui ;o

n n n n n
+Bi,j(ui—1,j—1 = U 41— Uigr -1 T U11+1,j+1>

los coeficientes se modifican para reflejar la propiedad implicita de 6 y debido a la dificultad en el trato con
los términos mixtos derivados implicitamente, se establece b?jl =0.

La ecuacion del esquema 6 es
(1- A4, —0A)U™ ! =1+ Ag+ (1 —©)A; + (1 — ©) A U™ + O(AP)

siendo Ay el termino mixto derivado, A; la derivada direccional de s y A5 la derivada espacial en direccion de
vy ru esta dado en términos de A;, A,, para mas detalles ver L. Sensen (2008).

Bajo las consideraciones de Douglas-Rachford (1956) (método DR) en el que se ignora el error, se puede

escribir
(1—-0A))(1 -cA)U = (1+A40+(1-0)A)U" — (1 —0A;) 0 AU
(1-0A41)Y = [1+A+(1—-0)A; + AU
(1—-0A) U™ = Y —0AU

cuando se hace © = 0 resulta el esquema explicito mencionado antes. Al esquema anterior se le hacen modi-
ficaciones de acuerdo a las necesidades para obtener resultados mas estables y precisos, una estas modifica-
ciones es la propuesta por Craig y Sneyd (1988). La solucién de la ecuacién en derivadas parciales de Heston
por el método ADI con algunas variaciones se puede ver en L, Rasmussen (2011).

En R. Kjellin y G. Lovgren (2006) se puede ver la solucién de la ecuacién diferencial de Heston y algunos
resultados numéricos teniendo en cuenta varias posibilidades para realizar la discretizacién.
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5 SOLUCION NUMERICA ALTERNATIVA PARA EL
MODELO DE HESTON

Aqui se retomara la ecuacién diferencial planteada por Heston (1993) y se abordara su solucién haciendo
uso de una transformacion particular que permitira pasar de una ecuacién en derivadas parciales con siete
términos a una con cinco términos, simplificando de esta forma su solucién mediante el método de diferencias
finitas descrito en el capitulo 3. Para garantizar la efectividad del esquema, se hara un analisis numérico que
incluye la positividad, monotonicidad, consistencia, estabilidad y convergencia.

El esquema propuesto es de segundo orden en el espacio y de primer orden en el tiempo. Para testeart los
resultados de la estabilidad condicional en el sentido de Von Neuman, se desarrolla un analisis de Fourier del
problema que conduce a la convergencia del esquema.

5.1. Introduccién

Considere el sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas acoplado descrito en las ecuaciones [2.2.2]

yE224
dS; =pSidt + \/v,S dBq
dvy =k (6 — vy) dt + 0/v¢d By
dB1dBy = pdt
Recuerde que la ecuacién en derivadas parciales de Heston esta dada por

OF 1 _,0%F o?F 1 , 0°F oF OF
— 4+ uSr ——— + —ocv—— — — — — —rF = 1.1
oy +2vS 8S2+pavsasav—|—20 U oo? +r585+[k[9 v ()] = A(v,S,1)] 50 " 0 (5.1.1)

donde X (v, S, t) representa la prima de riesgo del mercado para la volatilidad.

5.2. Transformacion del Problema

Para facilitar la solucién de la ecuacion diferencial de Heston dada en[5.1.1}, de manera similar a lo expuesto
en F. Marin y M. Bastidas (2012), considere la transformacion

V=¢TVF: X =eT0g, T = % (T —1t) v=uv (5.2.1)

Asi
V=V(X,urT)
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Se tiene U = e "(T=YV | luego

Pero

por tanto

pero

asi

Ahora

1

OF ov
i —r(T—-t)Y " —r(T—t)
at ot ¢ g
oV oV oX oOVov OVaIr oV ov oV v
Zr _ 2 72 er(T=t) g (_ v Zrz
o " ox o Tava Torar ax¢ St g, Ot 55
L x VvV
N 0X 207
OF oV vdV
et —r(T—t) A vYyv —r(T—t)
o ¢ ( "Xax T 237>+7"V€
OF _ —rr—9V
oS oS
oV _ovVox _ oV .q-
0S 09X 0S 00X
8j _ r(T-t) Y oV 7(T t) 8F ov
oS ax ¢ 89S ~ 0xX
0*F 0
35 = 35
9 (5% ) 9 (5%) v, 9(5x) or
0X 08 v 0S8 or 0S8
0’V oxX 0%V o (T—1)
T ax2as  axz¢
8£ — —r(T t)yvv ov >PF _ e—r(T—t) 0 (86%) 67X — e—r(T—t) »rv T‘(T—t)
Ov ov  9S0v 0X 08 aXav"
O*F  9*V 0*F _e—T(T—t)827V
0Sov  9Xov’ o A2
oV wvwdV 1 0V 0V
—r(T—t) vv A —r(T—t) - Q2 r(T—t)
‘ ( Xox 32 aT) Frve Taus (e ax2> TS
1 0°V ov ov
—r(T—t) vv _ _ —r(T—-t)Y Y —
—|—20"U< 82)—&—7”58)(—&—[16(0 v (t)) — A(v,S,t)] 50 rF=0
oV w ov 0’V 0’V
A Y o—r(T-t)Y Y —r(T—t) 2 —27(T t) r(T—-t)Y ¥V —r(T—t)
rSaX 5¢ o +1rVe +2UX ( %2 )—l—pvae X@X@U

0’V
+20 U( —r(T-t)Y ¥V

)+T —r(T— t)Xav

ov? 0X
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Ademas
oV vV 1 _,0%V ?V. 1 , 0?V ov ov _
X o 5o rV + §UX 5X2 +pUUX8Xav +50 UW—FrXa—X—F[k‘(Q—U(t)) —AX,v,7)] e —rV =0
(5.2.2)

Organizando los términos en la ecuacion se obtiene la expresion

1 0*V vV 9?V 1, 0%V ov
ZuX? - X Zolu—0r 0—v)—AX = = 2.
2" axz T 2ar T axae 27 Vau k(6 —v) = A (X, v,7) ov 0 (5.2.3)

En Heston (1993) se supone que la prima de riesgo del mercado para la volatilidad es proporcional a la
volatilidad, es decir, existe una constante A > 0 tal que A (X, v, 7) = Av. Observe que

E(@—v)—A(X,v,7)=k(0 —v)— v

=k0 — kv — v

=kf—(k+Nv
k6

=k* (6" —v)

] k0 g
donde los parametros transformados resultan ser k* = k+ Ay 0* = TS de esta forma se llega a la ecuacion
en derivadas parciales

oV 0V PV LoV 2., OV
Cuyo dominio esta conformado por
vM

(vavT) € (Oa OO) X [’UmaUM] X [07 7T]

2

Y con la condicién inicial V(X,v,0) = F(X) >0, X >0, v > 0.

5.3. Construccion del Esquema Numérico

Como el dominio de la ecuacién no esté acotado, para la aproximacién numeérica es importante definir
un dominio acotado tal que sea posible calcular la solucién. E1 dominio numérico puede ser elegido de acuerdo
a diferentes criterios ver R. Kangro, R. Nicolaides (2000). Se define [0, b] como el dominio de la variable X,
donde b es elegido de tal manera que el intervalo incluya el precio de ejercicio y el precio inicial. Se denota
por [c,d] el dominio numérico de la variable v, donde ¢ y d se eligen de tal manera que el intervalo incluya la
minima y maxima varianza posible. De este modo, el dominio numérico puede ser representado por

(X, v0,7) €[0,8] x [e,d] x [0, %T}

Con los nodos

X; =ihq, 0<i< N v; = c+ jha; 0<j < Ny; ™ = nk; 0<n<N,
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Nyhi=b:  Noho=d—c;  Nik= “7MT

La aproximacién numérica para la solucion exacta V(z;,v;, 7") es denotado por V;"; y las aproximaciones para
las derivadas parciales estan dadas por:

yrtl _yn
%‘T/ (@i, 0,7") = =+ O (k) (5.3.1)

ov i — Vil
Uy T = — 3.2
50 (@i, v5,7") T + O (h2) (5.3.2)

>V V/.h Jj+1 + V;’il j—1 Vﬂl j+1 T Vvil j—1
i) '7 n = 2 2 Al d > h h . .

8X8u($ v ") Ahihy + O (h1h2) (5.3.3)

— AP (V)40 (hihs)

0?V i — 2V + VT
ov? (@i, 05, 7") = = hij 2240 (h3) (6.3.4)
2

= A (V)+0(h3))

*V n Vita; =2V + Vil
o) = BB Lo 659

A7 (V) +0 (h])

Tenga en cuenta que, debido al uso de las aproximaciones centradas de las derivadas en Xg =0, Xy = by

.. N, +1
vg = ¢, vn, = d aparecen los nodos ficticios externos X | = —hi, Xy, ,, = %, vy =c—hayun,41 =
N, +1
hy

3 1 n n n n n n n n 1
Las aproximaciones Vg'_i, Vi'y, 11, VA, —10 VA nos1e V00 VAN 41.00 VXN, VN, +1.n, Se obtienen al usar
extrapolacién lineal a lo largo de las aproximaciones mas cercanas obtenidas en los nodos interiores del
dominio numérico, por lo tanto

07}71 :2VOT,LO - VOT,L1
Vg,le—&-l :2V07?Nv - VOT,LNU—I
VI(/LE,—l :2V1</Lm,o - V](/lz,l
VJGI,NUH ZQV&,NU - VJGI,NUA
Vfi,o ZQV()% - foo
VI(fLm-',-l,O :2‘/]%,0 - Vﬁz—l,o

n _ n n
VZin, =2Von, —ViN,

n _ n n
VN, 118, =2VN, N, VN1,

y de5.3.2,[5.3.3],[5.3.4]y[5.3.5]se llega a

ANV = A0 NV =40,V =4, ;V =0, 0<n<N;,

Reemplazando las aproximaciones [5.3.1} [5.3.2] [5.3.4] [5.3.5|y [5.3.3] en la ecuacién [5.2.4] se obtiene:
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+1
Vi~V Vit m W Vi Vi TV = Vi — Vi
k ' h? 4hiho

=2V + 9 no o _yn
2 Vij-1 i1 ok i1~ Vig—1
2R (0 — ) JdtL Thi—l
to 02 R ) 2hs
1 n n n n n n n
v o thv — 2V + Vil + poih Viergr1 V% 0 = Vit i = Vil
k k 12 paiin 2hihs
=2V VR 1
2 i,j—1 Jtl * (0% . n n
k™ (0" — h Ve, —=V"
+o h2 h2(6+]h2) [ ( (C+J 2))] ( 7,7+1 ’L,jfl)
Teniendo en cuenta que Vi, 0 < i < N, se obtiene
Vi?_l Vil poi PO

k k = iz‘/i’,il - 22 Vn +Z 7,+1] + 2h ‘/7f+1>.7+1 + 2h V 1,j-1
POl poi
+ﬁvfiu+1 o, Vi1t hzvz"g 1 hz‘//fa

1 * * - n
hz Vz g1t B (et jha)) (k" (0" — (c+ jh2)1 Vi1
1 * * - n
“ha (et jha) (k" (0" — (c+ jh2))1 Vi1
Despejando Viz*l se llega a
n+1 pr'Z 2yn ]C,OO'Z n n
‘/Zj = 2h2v 1,5— 1+kZV 1,5 2h V ,]+1+k‘ *—27, _Zﬁ ‘/;7_]
b (T L 07— (e o))
h2 hz(C-l—jhz) CT Jh2 1]+1
2 1
k — [k (0" — h
+ <h2+h2(c—|—jh2)[ ( (C—|—_] 2))]) 4,j—1
_kpoi o, " kpoi
2y Vit - L+ ki z+1,j+% i+1,5+1

finalmente, resulta el esquema dado por

‘/Zl]+1 = bi‘/;;l,jfl + aiV[ll’j — biV{iLjH + d; V + ej‘/; 1 + C]V;J 1 —b; V+1 g1 + al‘/;il’j + bi‘/iil,]#l
(5.3.6)
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donde
a; =ki?®, b; = Z”T(;i, cj=k (Z; - Aj)
d; =1 —2a; — 2];22
e; =k (Z; + )\j)
Y :m 6" (67 — (c + jha))] (5.3.7)
k*6* k*

“ha(c+jha)  he

5.4. Andlisis del Esquema

Desde el punto de vista practico, se sabe que una opcién o cualquier otro instrumento derivado financiero que
dependa de un activo debe ser positivo en cualquier punto del tiempo. En esta seccion se estableceran las
condiciones para que cada punto de la malla asociado al esquema sea positivo. Este esquema incluye
un analisis de la positividad de los coeficientes, de las fronteras y de la recombinacién del interior de la
malla, ademas se hara un estudio de la consistencia y de la monotonicidad para garantizar la ausencia de
oscilaciones inadecuadas en la solucién numeérica.

Para testear la estabilidad, se presenta un analisis de Fourier que conducira a la convergencia del esquema.

5.4.1. Positividad de los Coeficientes

En esta seccién se encontraran las condiciones para hs y k, bajo las cuales los coeficientes a;, b;, c;, d; y ¢;
son positivos. Estas condiciones se determinan evaluando los valores de i y j en los extremos [0, N.] y [0, V,]
respectivamente sobre cada coeficiente. En adelante, suponga que p > 0;0<c<0* <d;h; >0y k > 0.

Positividad de q;

a; =ki?>0comok >0yVi, 0<i<N,, i%>0,setiene que a; > 0 de manera trivial.

Positividad de b,
kpot . . ..
b; = She > 0 como k, p, o, hoson todos no negativos, se obtiene b; > 0 de manera trivial.
2
Positividad de ¢;
0.2
c; =k (h2 - )\j) > 0, note que k > 0y hy > 0 entonces,
2
o2 1
> [k (0" (c+jh
2 o I e gn))
Caso1l:j=0
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o _k*[0* -]
> A
hg - C
teniendo en cuenta que 6* — ¢ > 0, entonces:
By < ST (5.4.1)
2= k[0 — o

Caso 2: j = N,
2
o, _ 1
h% - (C+th2) hg

Teniendo en cuenta que N, ho = d — ¢, y ha > 0 se obtiene

[k* (6" — (¢ + Nuh2))]

o? _ k(0" —d)
>t 7
ho — d
como 0* —d <0,
do?
hy > ————— 5.4.2
= k(0 — d) (5.42)
2
Finalmente se llega a una condicién trivial, ya que ho es positivo y el término m es negativo.
Positividad de d;
2
di=1-2a, -2 >0
h3
Caso1:i=0
ko?
1—2ag — 2175 >0
. ko? .
como ag = 0, se obtiene 1 > 2?, es decir
2 .
E< —= 5.4.3
Sy ( )
Caso 2:i= N,
k 2
12k (N,)? — 2505 >0
h2
. 2 o? S
Con lo cual se obtiene 1 > 2k {(Nm) - h%]y como N, = jle=
se tiene )
(5.4.4)

< 2 2
2 SMG.:L’ _ i
hy ho
Teniendo en cuenta las condiciones para k definidas en y se tendria

h3 1
—=; ke < 5 5
20 2 SIVIacc o i
hy ha
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Positividad de ¢;

2
ej =k (ZE + /\j> > 0, pero k > 0, luego

o? 1
— + ——— [k (0" — iha))] >0
Por lo tanto
o? 1
— E* (0" — ih
Caso1l:j=0
1 < kT (0" =0
ho — co?
yaquef* —c>0
2
co
— <
k* (0* —c) — ha
finalmente,
2
co
hg > ——— 4.
=k (c—6%) (5.4.5)
e co? . .
Lo cual es una condicién trivial, pues mes negativo y hy es un valor positivo.
c—
Caso 2: j = N,
o2 1
h% = (C+th2) [k (0 (C+ ’Uh2))]
Finalmente se obtiene
ha < L (5.4.6)
> =k (d—6%) -

En resumen, eliminando las condiciones triviales para hs y tomando hy < min {[5,4,1}5,4,6}}y & < min {5,4,3}|5,4,4]}

se establece el siguiente resultado.

Proposicion 29. Suponga que 0 < ¢ < 0* < d; hy > 0; ho > 0; k> 0y p > 0. Si 2¢d < 0* (¢ + d); entonces se

tiene

2

co

R GEr Ry e
| () - ()]

y en consecuencia los coeficientes a;, b;, c;, d; ¥y e; son no negativos para 0 <i < N,y 0<j < N,.
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5.4.2. Extrapolacién y Positividad de las Fronteras.

Usando las aproximaciones[5.3.3] [5.3.4] y [5.3.5 suponga que

AG(V) =0 parai={0,N;} yj={0,Nu}
AHV)=0  paraj={0,N,} y0<i<N,
AJ(V)=0  parai={0,N;} y0<j<N,

Asi se tienen las siguientes extrapolaciones

(Vi1 = Vi ge) = (Vi jor = Vi) =0 (5.4.7)

n n
_ Vit Vi

Vi o 5 (5.4.8)
v = Vitns * Wiy (5.4.9)
’ 2
De las ecuaciones El esquema numérico puede reescribirse de la forma
Vitlle =b; [( 1’11,]'+1 - ‘/;Til,j—o—l) - ( ﬁ-l,j—l - Vi—l-,j—lﬂ + kiz (‘/iril,j + 1'11,3' - 2Vzng) (5.4.10)
2
g n n n n n n
+ kh? (Va4 Vil = 2Vi5) + kg (Vi = Vi) + V1
de las extrapolaciones obtenidas en[5.4.7,[5.4.9]y [5.4.8] El esquema [5.4.10| queda reducido a
VI = kX (VT — Vi) + Vi, (5.4.11)
para
i={0, N;}; 0<j<N, y j={0, Ny};0<i<N, con 0<n<N; (5.4.12)
Considere la condicién de frontera V (X, v,0) = F (X) = max (X — k,0). Observe que
Vi = méx (ihy — K,0) =0, 0<i<N,y0<j<N, (5.4.13)

Asi, los valores especificos para cada frontera se establecen en la siguiente proposicion.

Proposicion 30. Considere las fronteras en el dominio numérico del esquema definidas por .
Entonces para 0 < j < N,,
Vot =0y Vi) = Siaw —k, para0 <n < N;

Demostracién. La prueba se hara por induccién para cada frontera.
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5 SOLUCION NUMERICA ALTERNATIVA PARA EL MODELO DE HESTON

Parte 1. Observe de|5.4.13|que V("' = 0 para n = 0, es decir, Vj'; = kX; (Vi); 1, — Vo0 y) + V), = 0.

Ahora suponga que Vi*; = 0; 0 < j < N, (Hipétesis inductiva).

Se tiene que V'[! = kA; (Vi1 — Viy_1) + Vi es facil ver por la hipétesis inductiva que V' = 0. En
particular, tome j = 0 asi,

Vol = kAo (Vi — Viroy) + Vi = 2kXo (V4 — Vi) + Vi’ = 0 Vn. Del mismo modo, para j = N,

Vo, = B, (Vi 41 = Vilv,—1) + Vv, = 2kAv, (Vi = Vi, —1) + Vily, = 0 ¥n

Parte 2. Observe deque Vit = Saae—K, paran = 0,esdecir, Vi = kX; (Vy_ 0 — VR0, )+VN =
Smaz — K.

Ahora suponga que Vg ; =0; 0 < j < N, (Hipétesis inductiva).

Se tiene que V¥ 1 = kX; (VR ;41 — VR ;1) + Vi ; es facil ver por la hipétesis inductiva que Vi*: = 0. En
particular, tome j = 0 asf,

Vs =kho (VR 2 =V 1)+ VR o =2kX (VE, 1 — V&, o) + V&, o = 0 Yn. Del mismo modo, para j = N,
VN, = BN, (VR voe1 = VR, v—1) + Vi v, = 26, (VR v, = Vi v—1) T VA, v, =00

De las partes 1 y 2 la proposiciéon queda demostrada. O

Corolario 31. Considere los puntos extremos del esquema Vot Vet VRS, Vit de la proposicién
B0\ puede concluirse que

V(f(;rl =Voo="= Voo,o =0; Vo’,’ﬁf =Von, == VO(TNU =0 (5.4.14)
Vit =V o=""=VN.0=SMaz — Vit = V& n = =Va. N, = SMar — k (5.4.15)
Suponiendo que:
S Vi1 SV S Vg Vi, Vi; =0
S Vijc1 £V S Vit Vi, Vi; >0 (5.4.16)

5.4.3. Positividad del Interior

Defina

n __ ‘rn ‘/‘TL n __ n ‘rn
%j — Vitl,y T Vg %1 — Vig+1 T Vi
AT n n AT _ T/ n
AF =V Vit %1 = Vig+1 = Vij-1
iAo 0 0 0 0 . 1/0 0 0 .
De la condicidén inicial observe que Vi >0y ademas, Vi1 2 Vi 2 Vil ;i Vi = Vi, =2 Vi)iqe Asi,

AY>0; A? >0, AY>0; AY >0
77 jl 7 jZ
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Es facil observar que ademas
%;L-i-l - %?—1 >0y %?4—1 AYS

>0
i1 =

Proposicion 32. Considere el esquema numérico 5.3.6| Si A.?H — A" >0,n=0,1,..,N, el esquema es
J J

positivopara 1 <i< N, —1y1<j<N,—1L

Demeostracion. El esquema numérico puede ser reescrito como

n+1l __ n n n n n n n n
Vi =b (Vi+1,j+1 -V o+ Viej - Vifl.,j+1) +a; (Viij + Vi+1,j) +e Vil +diViT e Vi

= (A0 = A0 ) o (a4 Vi) W + 6+ e

Observe que V;'; = b, (%Hl - %?_1> +ai (V2 +VE. ) + Ve +diVP +e;V0 . Como %?H - %?_1 >0
;V;?j > 0y los coeficientes a;, b;, ,c;, ,d;, ,e; son todos positivos, entonces V;lj >0,conl <i<N,—1y

1<j<N,—1.

Ahora suponga que V;"; > 0 (Hipétesis inductiva)

AN
IN

puesto que A}, ; — A} | > 0y los coeficientes a;, b;, ,c;, ,d;, ,e; son todos positivos Vi,j , 0 < N, ,
J J

OgjSNv.SeconcluyequeViT?rl >0,1<i<N,-1yl1<j<N,—1.

Dondei—1,4,i+1,i+2€J, y neLyl, J,L sonconjuntos de nimeros enteros no negativos. Bajo los

supuestos anteriores, para un payoff Vioj no negativo, la solucién numeérica V;”; es no negativa. O

5.4.4. Positividad de las Fronteras

Frontera 1 Observe que por la proposicién [30|las fronteras definidas en [5.4.12| son no negativas, es decir,
Vot 20y V') > 0para0<j < Nys0<n < N,

Dado que i =0y 0 < j < N,, usando5.4.11|se tiene V"' = kX; (Vi — V§_1) + V¢, = 0 por la proposicién
B2l

Frontera 1 Considere la frontera dada por VZLK,FS = kAN, (V& nys1 — VA, v,-1) + VA, v, - Usando las extra-
polaciones obtenidas en|5.4.7,|5.4.9|y [5.4.8} se sigue que V;"\' = 2kAy, (Vi — Vi'y, 1) + Vi'y.

K3

5 0 0 0 — el 0 ;
Noétese que V' > Opues V;y —Vi'y _; =0,esdecir V; y =V y , Vi

Ahora suponga que V"y, > 0,1 <i < N, — 1 (Hipétesis Inductiva).
T
Observe que 0 < k* (d — 0*) < 1yﬁ <l,asi0<Ek*(d—6*) <1.

dT dr
Por otro lado 0 < V" — V/"y _; < V" de este modo ﬁﬁk* (d - 0*)NA ¢ < V', . Pero N - 2k, luego

k* 1 T . ’
Qk’g (d—07) NA i = Viln,, pero AN, = gk* (d—0%). Finalmente V" +2kAn, (Viy, = Viy, 1) = Viy, 20

Setienei = N, y 1< j < N, —1.Porlotanto Vii*: = kX; (V¥ .,y — V& 1)+ V& ; =0porla proposicién
se verifica Vi, 2> 0.
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Considere la frontera dada por Vi’foﬂ = kXo (V/, = Vi"_1)+V/}, . Usando las extrapolaciones obtenidas en
y 5.4.8, se sigue que V("' = 2k (Vi — Vi) + Vi'y . Nétese que V%, > 0 pues V' — VP =0, es
decir V;!y =V’ , Vi.

Ahora suponga que Vin,>0,1<i< N, —1 (Hipétesis Inductiva).

T
Observequeogk*(d—e*)<1yﬁ<1,asiogk*(d—9*)<1.

dT dr
Por otro lado 0 < V;y — V" _; < V[ de este modo E]\Tk* (d—6%) NA 1;‘ < V'y,- Pero N 2k, luego
k* 1 T v T
2k— (d=0%) A I <Viy,, peroy, = ok*(d - 6). Finalmente Vily +2kAn, (Vitn, = Vi, 1) = Vi, 20

v

5.4.5. Monotonicidad del Interior

Para realizar el andlisis de la monotonicidad, se necesita conocer los coeficientes a;11,bi11,¢j4+1,dir1 Y €541,
en términos de su primer rezago

= Observe que el valor de )\, corresponde a

I T hy e+ G+ 1D ha)  ha
J (C+(]+1) hg) (C+jh2)
=X —0; (5.4.17)
donde se ha definido 1
5 — : : (5.4.18)
T (e (G + 1) he) (c+ jho)
= Ahora se estableceran los valores correspondientes de a; 1, bit1,¢j+1,dit1 Y €j41.
aip1 =k(i? +2i +1)
=a; + k’(Z’L + 1)
=a; + i (5.4.19)
donde v; = k(2i + 1)
byoy = POF PR
T oh, T 2k,
=b; + 0 (5.4.20)
o2
ko2
=cj+ ]{75] (5.4.21)
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2ko?
div1 =1 —2a;11 — he
2
=d; — 2
o2
ejr1 =k <h2 + )\j+1>
2
o
= kh—% + kA — ko,
=€; — kdj

(5.4.22)

(5.4.23)

Definicion 33. Considere el esquema W (V;}) =0,i € I, j € J,n € L;donde I, Jy L son conjuntos de enteros

no negativos. Se dice que el esquema es i — monotono conservativo si suponiendo que A’ > 0 entonces ocurre
K3

que A;L+1 > 0. Asi mismo, el esquema es j — monotono conservativo si A? > 0 entonces A"t > 0.
? J J

Proposicion 34. Considere el esquema numérico 1<i< N,—1;1<j < N,—1ylas fronteras definidas

enf5.4.12| Si A;L — A.?—1 >0y A;L — A?_l > 0 entonces, el esquema numérico |5.3.6|con sus fronteras|5.4.12|es
7 7 J J
i — monotono conservativo y j — monotono conservativo, con 0 < i < N; 0<j < N,,0<n < N,.
Demostracién. i-monotonicidad
VI =V = bVl aia VY = b Vil + Vi o dia Vi
e Vit jr = biraVita jo1 + aiaVila j + bia Vi 510
bV —1,5—1 aiV "l_bV —1,5+1 CJ‘/Z]—l_dL‘/ZZ
—e; Vi + bivﬁ-l,j—l — Vi — bVt 0
usando[5.4.19][5.4.20|y [5.4.22] se tiene:
n+1 n+1 n n n n n n n
Vi-&-+1j Vl}jJr = b ([( i+2,j+1 Vi+1,j+1) - (Vi,j+1 - Viflijrl)} - [( i+2,j—-1 7 i+1,j*1> - (V;yjfl o Viflyjfl)])
+0 [(Vike = Vitajo1) = (Vi = Vi—o) ]+ ai (Ve = Vi) + (Vi = ViZy)]
+9i (Ve = Vi) — (Vi = Vi) + 6 (Vi o0 = Vi) +di (Vi = Vi)
+e; (Vi jo1 — Vi)
“ol(8n - aa) - (s a) o (8ne - a0)[ e (87 87)
+ v Léj—%?] —‘erA 1+dA Z—i—e]A 1

Suponga que Vi, ; > Vi, ; > V],

> A AT

Se tiene A !
Ul = Tt g

n
Z ,L'él.j*l y como ,L-élj‘i’l 2

>Vr, >vnrh >V

SV ETY VR, >V >V >

AT

v AT > AN
i+13’1y it = Tl
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Se sigue que (291?“ B iAl;lJ'_l) B (z‘él?_l B iAI?_l) 20, %’UJ’Q B %5’ 20, 191? 2520 iﬁ? —4i=z0

. : n+1 n41
Finalmente como a;, b;, c;, d;, ejson no negativos,V;\ 7, — V.7 > 0

De este modo se concluye que el esquema es i — monotono conservativoparal <i < N,_1;1<j < N,_1;
0<n<N;

j-monotonicidad

n+1 n+1l __ n n n n n
Vi = Vi =bi Vit s+ aiViiy g — iV e + iV + eV

n n n n
F e Vi = biVidj + aiVidy ja +0iVid g

n n n " "
=0Vl —aiVity ; + 0V i — diViy — eV

n n n n
=6 Vi1 HbiVity o —aiVii ;= biVid i

usando [5.4.21] y [5.4.23| y con un procedimiento andlogo al anterior, puede probarse que el esquema [5.3.6| es
j — monotono conservativoparal <: < N,_1;1<j<N,_1;0<n <N, O

5.4.6. Monotonicidad de las Fronteras

Se probara que las fronteras definidas en [5.4.12|son j — monotono conservativas para : = 0 y para i = N, con
0 <j < N, ei— monotono conservativas para j =0y j = Nycon 1 < ¢ < N,_;. Es decir que
T = Vi 205 VI -V 20

7,7+1 1,
1 1
Gy~ Vi 2 0= VI - Vi 20
Frontera 1 Parai =0 con 0 < j < N,se tiene la frontera Vj',”! = kX, (Vg1 — Vi_1) + Vi;- Por lo tanto
Vortr = Vou ' = kA (Ve = Vi) + Vil — BN (Vi — Volo0) — Vi
Teniendo en cuenta|5.4.17|se tiene,

Vouits = Vot =k (N = 65) (Vila = Vi) + Vol — kA (Vola — Vol—1) — Vil
=k [(Vorizz = Vo) = (Voljan = Voli—1)] = k85 (Vlua = Vouy) + Vil — Vol

- B B B . 11 11
por la proposicion 5.4.2 jélg =0, %6’ =0y %8 =0y Vg41 — Vo = 0, en consecuencia,Vy'/ 1 — Vg™ > 0.
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5 SOLUCION NUMERICA ALTERNATIVA PARA EL MODELO DE HESTON

Para j = N, y 1 <i < N, — 1se tiene la frontera V' = kAn, (V"y, 11 — Vi"y,_1) + Vi"y, - Por lo tanto

(3 7

n+1 n+1 __ n n n n n n
VN1 = Vin, =kAn, (Vi 12 = Viln, ) + Vilvg 11 = BAv, (Vi 41 = Vil —1) = Vilw,
_ n n n n n n
=kAN, [(Vin, 2 = Viln,) = (Vi1 = Vilvg )] + Vil = Vi,

_ n n n n
=kA\n, [NUA—Hi - Jez:| +Vi'n, 41— Vi,

ez n n n n . n+1 n+1
por la proposicién 5.4.2 N,A+1i - ]ei >0y V', 41—V, 20, en consecuencia,V;"y ", — V" > 0.

Parai= N, con 0 < j < N, se tiene la frontera V™! = kX; (V& .,  — V& ;) + V&, ;. Porlo tanto
1 1 ,
VR = VR =R (VR e = VAL ) + VAL i — BN (VR s — VL o) — VAL
Teniendo en cuental|5.4.17|se tiene,

Vi = VR =R O = 65) (VR e = VRLG) + VR s — BN (VAL e — VAL —1) — VL
=kAn, [(VA, jo2 = VA, ) — (VR o1 — VA, 1) = kon, (VA oz = VAL ) + VR, g —

=kAN, LélNz - %Nz:| - kéijélNz +Vi'n,+1 = Viln,

fat ik n n n n . n+1 n+1
por la proposicién 5.4.2 Nﬁlm - %N; >0y V', 41—V, 20, en consecuencia,Vj' ", — V' > 0..

Para j = 0con1<i < N, — 1 se tiene la frontera Vi *( = kXo (V" — Vi) 4 V/%,. Por lo tanto

VZ-T{}U - Vi%+1 =kXo (Vﬁrl,l - ‘/;11,—1) + V0 — kAo (Vf}l h iTL—1> —Vio
=kAn, [(Viti, — Vit 1) — (anl - an—l)] + Vit — Vil
=kAn, [%?+1 - %?] +Viiio— Vi

por la proposicién 5.4.2 %?4—1 — %g’ >0y Vi 1 — Vi, >0, en consecuencia,V;" 1t} — Vi > 0.

n .
Ngz,j

Por lo tanto se concluye que el esquema completo es i — monotono conservativo y j — monotono conservativo

para0 < i< N;0<j<N,:0<n< N,

5.4.7. Consistencia del Esquema

La consistencia de un esquema numeérico con respecto a una ecuaciéon diferencial parcial significa que la

solucién mediante el esquema de diferencias finito aproxima la solucién exacta de la Ecuacién en derivadas

parciales, en otras palabras, el error de discretizaciéon tiende a anularse cuando disminuyen continuamente

los intervalos de discretizacién.
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5 SOLUCION NUMERICA ALTERNATIVA PARA EL MODELO DE HESTON

Teorema 35. Para cualquiera de los pardmetros fijos, el esquema (5.3.6| es consistente con la ecuacién en
derivadas parciales.

5.4.8. Estabilidad del Esquema

En esta parte se realiza un resumen de la teoria de estabilidad para métodos de diferencias finitas de pro-
blemas de valores iniciales. El anélisis de estabilidad determina el crecimiento o decrecimiento de los errores
numéricos que se cometen al resolver la ecuacién en diferencias. Aunque una ecuacion en diferencias tenga
tedricamente,solucion exacta, en la resolucién practica se cometen errores de redondeo. Si los errores se ate-
nuan a medida que se realizan los calculos, el esquema es estable; sin embargo, si no permanecen acotados, el
esquema es inestable. El objetivo de un analisis de estabilidad en un problema de diferencias finitas se basa
en encontrar las condiciones que los intervalos de discretizacion deben satisfacer para que el esquema sea
estable.

Para analizar la estabilidad del esquema en el sentido de Von Neuman, el esquema debe reescribirse en
la forma

Vi = A"exp (I [kim + kan])

Donde I es unidad imaginaria, A™ es la amplitud de el nivel del tiempo n, k; = — son los angulos de fase
con longitud de onda )\;. Ademas se tiene iAx =my jAv = n. '
n+1

Entonces ¢ =

luego el factor de amplificacion satisface

An
E=—4b [sin (kTAx) sin (EAU” + 2a cos (kTAa") +d+c [cos (EAU) — Isin (EAU”

+e [cos (FQA'U) — Isin (EA'U)]

Aaz,h’AH;ﬁO |74b [sin (k:TAx) sin (EAU)] + 2a cos (k‘TAa:) +d

+c [cos (EAU) — Isin (EAU)] +e [cos (EAU) — Isin (EAU” |
:|2a2 +dl +Cj +6j|

Es claro que los coeficientes del esquema numeérico [5.3.6| cumplen
2ai—|—di—|—cj+ej = 1,

con lo cual
€] = 12a; + di +¢j +e5| =1 (5.4.24)

Por lo tanto, el esquema|5.3.6|es condicionalmente estable.
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5 SOLUCION NUMERICA ALTERNATIVA PARA EL MODELO DE HESTON

5.4.9. Convergencia del Esquema

Teorema 36. Teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer.

El teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer, valido para ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
constantes, expresa que:

“Dado un problema de valores iniciales bien planteado y una aproximacion en diferencias finitas
que satisface la condicion de consistencia, la estabilidad es una condicién necesaria y suficiente
para la convergencia..”

Usando el teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer y la condiciéon [5.4.24] se puede concluir la convergencia
del esquema5.3.6
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6 RESULTADOS NUMERICOS EXPERIMENTALES

6.1. Valoracion de Opciones Call Europeas

En este capitulo se realizan algunos resultados numeéricos experimentales asociados a la valoracién de Op-
ciones Call Europeas. Se realizan dos grupos de experimentos tomando valores positivos y negativos para la
correlacién de los movimientos Brownianos para activos que no pagan dividendos usando el esquema numé-
rico [5.3.6] A continuacién se presentan las superficies de pago para diferentes incrementos en el vector de
precios y distintas fechas de expiracion.

Experimento 1 En las siguientes graficas se ilustran los resultados obtenidos con el método de diferencias
finitas explicito con diferentes incrementos en el vector de precios, esto es, hy = 10, hy = 5y hy = 1, valores
constantes para los parametros r, T, o pc,d, K, b, Sy.

Solucidén del esquema explicito

200 e

o
=
{

Precio de la Opcion
=
(]
!

180 gont !

- = DT 0.802
a0 5 =

Precio del Activo 45

0.50
0.406
ong 0-307

0 0.0 % Yolatilidad

Figura 6.1.1: Solucién del esquema explicito para (h; = 10). Pardmetros r = 0.05, T =1, 0 = 0.1, p = 0.5, ¢ =
0.01,d =1, K = 90, b = 270, Sy = 100
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Solucidén del esquema explicito

200 .-

: o 1
180 : ——
13 ieai 0oy 0703 05
_— 0406 050
00 0307
otog O
0 ool volatilidad

Precio del Activo 15

Figura 6.1.2: Solucion del esquema explicito para (h; = 5). Parametros r = 0.05, T =1, 0 = 0.1, p = 0.5, ¢ =
0.01,d =1, K =90, b =270, Sy = 100

Solucidén del esquema explicito

a Opc

o de

C

135

Precio del Activo

Yolatilidad

Figura 6.1.3: Solucion del esquema explicito para (h; = 1). Parametros » = 0.05, T =1, 0 = 0.1, p = 0.5, ¢ =
0.01,d =1, K =90, b =270, Sy = 100

Analisis de convergencia de Malla

En la siguiente grafica se muestra el comportamiento del precio de la opcién a medida que el incremento del
precio se hace cada vez mas pequeiio.
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Grafica de Convergencia de Malla
T T T T

[ [ ]
o Ao o
— [N [

Precio de la Opcion

[l
w0

289

8.8 I I | I I | | I |
20 18 16 14 12 10 g 5} 4 2 0

Incremento sobre el precio

Figura 6.1.4: Analisis de convergencia de Malla (h; = 20,10,5,2,1): » = 0.05, T =1, 0 = 0.1, p = 0.5, ¢ =
0.01,d =1, K =90, b =270, Sy = 100

Se puede observar que a medida que h; disminuye, el precio de la opcién converge , en este caso se aproxima
a 29,45990781215879

Ahora se muestran las graficas de las superficies de pago cambiando el tiempo de expiracién.

Solucidén del esquema explicito

200~

=
2 150 -

=]
=
{

Precio de la Opc
[hy]
[
!

270

180 0.50

135 5 0.802

” 0.70
5 0604

a0 0.50

0.406
0.307
nng 0208

Precio del Activo 0 0.01 volatilidad

. . .. 1
Figura 6.1.5: Solucién del esquema explicito para (h; = 10). Parametros r = 0.05, T' = 2 0= 0.1, p=10.5, c=
0.01,d =1, K = 90, b = 270, Sy = 100
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Solucidén del esquema explicito

200 .-
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S
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—— 1
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Precio del Activo 0.109 :
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1
Figura 6.1.6: Solucion del esquema explicito para (h; = 5). Parametros » = 0.05, T' = 5 0= 0.1, p=0.5, c=
0.01,d =1, K = 90, b = 270, Sy = 100

Solucidén del esquema explicito
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Figura 6.1.7: Solucién del esquema explicito Parametros(hy = 1): r
0.01,d=1,K =90, b =270, Sy = 100
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Analisis de convergencia de Malla

En la siguiente grafica se muestra el comportamiento del precio de la opcién a medida que el incremento del
precio se hace cada vez mas pequeno.
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Grafica de Convergencia de Malla
23.28 T T T T T T T T T
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Figura 6.1.8: Analisis de convergencia de Malla (h; = 20,10,5,2,1): » = 0.05, T = 3 0= 0.1, p = 0.5, ¢ =
0.01,d = 1, K = 90, b = 270, Sy = 100

Se puede observar que a medida que h; disminuye el precio de la opcion converge , en este caso se aproxima
a 23,25585655668357

Experimento 2 Las siguientes graficas se ilustran los resultados obtenidos con el método de diferencias
finitas explicito con diferentes incrementos en el vector de precios, esto es hy = 10, hy = 5y hy = 1, valores

constantes para los parametros r, T, o0 pc,d, K, b, Sp.

Solucidén del esquema explicito
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100~

Precio de la Opcion
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Figura 6.1.9: Solucién del esquema explicito para (h; = 10). Pardmetros r = 0.05,7 =
0.01,d =1, K =90, b =270, Sy = 100

,0=0.1,p=-0.5,c=

| =
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Solucidén del esquema explicito

Precio de la Opcion

30

Precio del Activo

Yolatilidad

1
Figura 6.1.10: Solucién del esquema explicito para (b = 5). Parametros r = 0.05, T = 77 0.1, p=—0.5,c=
0.01,d =1, K = 90, b = 270, Sy = 100

Solucidén del esquema explicito
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1
Figura 6.1.11: Solucién del esquema explicito para (h; = 1). Parametros r = 0.05, T = Vild 0.1,p=-0.5,c =
0.01,d =1, K =90, b =270, Sy = 100

Analisis de convergencia de Malla

En la siguiente grafica se muestra el comportamiento del precio de la opcién a medida que el incremento del
precio se hace cada vez mas pequeno.
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Grafica de Convergencia de Malla
19.34 T T T T T T T T T
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Figura 6.1.12: Analisis de convergencia de Malla (h; = 20,10,5,2,1): r = 0.05, T =1, 0 = 0.1, p = —0.5, ¢ =
0.01,d =1, K =90, b =270, Sy = 100

Se puede observar que a medida que h; disminuye el precio de la opcién converge , en este caso se aproxima
a 19,16264904717931
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CONCLUSIONES

El modelo de Heston (1993) es uno de los mas comunes dentro de los modelos de volatilidad estocastica, esto
se debe a la poderosa combinacién de robustez y maniobrabilidad que presenta. Teniéndose en cuenta los
supuestos del Modelo de Heston, es posible calcular analiticamente los precios de las opciones europeas que
permite ajustar los parametros de dicho modelo a datos del mercado.

En este trabajo se hizo una revisién adecuada de la literatura asociada a la solucién numérica del modelo de
Heston (1993) utilizando el método de diferencias finitas, la cual fue presentada en el capitulo 4.

En el presente trabajo se parte de la ecuacién en derivadas parciales planteada por Heston, la cual se le
transforma logrando pasar de ecuacion diferencial con siete términos a una con cinco términos.

La ecuacion obtenida se discretiza mediante el método de diferencias finitas y posteriormente se estudian las
condiciones necesarias para que los parametros sean positivos para que el sistema sea consistente, estable y
convergente.

El esquema numérico construido no permite oscilaciones inapropiadas para la solucién numérica porque es
monétono conservativo en la direccién de los precios y en la direccién de la volatilidad.

La implementacion computacional del esquema numérico es relativamente simple y con bajo costo compu-

tacional, la cual ofrece valores positivos para la opcién para cualquier paso del tiempo.

Se ilustran graficamente los resultados numéricos experimentales como superficies de pago para activos que
no pagan dividendos con diferentes fechas de expiracion y con correlaciones positivas y negativas para los
procesos Brownianos.

Un trabajo posterior permitira la concepciéon de un modelo hibrido de Heston con reversion a la media y su
posterior solucién numérica utilizando las técnicas descritas en este trabajo.
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