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Resumen

Las concentraciones de material particulado en el aire han aumentado durante los últimos
años, tal como muestra la evidencia científica. Sin embargo, tal como muestran los datos acá
recolectados y (Bonnett, et al. 2019), estas concentraciones han disminuido en los últimos meses
en el Valle de Aburrá, esto debido a las medidas sociales y políticas tomadas por el gobierno
local. Pero, a pesar de que la calidad del aire muestre una mejora, los estudios para entender
este fenómeno, no deberían parar. Es por esto que se presenta acá un modelo basado en la
teoría de sistemas dinámicos para entender mejor cómo las condiciones climáticas, tales como
viento, humedad y temperatura, afectan las concentraciones de PM10 y la calidad del aire.
Por último, la sección de análisis de sensibilidad muestra como cambios en estos parámetros
afectan las concentraciones de PM10.

Abstract

Scientific evidence shows that concentrations of particulate matter (PM) have been raising over
the past few years all over the globe. However, as shown by the data collected here and by
(Bonnett, et al 2019), these concentrations are actually decreasing in the Aburra Valley, due to
the correct implementation of both political and social measurements by the local government.
But, in-spite of air quality improving over the past few months, better understanding of this
problem should not be stopped. This is why here we present a dynamic system model to
understand how weather conditions affect air quality and PM10 concentrations. Among the
weather conditions considered here, one can find wind, humidity and temperature. Lastly, the
sesitivity analysis section shows the effects on PM10 concentrations due to changes on these
parameters.
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1. Introducción

El Valle de Aburrá es una subregión en
el centro-sur del departamento de Antioquia,
Colombia, en medio de la Cordillera Central
de los Andes. Forma parte de la cuenca na-
tural del río Medellín, el cual lo recorre de
sur a norte, recibiendo una serie de afluentes
a lo largo de su recorrido. El Valle tiene una
longitud aproximada de 60 kilómetros y una
amplitud variable. Está enmarcado por una
topografía irregular y pendiente, con alturas
que oscilan entre 1300 y 2800 msnm [1].

Figura 1: ubicación del Valle de Aburrá.
Tomado de [2]

Por su parte, el Área Metropolitana del
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Valle de Aburrá (AMVA) es una entidad ad-
ministrativa de derecho público que asocia a
los 10 municipios que conforman el Valle de
Aburrá: Medellín es la ciudad núcleo, alrede-
dor de la cual están con-urbados los munici-
pios de Barbosa, Girardota, Copacabana, Be-
llo, Itagüí, Sabaneta, Envigado, La Estrella y
Caldas; vinculados entre si por dinámicas e
inter-relaciones territoriales, ambientales, eco-
nómicas, sociales, demográficas, culturales y
tecnológicas que para la programación y coor-
dinación de su desarrollo sustentable, desarro-
llo humano, ordenamiento territorial y racio-
nal prestación de servicios públicos requieren
un ente coordinador. [3]

Además de las características políticas y
territoriales de la región, es importante tam-
bién entender la morfología del Valle de Abu-
rrá. Las características físicas del Valle de abu-
rra, ilustradas en la Figura 2, hacen de este un
lugar geográficamente propenso a los altos ni-
veles de contaminación.

Figura 2: Morfología del Valle de Aburrá.
Tomado de [2]

Por último, vale la pena mencionar a que
nos referimos cuando hablamos de PM10. Tal
como es definido por la resolución número 610
[4], el material particulado inferior a 10 micras
(PM10) "se refiere a todo material particulado
que tenga un diámetro aerodinámico menor o
igual a 10 micrómetros nominales."

2. Justificación del caso de
estudio

Es conocido por todos que la calidad del
aire ha disminuido en años recientes, causando
un aumento en las consultas por infecciones
respiratorias [5], pues con el aumento de la po-
blación, el aumento del parque automotor y
las características únicas del Valle de Aburrá,
se ha dado un aumento en los niveles emitidos
de material particulado inferior a 10 micras
(PM10). Con este aumento, viene un deterioro

en la calidad del aire que se respira en el Va-
lle de Aburrá y un aumento en enfermedades
respiratorias. 1

Dado que el PM10 es uno de los contami-
nantes con mayor presencia en el entorno, se
considera de vital importancia el estudio de su
comportamiento en el tiempo y la relación en-
tre su aumento y otras variables del entorno.
En esta problemática, vemos una oportunidad
para entender y proponer formas de solución,
basados en modelos matemáticos y teóricos.
Surge entonces la pregunta, ¿cómo modelar
las concentraciones de PM10 en el Valle de
Aburrá? Un primer acercamiento teórico lo
explica Cristian Palacios [7], técnico del Siste-
ma de Alerta Temprana de Medellín y el Valle
de Aburrá (SIATA):

Este fenómeno de contaminación se pre-
senta en dos épocas del año. La primera época
es entre los meses de febrero y abril. La se-
gunda es en el mes de octubre. Estas coinciden
con el cambio de temporada seca a temporada
de lluvias, lo que genera baja nubosidad. Es-
to causa mayor estabilidad atmosférica, hecho
que genera más contaminación y menor movi-
miento vertical de la atmósfera, debido a me-
nor temperatura del ambiente. Debido a este
último fenómeno, el aire, junto con las partí-
culas contaminantes, no puede ascender y ser
arrastrado por las corrientes de vientos, co-
mo normalmente sucede, generando así, que
se acumule sobre el Valle de Aburrá, en espe-
cial entre las horas de la mañana y la noche.

En las siguientes secciones presentaremos
el modelo matemático para esta problemáti-
ca.

3. Metodología

3.1. Descripción del sistema

Entender las relaciones entre los niveles de
contaminación y las condiciones meteorológi-
cas como un sistema es bastante complejo. Sin
embargo, tal como expresa Chunyi Li, et al, se
presenta acá una forma de entender cómo la
temperatura, la velocidad del viento y la hu-
medad tienen un efecto en las concentraciones
de PM10 en el aire.

3.1.1. Temperatura vs concentraciones

Primero, se presenta la relación de la tem-
peratura con el aumento o la disminución en

1Según la Organización Mundial de la Salud (OMS), en la actualidad la polución aérea “representa el mayor
riesgo ambiental a la salud” [6]
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los niveles de concentración de materiales con-
taminantes. Aunque fue mencionado en la sec-
ción anterior, la relación es un poco más com-
pleja. Las temperaturas altas, usuales durante
la temporada seca, promueven la formación de
sulfatos, pero disocia parte del material parti-
culado. Por otro lado, las temperaturas bajas,
usuales durante la temporada de lluvias, son
favorables para la formación de partículas se-
cundarias [9]. Generalmente, la temperatura
no tiene un impacto directo sobre las concen-
traciones de PM10, es más una relación directa
con la humedad de la atmósfera y la turbulen-
cia del aire (estabilidad atmosférica) [8]. Esta
se puede entender de la siguiente manera:

Aumentos en la temperatura son seguidos
por un descenso en la humedad y aumentos
en la turbulencia o inestabilidad de la atmós-
fera. Como consecuencia, las concentraciones
de material particulado disminuyen. Por otro
lado, las temperaturas bajas causan mayores
niveles de humedad, ocasionando una relación
negativa con las concentraciones de partículas
contaminates.

3.1.2. Velocidad del viento vs concen-
traciones

Se trata ahora de explicar la relación entre
la velocidad del viento y las concentraciones
de material particulado en la atmósfera. Como
fue mencionado anteriormente, bajas veloci-
dades del viento, favorecen la acumulación de
partículas nocivas en la atmósfera, ocasionan-
do altos niveles de contaminación por material
particulado. Este fenómeno se debe a que los
vientos de baja velocidad no pueden arrastrar
el material particulado, haciendo que este se
quede en la atmósfera local.

3.1.3. Humedad vs concentraciones

Por último, se presenta la explicación de
cómo se relaciona la humedad con la forma-
ción o acumulación de material particulado
en la atmósfera. Altas humedades relativas
son favorables para la formación de partícu-
las secundarias, ayudando al aumento en las
concentraciones de materiales contaminantes.
En particular, altas humedades relativas junto
con altas concentraciones de material particu-
lado, podrían acelerar el proceso de formación
de iones solubles en agua [9].

Figura 3: Diferencia en las concentraciones
de PM10 y otras partículas contaminantes

dados diferentes niveles de humedad relativa.
Tomado de [10]

3.2. Métodos experimentales

La toma de datos fue obtenida de mane-
ra indirecta ya que los datos utilizados por el
modelo fueron recopilados por los estudios y el
monitoreo de diferentes entidades. Los niveles
de PM10, dados en micro-gramos por metro
cúbico ( µ

m3 ), fueron proveídos por el Área Me-
tropolitana del Valle de Aburrá. Dicha entidad
mide el índice de calidad del aire en tiempo
real en diferentes zonas localizadas a lo largo
del Valle de Aburrá y monitorea cada hora los
niveles de PM10 y de otras partículas. Los ni-
veles de humedad (dados en porcentaje), tem-
peratura (grados celsius), y viento (kilómetros
por hora), fueron obtenidos de la compañía
Time and Date AS. Esta compañía provee los
datos de las tres anteriores condiciones me-
teorológicas de manera horaria, teniendo en
cuenta como punto de medición el aeropuer-
to Olaya Herrera. Los datos utilizados fueron
del 2 de octubre de 2019. Estos se presentan a
continuación:

Figura 4: Datos de concentración de PM10,
temperatura, humedad y velocidad del viento

para cada hora del 2 de octubre de 2019
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3.3. Descripción del modelo ma-
temático

Para la formulación del modelo matemá-
tico, además de tener en cuenta la destruc-
ción y generación de PM10 debido a causas
meteorológicas, también se tuvo en cuenta la
generación de PM10 causado por las emisio-
nes humanas. En consecuencia, el modelo tie-
ne la siguiente estructura donde C representa
la concentración de PM10 medida en µg

m3

dC

dt
= Generacion−Destruccion+ Emisiones (1)

La generación y destrucción están estricta-
mente relacionadas con los factores meteoroló-
gicos mencionados anteriormente. Se encontró
que a altas humedades el proceso de forma-
ción de partículas de PM10 se acelera. Por lo
tanto, la ecuación de generación toma la si-
guiente forma, donde f es un parámetro que se
debe encontrar y humedad es una matriz de
datos que contiene la humedad en Medellín a
las diferentes horas del día, durante un día.

Generacion = |f ∗ humedad | (2)

La generación tiene un valor absoluto por-
que al encontrar los valores de los parámetros,
f podría tomar un valor negativo. En este caso
la generación sería negativa y restaría a los
niveles de concentración lo cual no tendría
sentido, pues la generación siempre aporta al
incremento en los niveles de concentración de
PM10.

Para el proceso de destrucción se encontró
que a más viento y a más temperatura la des-
trucción de PM10 aumenta. De forma contra-
ria, a más humedad, la destrucción disminuye.
De esto sale una ecuación en donde el viento
y la temperatura suman a la destrucción y la
humedad resta. La siguiente ecuación descri-
be este proceso de destrucción en donde k, a,
b son parámetros que se deben de estimar y
viento, temperatura y humedad son matrices
con datos del viento (dado en km

h ), la tempe-
ratura (dada en ◦C) y la humedad (dada como
un porcentaje 2) a diferentes horas del día en
Medellín.

Destruccion = |k ∗ viento |+|a ∗ temperatura |

− |b ∗ humedad | (3)

Al igual que en la ecuación anterior, los
valores absolutos se utilizan para evitar que

en el caso en que los parámetros k, a, b tomen
valores negativos, esto altere como funciona
en realidad el proceso de la destrucción.

Para la generación de PM10 causada por
emisiones humanas no se tenía mucha informa-
ción de cómo estas variaban a diferentes horas
del día. Por esto no se utilizó una matriz con
datos si no que se utilizó una función sinusoi-
dal en donde la amplitud, el ángulo de fase y
la frecuencia se tomaron como parámetros. La
función utilizada fue la siguiente:

Emisiones = amp∗sin(frec∗t+phase)+amp(4)

Esta función sinusoidal tiene la misma for-
ma que cualquier función de este tipo, pero
adicionalmente se le suma al final el parámetro
amplitud. La función sinusoidal normalmente
comienza en cero y oscila en números pertene-
cientes al intervalo [-amp, amp]. Sin embargo,
las emisiones siempre deben ser positivas por
lo que la función se debe trasladar hacia arri-
ba de tal forma que esta siempre tome valores
no negativos. Para lograr esto, se suma al fi-
nal el parámetro de amplitud a la ecuación de
emisiones, forzando a esta a tomar valores en
el intervalo [0, 2*amp].

3.4. Diagrama de bloques

En esta sección se muestra el diagrama de
bloques que representa el modelo descrito en
la sección anterior. Se ha usado Simulink para
realizar el proceso de simulación.

Figura 5: Diagrama de bloques. Realizado
por los autores usando Simulink

2Relación entre la cantidad de vapor de agua que tiene una masa de aire y la máxima que podría tener [11]
3El método de Euler, es un procedimiento de integración numérica para resolver ecuaciones diferenciales ordina-

rias a partir de un valor inicial dado [12]
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3.5. Método de simulación

Para ejecutar la simulación, se usó el mé-
todo de Euler 3 con un tamaño de paso de 0.05
horas, por un total de 24 horas. Es decir, se
realizó la simulación para los valores de con-
centración de PM10 de un día. La simulación
inicial se realizó con los siguientes valores de
los parámetros:

a 0.0126
amp 0.2506
b -0.0016
f 0.0081

frec 0.7459
k 0.0077

phase 1.8941

Al ejecutar la simulación con estos paráme-
tros, se obtuvo el siguiente ajuste del modelo
a los datos.

Figura 6: Ajuste del modelo a los datos con
los parámetros antes del análisis de

sensibilidad. Realizado por los autores
usando Simulink

En una sección posterior se muestra que
pasa con el ajuste del modelo al cambiar el
método de simulación.

4. Resultados

4.1. Análisis de sensibilidad

Después de ver el ajuste inicial del mo-
delo a los datos reales, se realizó el análisis
de sensibilidad con los parámetros. Para esto
se generaron 30 valores aleatorios, distribuidos
uniformemente, para cada uno de los 7 pará-
metros presentados en la sección anterior. Los
valores aleatorios se muestran en la Figura 7.

Figura 7: Valores generados aleatoriamente
para cada uno de los parámetros del modelo.
Realizado por los autores usando Simulink

Tras este análisis de sensibilidad se obtu-
vieron nuevos valores de los parámetros (pre-
sentados en la Figura 8) que permitieron un
nuevo y mejor ajuste a los datos reales. Aun-
que este ajuste es bueno, no es óptimo pues
falta realizar la optimización de los paráme-
tros.

Figura 8: Nuevos valores para los parámetros
tras realizar el análisis de sensibilidad.

Realizado por los autores usando Simulink

4.2. Optimización para los valo-
res de los parámetros

Tras haber realizado todo este proceso, era
necesario realizar la optimización de los pará-
metros para obtener el mejor ajuste. El ajuste
del modelo y los valores de los nuevos pará-
metros optimizados se presentan en la Figura
9. De igual manera, estos valores se presentan
en la tabla presentada a continuación:
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a 0.0135
amp 0.3987
b -0.0016
f 0.0070

frec 0.7212
k 0.0075

phase 2.7364

Figura 9: Ajuste del modelo a los datos reales

Para los valores de los parámetros presen-
tados en tabla anterior, se obtuvo una valor de
0.0116 para la suma de errores cuadráticos.

4.3. Identificación de paráme-
tros

Para poder hacer un mejor análisis de sen-
sibilidad y ver los cambios del modelo bajo
diferentes escenarios, se hizo un estudio para
identificar cuál es la correlación de cada uno
de los parámetros del modelo, esto con el fin
de saber cuáles son aquellos parámetros que
cuando sus valores cambian, causan grandes
cambios en el modelo. Estos resultados se pre-
sentan en la Figura 10.

Figura 10: Correlación de cada uno de los
parámetros del modelo

Logramos identificar que el parámetro con
mayor correlación es el parámetro a. Es decir,
pequeños cambios en el valor de este paráme-
tro tienen grandes efectos sobre el ajuste y el
resultado del modelo.

4.4. Validación del modelo

Para la validación del modelo se utilizó el
coeficiente de determinación (R2). Este refle-
ja la bondad del modelo (un buen ajuste del
modelo a los datos).

Para este modelo, con los datos presenta-
dos en la Figura 4, el valor obtenido fue

R2 = 0,9427704

Al ser este valor cercano a uno, se puede con-
cluir que el modelo se ajusta muy bien a los
datos reales y por ende es fiable.

5. Escenarios

Para esta sección solo se consideran tres
escenarios: aumentos en la temperatura, dis-
minución en los niveles de humedad y cambios
en el método de integración. Se considera que
estos son los escenarios más importantes para
analizar la capacidad de predicción y ajuste
del modelo.

Los resultados y su interpretación se pre-
sentan a continuación.

5.1. Aumentos en la temperatu-
ra

Tal y como se mencionó en la sección 2,
la temperatura no tiene una relación directa
sobre las concentraciones de PM10. Sin em-
bargo, al aumentar la temperatura, se espera-
ría una disminución en los niveles de concen-
tración de partículas contaminantes. Ambos
casos se evidencian en los resultados de este
experimento, pues con un cambio pequeño de
la temperatura (variable entre 20 y 30 grados
centígrados) no se genera ningún cambio apre-
ciable en el ajuste del modelo a los datos. Pero,
con una cambio más drástico (variable entre
30 y 38 grados centígrados), no posible en la
ciudad de Medellín o en el Valle de Aburrá, se
obtiene una leve disminución en los niveles de
concentración de PM10.
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Figura 11: Ajuste del modelo a los datos
reales para cambios leves en las temperaturas

Figura 12: Ajuste del modelo a los datos
reales para cambios drásticos en las

temperaturas

Se confirmó que los cambios en las tem-
peraturas, sin cambios en la humedad y en la
velocidad de viento, no tienen un efecto sig-
nificativo en los niveles de concentración de
PM10.

5.2. Disminución de la humedad
Tal y como se mencionó en la sección 2, la

humedad tiene una relación directa sobre las
concentraciones de PM10. Al aumentar los ni-
veles de humedad, se espera un aumento en los
niveles de concentración de partículas conta-
minantes o de materiales particulados solubles
en agua, pues se reduce la destrucción de estas
partículas y se favorece su generación. En los
resultados de este experimento se evidenció el
caso contrario, como la disminución en los ni-
veles de humedad genera una disminución en
los niveles de PM10 en el aire. Cambios apre-
ciables se evidencian. Los datos de humedad
acá usados son más realistas y acordes con las
condiciones meteorológicas del Valle de Abu-
rrá. Se ejecutó una simulación para valores de

humedad con variaciones entre el 50% y 60%
y se obtuvieron los siguientes resultados:

Figura 13: Ajuste del modelo a los datos
reales para cambios en los niveles de

humedad

Se confirmó entonces que los cambios en los
niveles de humedad, sin cambios en la tempe-
ratura y en la velocidad de viento, tienen un
efecto significativo en los niveles de concentra-
ción de PM10. Sería un experimento interesan-
te disminuir aún más los niveles de humedad
y aumentar la temperatura. Sin embargo, se
propone solo como un ejercicio teórico, pues
ninguno de estos cambios tendría sentido al
compararse con las condiciones meteorológi-
cas del Valle de Aburrá.

5.3. Cambio en el método de in-
tegración

El método de integración tiene efectos so-
bre la forma en cómo se resuelve la ecuación
diferencial ordinaria (EDO) asociada al pro-
ceso de modelado del sistema. Al cambiar el
método de integración se puede obtener una
mejor solución numérica, es decir se podría re-
ducir el error asociado a la solución de la EDO.
Luego existe una relación entre el método de
integración y el ajuste del modelo a los datos.
Se cambió el método de integración de Euler
a Runge-Kutta. Sin embargo, a pesar de que
el método de Euler es el más sencillo de los
Runge-Kutta y de los métodos de integración,
no parece haber un efecto del método de inte-
gración sobre la solución. El ajuste del modelo
con el nuevo método de integración se muestra
a continuación:
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Figura 14: Ajuste del modelo a los datos
reales tras cambiar el método de integración

por el método Runge-Kutta

6. Conclusiones

Con los valores de los parámetros obteni-
dos tras la optimización de estos, se utilizó el
modelo para tratar de predecir la concentra-
ción de PM10 para otros días. Sin embargo, el
modelo no se ajustó correctamente a los da-
tos por lo que se concluyó que el modelo con
estos valores de los parámetros no sirve para
predecir la concentración de PM10 de otros
días. Es decir, el ajuste del modelo es sensible
a los valores de los parámetros.

Luego de revisar otros modelos para el en-
tendimiento de las concentraciones del mate-
rial particulado, se identificó que la mayoría de
estos, además de tener en cuenta la velocidad
del viento, también tienen en cuenta su direc-
ción. Esta juega un papel importante en la
concentración de PM10 ya que, dependiendo
de esta el material particulado es dispersado
dentro del mismo Valle de Aburrá o fuera de
este. Sin embargo, los modelos que tienen en
cuenta la dirección del viento están basados
en ecuaciones diferenciales parciales, lo cual
se sale del alcance de lo aprendido en curso
y por esto no se implementó para este trabajo.

A pesar de esto, el modelo formulado re-
presenta la estructura global de la dinámica
en las concentraciones de PM10 y sirve para
identificar el efecto que tiene cada condición
meteorológica (viento, temperatura y hume-
dad) sobre la calidad del aire.

Por último, utilizando el modelo, se logró
evidenciar que en el Valle de Aburrá la con-
dición meteorológica que tiene mayor efecto
sobre las concentraciones de PM10 es la hu-
medad, pues para valores de temperatura y
velocidad del viento fijos y, además probables
para el Valle de Aburrá, los niveles de PM10
se redujeron significativamente, tal como lo
muestra la Figura 13.
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