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RESUMEN

El aspecto mas relevante desarrollado en el presente trabajo es implementar
dos métodos para medir el riesgo operativo: El Valor en Riesgo (VaR) y uno de
los modelos Picos sobre un umbral (POT) de la Teoria Basica del Valor Extremo
(EVT)!.

Primero se hace una introduccién a lo que es el riesgo y riesgo operativo y un
poco de contexto historico de los dos métodos. Segundo se presentan las dife-
rentes distribuciones de probabilidad para los eventos de riesgo (frecuencias y
severidad) mds usadas, se presenta la forma de estimar los parametros y como
es el generador de procesos para simularlas. Posteriormente se aclaran dos mo-
delos para tratar valores extremos de la Teoria del Valor Extremo el Maximo por
bloques y el Picos sobre un umbral (POT) con sus respectivas distribuciones mas
usadas: la Distribucion Generalizada de Pareto y la Distribucién de Valor Extre-
mo Generalizada (en el Anexo A, B, y C se presenta también un resumen de las
distribuciones: Familia Beta Transformada Familia Gamma Transformada y Dis-
tribuciones para grandes pérdidas). Se hace explicita la forma de calcular el VaR
y Pérdidas Esperadas y la pérdidas inesperadas que nos permite reservar un ca-
pital para proteger una empresa del Riesgo Operativo.

Una vez abordada la teoria se pasa a un tercer capitulo donde se hace el anélisis
de una linea de negocios la Banca minorista y de un evento de riesgo Fraude
Externo de los datos de la frecuencia que se obtuvieron de la superintendencia
Financiera y de la Severidad de una institucién financiera.

Dentro del analisis de los datos primero se aplican pruebas de bondad de ajuste
a los eventos de riesgo (frecuencia y severidad), se estiman los parametros de los

1La Teoria del Valor Extremo, EVT por sus siglas en inglés es una teoria que ha sido aplicada
a la medicién del riesgo. Andlogo al teorema central del Limite provee resultados que se pueden
aplicar en el limite, es decir en forma asintética. La teoria permite analizar de una mejor manera
una medida tan universal como el VaR.
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modelos VaR y EVT, se obtiene la distribucion de pérdida agregada, se calculan
las pérdidas esperadas, las pérdidas inesperadas y el capital regulatorio para el
Riesgo Operacional.

Se establece una comparacién de la eficiencia de los dos métodos Valor en riesgo
y Teoria de Valor Extremo en la medicion del Riesgo Operativo.
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INTRODUCCION

A partir del 2004 el Nuevo Acuerdo de Basilea emitido por el Banco de Pagos
Internacionales obliga a las instituciones financieras a identificar, cuantificar y
controlar el riesgo operacional con el fin de controlar los procesos, estimar los
requerimientos de capital, satisfacer las exigencias de las entidades regulatorias,
disminuir las pérdidas potenciales y aumentar el valor de la empresa.

El acuerdo de Basilea define el riesgo operativo como la pérdida potencial de una
entidad financiera por fallas o deficiencias en los sistemas internos, en los proce-
sos, en las personas, o en algunos factores externos. Se incluye el riesgo legal,
pero se excluye el riesgo de reputacién. La norma colombiana, de la superinten-
dencia Financiera Colombiana, incluye ademas el riesgo de reputacién.

El riesgo legal es la pérdida posible por sanciones o indemnizaciones como con-
secuencia del incumplimiento de normas, regulaciones u obligaciones contrac-
tuales o por fallas en los contratos o en las transacciones. El riesgo de reputacién
corresponde a pérdidas por desprestigio, mala imagen o publicidad negativa.

Histéricamente, el trabajo en problemas de valor extremo se remota a 1709 cuan-
do Nicolas Bernoulli discuti6 la distancia promedio mas grande de un origen dado
a n puntos que se extienden al azar en una linea recta de una longitud ¢ fija.

La teoria del valor extremo tiene su origen principalmente en la necesidad de los
astronomos en aceptar o rechazar observaciones periféricas. Los articulos mas
antiguos son los de Fuller (1914) y Griffith (1920) ambos especializados en cam-
pos de aplicacion y en métodos de analisis matematico. Un desarrollo sistematico
de la teoria general puede considerarse tuvo su comienzo con el articulo de Von
Bortkiewicz (1922) que se concentra en la distribucién del rango de muestras
aleatorias de una distribucién normal. La importancia del articulo de Bortkiewicz
es por el hecho de haber introducido claramente por primera vez el concepto de
distribucion del valor mas grande. (En su libro clasico, E. J. Gumbel (1958) dedi-
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ca un capitulo a la memoria de L. von Bortkiewicz. En el siguiente aflo von Mises
(1923) evalua el valor esperado de esta distribucion, y Dodd (1923) calcula su
mediana, también discute algunas distribuciones no normales. De relevancia mas
directa es el articulo de Frechet (1927) en el cual se consideran las distribucio-
nes asintoticas de los valores mds grandes. En los siguientes anos Fisher y Tippet
(1928) publicaron resultados de una investigacion independiente dentro del mis-
mo problema. Mientras Frechet (1927) ha identificado una posible distribucién
limite para los estadisticos de orden superior, Fischer y Tippet (1928) muestran
que las distribuciones limites de extremos pueden ser solamente de tres tipos.
Tippet (1925) habia estudiado anteriormente la funciéon de distribucién acumu-
lada exacta y los momentos de los estadisticos de orden superior y del rango
muestral de una poblacién normal. Von Mises (1936) presenta algunas simples
y usuales condiciones suficientes para la convergencia débil de los estadisticos
de orden superior para cada una de los tres tipos de distribuciones limite da-
das anteriormente por Fischer y Tippet (1928). En 1943 Gnedenko presentd un
fundamento riguroso para la teoria del valor extremo y suministro condiciones
necesarias y suficientes para la convergencia débil de los estadisticos de orden
extremo.

Mejzler (1949), Marcus y Pinsky (1969) (inconsciente del resultado de Mejzler)
y de Haan (1970) (1971) refinaron el trabajo de Gnedenko. Un importante pero
muy descuidado trabajo de Juncosa (1949) extendié los resultados de Gneden-
ko al caso de variables aleatorias no necesariamente idénticamente distribuidas
e independientes. Aunque de fuerte interés tedrico los resultados de Jucosa no
parecen tener mucha utilidad préactica. El hecho de que las distribuciones asin-
téticas de una naturaleza muy general puedan darse no proporciona mucha guia
para aplicaciones practicas.

Los desarrollos tedricos de 1920 a mitad de 1930 fue seguidos al final del 1930
y 1940 por una gran cantidad de de articulos concentrados en las aplicaciones
practicas de los estadisticos de valor extremo en las distribuciones del tiempo de
vida humana, emisiones radiactivas (Gumbel (1937 a,b ) resistencia de materiales
(Weibull 1939) analisis de flujo (Gumbel, 1941, 1944, 1945 1949 a), Rantz y Riggs
(1949)) analisis sismico (Nordquist (1945) , andlisis de lluvias (Potter (1949) para
mencionar unos pocos ejemplos. Desde el punto de vista de la aplicaciéon Gumbel,
hizo varias contribuciones significativas al andlisis de valor extremo; muchas de
ellas estan detalladas en su largo libro de los estadisticos de extremos (Gumbel
(1958).
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Gumbel fue el primero en llamar la atenciéon a ingenieros y estadisticos de las
posibles aplicaciones de la teoria del valor extremo de ciertas distribuciones las
cuales habian sido tratadas empiricamente. El primer tipo de problema tratado
de esta manera en los Estados Unidos han sido los fendmenos meteoroldgicos,
flujos de corrientes anuales, maxima precipitacion., etc. Esto ocurri6 en 1941.

En esencia todos los modelos propuestos en el estudio de las fracturas tuvieron
como punto de arranque la teoria de Griffith’s , la cual establecié la diferencia
entre el esfuerzo calculado a los materiales y aquellas observaciones reales reside
en el hecho de que existen fallas en el cuerpo que lo debilitan.

El primer escritor que realiz6 la conexién entre el esfuerzo de un espécimen y la
distribucion de valores extremos parece ser F. T. Peirce (1926) de la asociacion
Britanica de la industria del algoddn. La aplicacion de las mismas ideas esencia-
les para el estudio del esfuerzo de materiales fue conducido por el bien conocido
fisico Sueco e ingeniero W. Weibull (1939). Los Fisicos Rusos, Frenkel y Konto-
rova (1943) fueron los siguientes en estudiar estos problemas, otra publicacién
importante no despreciable relacionada con las distribuciones del analisis de va-
lor extremo de esfuerzos factibles del caucho se debe a S. Kase (1953).

Hay varios excelentes libros que se concentran en la teoria asintotica de valor
extremo y sus aplicaciones estadisticas. Se citan los siguientes. David (1981) y
Arnold, Balakrishnan, y Nagaraja (1992) suministran una explicacién compacta
de la teoria asintdtica de extremos; Galambos (1978, 1987), Resnik (1987), Lead-
better, lingren, y Rootzen (1983) presentan un tratamiento de este tépico. Reiss
(1989) discutié varios conceptos de convergencia asociados con extremos (y tam-
bién con estadisticos de orden) Castillo (1988) tiene actualizaciones exitosas de
Gumbel (1958) y presenta algunas aplicaciones estadisticas de la teoria del valor
extremo con énfasis en ingenieria. Harter (1978) preparo una bibliografia auto-
rizada sobre teoria del valor extremo la cual es todavia de gran valor cientifico.
Beirlant, Teugels y Vynckier (1996) suministra un andlisis practico de valores
extremos con énfasis en aplicaciones actuariales.

Para el desarrollo a nivel mundial de estudios de la modelacién y cuantificaciéon
del riesgo operacional a partir del método de distribucién de pérdidas agregadas
(LDA) ver la introduccion de la tesis del docente Luis Ceferino Franco Arbelaez
Andlisis y comparaciéon de alternativas para cuantificar el riesgo operacional.

En este trabajo se desarrollan dos métodos de medicién avanzada (AMA) para
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cuantificar el riesgo operativo: El método de distribucién de pérdidas agregadas
(LDA: Loss Distribution Approach) y la Teoria del Valor Extremo.

Para el método LDA se usa una de las alternativas de modelacién y cuantificacion
la Simulacién de Montecarlo del cual se implementa un algoritmo en MatLab cu-
yo cédigo se anexa en el Apéndice 3 y para la teoria del valor extremo el método
Picos sobre un Umbral. Para el desarrollo de estas técnicas su usa una base de
datos de riesgo operacional extraida de la Superintendencia Financiera en cuanto
a la severidad de los eventos y de una Institucién Financiera en cuanto a la fre-
cuencia de los mismos. Al final se hacen comparaciones y se sacan conclusiones
sobre el desempefio de ambos métodos.



CAPITULO 1

RIESGO Y RIESGO OPERATIVO

1.1 Contextualizacion del riesgo y el riesgo operativo

Se define riesgo operacional u operativo como la pérdida potencial de una entidad
por fallas o deficiencias en los sistemas internos, en los procesos, en las personas,
o en algunos factores externos. Se incluye el riesgo legal, pero se excluye el
riesgo de reputacién. La norma colombiana, de la Superintendencia financiera
Colombiana, incluye ademas el riesgo reputacion.

El riesgo legal es la pérdida posible por sanciones o indemizaciones como conse-
cuencia del incumplimiento de normas, regulaciones u obligaciones contractua-
les o por fallas en los contratos o en las transacciones. El riesgo de reputacién
corresponde a pérdidas posibles por desprestigio, mala imagen o publicidad ne-
gativa.

Existen varias maneras de medir el riesgo operativo: a través del ajuste de una
funcién de distribucién probabilidad a las pérdidas agregadas y luego estimar
los cuantiles (q1_,) o los parametros de la distribucién tal como la desviacién
estandar (o).

Las medidas mas modernas del riesgo son cantidades estadisticas que describen
las distribuciones de pérdida condicionales o incondicionales sobre un horizonte
determinado de tiempo: El valor en riesgo, el Expected Shortfall y la varianza.

1.2 Valor en Riesgo

El valor en riesgo (VaR) es probablemente la medida del riesgo mas ampliamente
usada en instituciones financieras

Definicion 1.1 (Valor en Riesgo). Se define como la maxima pérdida posible para
un nivel de confianza y un periodo de tiempo.
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Se calcula en base al (1 —a) % cuantil (q1_,). El VaR es el menos malo de los
(1 — «)100 % peores casos de la distribucion de pérdidas agregadas.

Dado un nivel de confianza 1 — « con & € (0,1) el VaR a un nivel de confianza
« esta dado por el nimero mas pequeno I tal que la probabilidad de que las
perdidas excedan L no exceden I no es mayor que « formalmente

VaR;_, =inf{I€eR: P(L>1I)<a}=inf{IeR: F.(I) >1—a}
En términos probabilisticos, el VaR es luego simplemente un cuantil de la distri-

bucién de pérdida.

Siempre que se habla del VaR se asume sobre un periodo de tiempo A que para
riesgo de crédito y operativo es usualmente de un afio.

Si se denota por y la media de la distribucion de pérdida. Algunas veces el esta-
distico VaRin_esia = VaR;_, — ¢ es usado como el capital adecuado en vez del VaR
ordinario este valor determina el capital econdmico necesario como un amorti-
guador contra las pérdidas inesperadas.

1.3 Calculo del VaR de forma paramétrica

Si la distribucién de pérdidas sigue una distribuciéon normal el VaR para estas
pérdidas estd dado por:

L—y>Var—pt

P[L > VaR] = P —
o o
VaR —
% =@ (1-a)=2Z_o => VaR =y +0Z;_4

Donde <I>_1(-) es la funcion de distribucion acumulada y Z;_, esimo cuantil de
una distribucién normal estéandar.

De una manera mds general el VaR puede ser calculado a través de la funcién
de distribucién acumulada inversa, la cual identifica el cuantil asociado a una
probabilidad dada una distribucioén:

VaR; , = Fy'(1— @)

Donde Fy 1(1 — &) es la funcién inversa de la funcién de distribucién acumulada
Fx y esta definida como

Fel(l—a) =mf{X e R: Fx(X) > 1—a}
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La solucion analitica de esta ecuacion no siempre es posible.

El Expect Shorfall estd estrechamente relacionado con el VaR

Definicion 1.2 (Expected shorfall). Para una pérdida L con E(|L|) < oo y una fun-
cion de distribucion acumulada F; el Expected Shortfall a un nivel de confianza
1—acona € (0,1) estd definido como

1 r1
ESia=~ | au(F)d
l—a = 7 1_a%( L) du
donde ¢, (Fy) = F/ (u) es la funcién cuantil de Fy.

El Expected Shortfall es luego relacionado con el VaR

1 1
ESi_y = ) VaR, (L) du
—

1.4 Desviacion estandar

La varianza de una variable aleatoria X esta definida como:
V(X) = 0® = E(X?) - [E(X)]?
La desviaciéon estandar mide la volatilidad de la variable objeto de estudio.
En caso de varias lineas de negocio y eventos para cada una se calcula la varianza

y covarianza y se puede obtener el valor esperado y la varianza de las pérdidas
agregadas:

E(L) =w'p

V(L) = w'Zw
Donde w’ = [wy,wo, ..., wy| son las pérdidas de cada una de las lineas de negocio
o de cada uno de los eventos de pérdidas operacionales, y pt’ = [p1, po, ..., py] €s

el vector de las pérdidas esperadas y X es la matriz de varianza y covarianza de
las pérdidas agregadas de cada uno de los eventos o lineas de negocio.
2
oy 012 ... U1k
2
021 05 ... Oy
= |7 2
2
Ok1 Ok2 - .- O'k

La desviacién estdndar de todas las pérdidas agregadas de la linea de negocios o
de los eventos de riesgo operativo es:
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c=+V(L)

Existen tres aspectos relevantes en la administracién de riesgos operativos. El
primero consiste en la asignacién de capital para hacer frente a eventos relacio-
nados con fallas operativas. El segundo toma en cuenta la supervision y control
para evitar que se presenten dichas fallas. El tercero considera los modelos y
métodos utilizados para cuantificar el riesgo operativo. Este trabajo se ocupara
del tercer aspecto, acd abordaremos dos Métodos: El que surge de la Teoria del
Valor Extremo y el Método de distribucién de pérdidas agregadas.

El Comité de Basilea ha presentado dos acuerdos llamados Basilea I o Acuerdo de
Capital y Basilea II. El primero determind los primeros parametros regulatorios
sobre la Gestién del riesgo crediticio de los bancos comerciales, el comité definid
que la metodologia seria la cobertura del riesgo a través de un capital minimo a
mantenerse. Ya en este acuerdo se esclarecié que algunos bancos habian logrado
sofisticados desarrollos en materia de medicion del riesgo. Esto condujo a que
el Comité autorizara que los bancos tendrian la posibilidad de implementar sus
propios modelos de riesgo para calcular el capital minimo requerido.

En cuanto al riesgo operacional se establecen tres métodos deterministicos para
el céalculo del capital necesario:

Indicador Basico: Asigna el capital minimo a partir de los ingresos brutos de la
entidad.

Método estandar: Asigna capital minimo por linea de negocio en base a los
ingresos brutos de cada una de las lineas.

Método de Medicion avanzada: Permite la definicién de lineas de negocio por
parte de la entidad y asignar el capital minimo a partir de modelos estadisticos
de estimacién o indicadores de gestién significativos. Los dos métodos que se van
a implementar corresponden a esta categoria.

La implementacion de un modelo matemadtico implica identificar las variables
objeto de estudio y todos los aspectos que implica construirlo en nuestro caso
el primer aspecto que debe quedar claro es el concepto de factores de riesgo.
Se entiende por factores de riesgo las fuentes generadoras de riesgos operativos
que pueden generar o no pérdidas. Para el riesgo operativo son factores de riesgo
el recurso humano, la tecnologia, la infraestructura y los acontecimientos.
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Los factores de riesgo se clasifican en internos y externos.
Los factores internos pueden ser:

Recurso humano: Es el conjunto de personas vinculadas directamente o indi-
rectamente con la ejecucion de los procesos de la entidad.

Procesos: Es el conjunto interrelacionado de actividades para la transformacién
de elementos de entrada en productos o servicios, para satisfacer una necesidad.

Tecnologia: Es el conjunto de herramientas empleadas para soportar los proce-
sos de la entidad. Incluye: Hardware, software y telecomunicaciones.

Infraestructura: Es el conjunto de elementos de apoyo para el funcionamiento
de una organizacion. Entre otros se incluye: edificios, espacios de trabajo, alma-
cenamiento Y transporte.

Los factores externos pueden ser:

Son situaciones asociadas a la fuerza de la naturaleza u ocasionadas por terceros,
que escapan en cuanto a su causa y origen al control de la entidad.

Hay otros dos aspectos fundamentales en los modelos del riesgo operativo que se
deben tener en cuenta: los eventos y las pérdidas que ocasionan los eventos.

Los diferentes eventos de riesgo operacional pueden ser estudiados en términos
de su frecuencia (el nimero de eventos que producen pérdidas en un cierto in-
tervalo de tiempo) y su severidad (el impacto del evento en término de pérdidas
econOmicas).

Evento:
Incidente o situacién que ocurre en un lugar particular durante un intervalo de
tiempo determinado.

Pérdidas:
Cuantificacion econdmica de la ocurrencia de un evento de riesgo operativo, asi
como los gastos derivados de su atencion.

Evento de pérdida:
Son aquellos incidentes que generan pérdidas de riesgo operativo a las entidades.
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Los riesgos operativos se clasifican de la siguiente manera:

Fraude interno:

Actos que de forma intencionada buscan defraudar o apropiarse indebidamente
de activos de la entidad o incumplir normas o leyes, en los estd implicado, al
menos, un empleado o administrador de la entidad.

Fraude externo:
Actos, realizados por una persona externa a la entidad, que buscan defraudar,
apropiarse indebidamente de activos de la misma o incumplir normas o leyes.

Relaciones laborales:
Actos que son incompatibles con la legislacion laboral, con los acuerdos internos
de trabajo, y en general, la legislacion vigente sobre la materia.

Clientes:
Fallas negligentes o involuntarias de las obligaciones frente a los clientes y que
impiden satisfacer una obligacién.

Fallas tecnoldgicas:
Pérdidas derivadas por fallas tecnoldgicas.

Ejecucion y administracion de procesos

Pérdidas derivadas de errores en la ejecucién y administracion de los procesos.
El estudio del riesgo operativo también requiere construir una matriz donde se
incluyan las siete lineas de negocios y los siete eventos de riego y en donde a
cada celda se le asigne el capital minimo de reserva que debe ser asignado para
protegerse de los riesgos inesperados.

Tabla 1.1. Matriz de pérdidas

Lineas de negocio
L1 | L2 S L8 | Total

Fraude interno

Fraude externo

Eventos | Relaciones laborales
de Clientes VaR(i,j) ) VaR(E;)

Riesgo | Dafios a activos fisicos

Fallas tecnolégicas

Ejecucion y administracion de procesos

M\l
Moo

Total Y VaR(L;) VaR(i,f)

Il
—_
—
Il
-
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La matriz anterior muestra en las filas los 7 tipos de riesgo y en las columnas las 8
lineas de negocio (Finanzas Corporativas, Negociacion y Ventas, Banca Minoris-
ta, Banca Comercial, Pagos y Liquidacion, Servicios de Agencia, Administracion
de Activos e Intermediacién Minorista)? en la Gltima columna se obtiene la suma
de todos los VaR del tipo de riesgo o evento E; y por columna la sumatoria del
VaR de la linea de negocio j y la ultima celda la sumatoria de todas las celdas
dandonos el VaR total para las 56 celdas.

La suma total debe incluir las pérdidas esperadas y las pérdidas inesperadas
debidas al riego operativo.

La grafica siguiente muestra la curva sobre la distribucion de pérdidas donde se
observan las pérdidas esperadas y las pérdidas inesperadas.

Figura 1.1. Distribucion de pérdidas agregadas

DISTRIBUCION DE

PERDIDAS

"8 |
= | |
8| [pérdida | pérdida I
§ esperada | inesperada |
A~ I I

I I

I I

|

MEDIA PERCENTIL 99,9 %

|«—— Pérdidas agregadas (Pesos) —|

Fuente: Elaboracién propia del autor

2Esta es la matriz propuesta por Basilea pero cada firma tiene la libertad de considerar sus
propias lineas y eventos de tal forma de adecuarla a a la estructura y necesidad de la organizacion.






CAPITULO 2

TEORIA Y MODELOS DE VALORES EXTREMOS

2.1 Teoria Basica de Valor Extremo

2.1.1 Introduccion

Inicialmente se presentan dos teoremas que dan varias relaciones de equivalen-
cia las cuales son la base para probar que una funcién de distribucién de las
comunes que se conocen en estadistica pertenece al dominio de atraccién de una
distribucion limite: la Distribucién de valor Extremo o Distribuciéon Generalizada
de Pareto.

El teorema de Fisher, Tippet y Gnedenko de los extremos de una muestra, es
fundamental ya que a partir de el se reconoce la distribuciéon limite de valores
extremos con el parametro de forma que es el esencial dentro de todo el proceso.

Posteriormente se presentan varios teoremas sobre las condiciones necesarias
y suficientes para que una distribucion determinada pertenezca al dominio de
atraccion de Gumbel, Frechet o Weibull.

Los teoremas de Von Mises que da luego condiciones suficientes para el proceso
anterior y el como se calculan las constantes que estabilizan las distribuciones a
una distribucién de valor extremo que no son Unicas pero que se requieren para
que la distribucion en el limite no se degenere.

Mads adelante se presentan teoremas sobre la distribucion generalizada de Pareto
que es fundamental en el ajuste de los valores de variables aleatorias que estan
por encima de un umbral alto.

Finalmente se presenta el método para estimar el parametro de forma de las
distribuciones de valor extremo denominado el Método de Hill para cuando el
parametro de forma toma el valor positivo (¢ > 0). Se destaca este método porque



34 Teoria y modelos de valores extremos

en el area de la finanzas este parametro es un valor real positivo. Del parametro
de forma se analiza especificamente propiedades como consistencia débil y la
normalidad asintética, con el fin de tener elementos para formular pruebas e
intervalos de confianza de este parametro que es el que define el tipo de cola de
la distribucion.

La teoria sobre valor extremo descrita en esta tesis es bastante reciente: Sola-
mente en 1980s los contornos de la teoria estadistica tomaron forma. La teoria
de valor extremo probabilistica en una dimensién fue desarrollada por M Frechet
(1927), R. Fisher y L. Tippet (1928) y R von Mises (1936) y culmino en el traba-
jo de B. Genedenko (1943). La teoria estadistica fue iniciada por J. Pickands III
(1975).

La teoria asintotica de los extremos de la muestra ha sido desarrollada en parale-
lo con la teoria central del limite y en efecto las dos teorias tienen en comun que
mientras en la teoria central del limite la distribucion a la cual converge la media
es a una distribuciéon normal estandar después de restarle la media de la pobla-
cion y dividir por la varianza de la media que es igual a % valor que depende de
n el maximo o el minimo es decir los valores extremos.

Sea Xj, Xy, X3... variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das. La teoria central del limite estd concentrada con el comportamiento limite
de las sumas parciales® S, = X; + X, + - - - + X,, cuando n — co mientras la teoria
de los extremos de una muestra estd concentrada con el comportamiento limite
del maximo y minimo, extremos muestrales max(Xy,..., X,) o min(Xy,..., X;)
cuando n — oo.

La teoria de valores extremos es el area de la estadistica dedicada a desarrollar
modelos y técnicas para estimar el comportamiento de eventos inusuales o raros.
Los eventos raros son los que pertenecen a las colas de la distribuciéon y son
los que estan alejados del grueso de la distribucién (de la media o mediana).
Otra manera de definir los eventos extremos son aquellos valores que estan por
encima de un valor denominado umbral, pero también se puede definir como el
maximo o el minino de una variable en un cierto periodo.

Uno de los principales teoremas basados en la teoria asintética un tipo de teore-
ma central de limite version valores extremos derivado en principio por Fishery

3Para el caso del teorema central del limite con respecto a X, a, = %= yb,=u

N
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Tippet (1928) de manera heuristica y luego desde un punto de vista mas riguroso
por Genedenko (1943) establecieron que hay solamente tres tipos de distribucio-
nes (Distribucion tipo Gumbel, Tipo Frechet y tipo Weibull) que se alcanzan como
distribuciones limite de los maximos y minimos de algun proceso aleatorio sobre
intervalos de tiempo fijos.

Durante los anos cincuenta Von Misses (1954) y Jenkisson (1955) unificaron las
tres distribuciones en una sola denominada distribucién generalizada de valores
extremos (GEV) la cual depende de tres parametros. Esta unificacién de las tres
distribuciones en una sola permitié simplificar los procedimientos de modelaje.

Otro desarrollo que se inicié a partir de la década del setenta por Pickands (1975)
y que se continuo en las décadas de los ochenta y noventa se basé en los métodos
basados en los excesos por encima de un umbral en lugar del maximo o el minimo
de un periodo pero aca se origina otro tipo de distribucién conocida como la
distribucion generalizada de Pareto la cual fue introducida por Pickands (1975),
su aplicacion se hace en el analisis de eventos extremos en el modelamiento de
grandes derechos en seguros, en distribuciones de tiempos de falla en estudios de
confiabilidad y en cualquier situacion en la cual se requiera debido a la presencia
de colas pesadas o colas ligeras.

Otro de los avances en teoria de Valor Extremo que se ha producido en los ultimos
anos es extender esta teoria a procesos no estacionarios y dependientes ademas
de desarrollar la inferencia para extremos multivariados.

2.1.2 Formulacion de la relacion limite para el maximo y el minimo

Las distribuciones de valores extremos surgen formalmente como distribuciones
limite para el maximo y el minimo de una sucesion de variables aleatorias. Los
conceptos fundamentales en los que se basa la teoria de valores extremos son los
modos de convergencia: Convergencia en distribucion, convergencia en probabi-
lidad, convergencia casi segura y convergencia de funciones inversas generaliza-
das. Por ahora definamos lo que es convergencia en probabilidad.

Definicion 2.1 (Convergencia en probabilidad). Se dice que una sucesion {X,}
converge en probabilidad a la variable aleatoria X si para Ve > 0

lim P(|X, — X| >¢) =0

n—00

lo cual equivale a que Ve > 0 P(|X,, — X| > ¢) — 0, cuando n — oo la convergencia
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en probabilidad se denota por X, Pox.

Supongamos que son variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas con funciéon de densidad de probabilidad

pxi(x) =f(x), j=12,...,n
La funcion de distribucién acumulada F, y X* su punto final superior esto es
x* = {x : F(x) < 1} el cual puede ser infinito entonces max(Xy, ..., Xy) Ly ox,
n — oo donde
F(x) =P(X; <x) Vi, (2.1)

Luego para el maximo
Xn :Mn :méX{Xl,XZ,...} (2.2)
La funcion de distribucién acumulada, en teoria, viene dada por
P(Mn S x) = P(Xl S x/XZ S x/-"/Xn S x)
= [P(Xi < x)]" = F*(x) (2.3)

Donde F(x) = /_x f(t)dt

Para resolver el problema del desconocimiento de la funcion de distribucién acu-
mulada se pueden implementar dos soluciones la primera, es ajustar una distri-
bucién con los datos observados y asi estimar aproximadamente el valor de F
pero si hay algun error este se hard muy grande ya que F esta elevado a la n.

La otra solucion es aceptar que F es desconocido y tratar de obtener la distribu-
cién aproximada que puede tener F”(x) y que solo se puede lograr a partir de
datos extremos con una teoria analoga al teorema central del limite.

Pero hay que tener en cuenta que se puede tener el siguiente caso: en el limite la
distribucion puede ser degenerada.

Definicion 2.2 (Distribucion Degenerada). Una variable aleatoria X se dice que
tiene una distribucion degenerada en un punto / si su funcién de probabilidad es

Px(x)={1 six=nh

0 six<h

La funcidn de distribucién de una variable aleatoria degenerada es:

0 six<h
E —
(%) {1 six>h
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Por ejemplo para cualquier x < x* donde x* es el punto superior de F, es decir x*
es el valor mds pequeiio de x tal que se cumple que li_r>n F"(x) = 0 por lo que la
n—oo

funcién de distribucién de M, degenera en un punto de masas en x*.

Cuando 7 tiende a infinito es claro que para cualquier valor fijo de x

1 siF(x)=1
lim F,, =
m Fy, (x) {o si F(x) < 1

El cual es una funcién degenerada. Para evitar esta dificultad, se normaliza y
centraliza la variable M,:
* Mn - b?’l
M= ——" (2.4)
ap

El méaximo de la variable aleatoria puede ser estabilizado a través de las suce-
siones {a,} y {bn} con a, > 0 y b, € R que corresponden a los parametros de
escala y de localizacion tales que

P (M”T_b” < x) = P(M, < ayx +by)
n

= F"(apx +by) — G(x) & lim F"(apx +by) = G(x) (2.5)

n—oo n—o0o
La escogencia apropiada de {a,} y {b,} estabiliza la escala y la localizacién de
M;, cuando se incrementa 7, y asi se evita la degeneracion de M,,. De esta manera
M, converge en distribucién a alguna de las familias, Gumbel, Frechet o Weibull.

2.1.3 Formulaciones alternativas de la relacion limite

Se pueden obtener las siguientes relaciones equivalentes a la anterior que servi-
ran como base para posteriores demostraciones.

Tomando logaritmos a la derecha y a la izquierda de la relacién (2.5) se cumple
para todos los puntos donde hay continuidad y para el cual aplicando la regla de
L "Hopital

da, dby,
(x in T dn )f(a"x+b")
F(ayx + by) _ lim 1
n—oo F(a,x + by)

lm —log F(anx + by) ~ lim

n—o00 1_F(anx+b1’l) n—00 dan dbn
(x T + T f(anx + by)

[ —log F(anx +by) _ Jim 1 1,

n—oo
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y en efecto (2.6) es equivalente a

nli_r)rc}on(l — F(ayx+by)) = —log G(x) (2.6)
? 1 1
lim (2.7)

n—con(l — F(anx + by))  —log G(x)
Teorema 2.1 (Equivalencia de enunciados)

Sean {a,} y {b,} sucesiones de numeros reales, y G una funcién de distribucion
no degenerada.

1. Vx € G(x) T}%F”(anx—kbn) = G(x)

2. Vx € G(x), continuoy 0 < G(x) < 1; a(t) := apy (con [t] la parte entera de
t)
lim t(1 — F(a(t)x + b(t))) = —log G(x) (2.8)

t—o0
3. Vx > 0 punto de continuidad de D(x) = G“(e—%), a(t) :==agy, y b(t) == byy

lim U(tx) —b(t)

o0 a(t) = D(x), (2:9)

entonces 1. & 2, 2. & 3.

Teorema 2.2 (Fisher y Tippet (1928), Gnedenko (1943))

El teorema de Fisher, Tippet y Gnedenko es un resultado importante por muchos
aspectos, es el teorema fundamental de la Teoria de Valor Extremo. Muestra que
la funcion de distribucion limite forma una familia de un parametro de forma
simple y explicito aparte de los parametros de localizacion y escala.

El teorema que se probara a continuacion identifica la clase de distribuciones no
degeneradas que puede ocurrir como limite de la relacion (2.5).

Sean {a,} y {b,} sucesiones de nimeros realesy M, = {X1,Xp,...} si
M, -0
P(% Sx) :P(Mn Sanx‘i‘bn)
n

= F'(ayx +by,) — G(x) < lm F"(a,x +b,) = G(x)

n—o00 n—oo

Entonces la distribucion de valor extremo es
1
exp (— (1 +§x;{,%§)) 5) , 148 >0

_x-D()
exp (—e H'(0) ) x€R, =0

Ge(x) = G(x,8) = (2.10)
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Demostracion. Consideremos la distribucién limite:

U(tx) — U(t)
to0 a(t)

Si 1 es un punto de continuidad de la funcién D(x) se obtiene

lim U(txi(;)b[(t) — D(x) — D(1) =: E(x) (2.11)
y>0
Uky) ~ U _ Ulty) Ul aliy) | Ul —UE) o

a(t) a(ty) at a(t)

Afirmamos que lim YW-UO ¢ i 9 oyisren,
n—o0 a(t) n—soo a(t)

Supongamos que no.

Entonces hay A1, Ay, B1, B> con A1 # A, o By # By, donde B; son puntos limites

de Yty U() y A; son puntos de lim o) cuando t — oo
a(t) t—o0 a(t)

Se encuentra de (2.12) y de las definiciones de A; y B; que
E(xy) =E(x)A;+B; i=12 (2.13)

Parai=1 E(xy) = E(x)A; + By
Parai =2 E(xy) = E(x)Ax + B

Restando y factorizando se tiene
E(x)(Al—Az):Bl—BZ Vx >0

ya que E no puede ser constante (G no puede ser degenerada). Se puede concluir

que A; = Ay y By = By, por lo tanto A(y) := tlim “a((?)) existe para Vx > 0 y para
—00

Vx,y >0

E(xy) = E(x)A(y) + E(x)
por lo tanto para: s =logx, t =log y (x,y # 1), como H(x) = E(e¥)

H(t+s) = E(e"**) = E(e°e") = E(e®)A(e") + E(e")
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E(x)(A1 — Ay) = By — By para todo x > 0. Ya que E no puede ser constante
(recordar que G es no degenerada) nosotros debemos tener que A; = A, y porlo
tanto también B; = B,. Conclusion:

existe paray > 0, y para x,y > 0
E(xy) = E(x)A(y) + E(y)
Por lo tanto para s := logx, t =logy (x,y # 1), y H(x) := E(e¥), se tiene
H(t+s) = E(e'*%) = E(e'e®) = E(efe’) = E(e*) A(e!) + Eé
= H(s)A(e") + H(t) (2.14)
Lo cual puede ser escrito como (ya que H(0) = 0)

H(t+s)—H(t) _ H(s) —H(O)A(et) (2.15)

Hay ciertamente una ¢ en la cual H es diferenciable (ya que H es monétona) por
lo tanto (2.15) H es diferenciable en todo valor y

lm H(t+s)— H(t) ~ lim H(s) — H(O)A(et)
$—»00 S S—»00 S
H'(t) = H'(0)A(e") (2.16)
La ecuacion (2.15) puede ser escrita como:
H(t+s) = H(s)A(e") + H(t) (2.17)

H(1)

(ya que H(0) = 0). Definamos: Q(f) = 0]

Note que H'(0) no puede ser cero.

Por (2.16) se tiene H'(t) = H'(0)A(e') para t = 0 se tiene
H'(0) = H(0)A(e%) — 1= A(1)
H no puede ser constante ya que G es no degenerada. Luego

Q0)=0 , Q=1 , Q(t+s)—Q(t) =Q(s)A(e"),

aplicando (2.14) y por (2.16) Sustrayendo la misma expresion con ¢ y s intercam-
biados se consigue

26 -1 Q)

S S

Q(t Q'(t) - 1)
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Por lo tanto

tim 0() L1 _1im 29 (/) — 1) = Q) Q"(0) = Q') — 1

s—0 S s—0 S
T (5 (s) - Q(0)
. Qs . Q(s) —Q(0 1y
Mo T Teo=e
ya que / 2 1)
Q(i’) H(t) Q/(t) o [H (t)] - H(t)H (t) - Q/(O) -1

T H(t)
Derivando nuevamente se obtiene:

Q'(H)Q"(0) + Q(HQ™(0) = Q"(t) = Q"(0)Q(t) = Q"(¢)

Pero como (log Q")'(t) = Q”(0) = ¢ € R para todo t. Se sigue que

Q(t) = /Ot e'ds ya que Q(0) =1

Esto significa que

et —1 ot —1
H(t) = H(0)—%— vy D) =D(1)+H(0)——
Por lo tanto )
“(x) = x—D(1)\¢
D(@_O+§Hm)) (2.18)
Ahora D(x) = G& (e—%>, y por lo tanto
D& (x) = — 1 (2.19)
~ —logG(x) '

Combinando (2.18) y (2.19) se obtiene la prueba del teorema.

o~ () )

G(x, &) =exp (— (1 _,_(;rx;{/iﬁ)()l))_C)

Definicién 2.3 (indice de Valor Extremo). El pardmetro ¢ es llamado el indice de
valor extremo.

W=

La parametrizacion del teorema 2.2 es debido a von Mises (1936) y Jenkinson
(1955). Los tipos de distribucion dependen del parametro ¢ asi:
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a. Para ¢ > 0, G(x;¢) < 1 para todo x, es decir el punto final superior de la
1 1
distribucién es infinito. Ademds, cuando x — oo, 1 —G(x) ~ ¢ ¢x ¢, es

decir la distribuciéon tiene una cola pesada a la derecha. Y los momentos

mayores o iguales a % no existen.

b. Para ¢ = 0 el punto final superior de la distribucion es infinito. La distribu-
cién es ademas de colas ligeras: 1 — Gy(x) ™" cuando x — oo, y todos los
momentos existen.

c. Para ¢ < 0 el punto final de la distribucion es —% asi que tiene una cola

1
corta que verifica 1 — Gz (—¢ ! — x) ~ (—¢x) " ¢, cuando x — 0.

Una parametrizacion alternativa es la siguiente:

a. Para ¢ > 0 usando G¢ (’%1) ycon a = % >0

exp(—x~%), x>0
Este tipo es llamada la distribucion del tipo Frechet (Frechet (1927)).
b. La funcién de distribuciéon con ¢ =0
Gi(x) = exp(—e™7),
Para todo x real, es llamada la doble exponencial o distribucién de Gumbel.

c. Para ¢ < 0 se usa Gg(—l%") yconoc:—%>0

Gs(x) : = {ixp(_(—x)“), 3; ; 8

o[-0 -en(-(10572) )
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Este tipo es llamada la distribucion de Weibull inversa.

Si la relacion (2.5) se cumple con G = G para algun ¢ € R se dice que la
funcion de distribucion F esta en el dominio de atraccion de G y se denota:
F e D(Gg)

El teorema 2.2 conduce a la siguiente reformulacién del teorema 2.1 y como en
el siguiente teorema se requiere la inversa generalizada se definird previamente:

Definicién 2.4 (infimo de un conjunto). Se dice que un conjunto A estd acotado
inferiormente si y solo si existe un namero real ¢ que es menor o igual a cualquier
elemento de A. La mayor de las colas inferiores se denomina el infimo de A, y se
denota inf(A)

Definicion 2.5 (Inversa Generalizada de una funcién mondtona). Supongamos
que h es una funcién no decreciente en los reales. La inversa generalizada de h
esta definida como:

he(t) =inf{x € R: h(x) >t}
Usaremos la convencion de que infimo de un conjunto vacio es oo.

Definicion 2.6 (Funcion cuantil). La inversa generalizada de la funcion de dis-
tribucion
Fo(p)=inf{xeR: F(x)>p} , 0<p<1

Es llamada la funcién cuantil de la funcién de distribucién. El cuantil x, = F (p)
define el cuantil p de F. Entre los cuantiles se tienen los percentiles.

Teorema 2.3 (Reformulaciones de las equivalencias del teorema 2.1)
Para todo ¢ € R las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Existen constantes reales a, > 0 y b, real tal que

lim F" (a,x + by) = Ge(x) = exp (—(1+ (:x)‘%> (2.20)

n—o00

Para todo x con1+ ¢x >0

2. Existe una funcion positiva tal que para todo x > 0

lim U(tx) —U(t) _ De(x) = xa(:_ 1

t—ro0 a(t)
Donde para ¢ = 0 el lado derecho es interpretado como log x

(2.21)
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3. Existe una funcion positiva tal que

lim £(1 — F(a(t)x + U(t))) = (1 + &x) ¢ (2.22)

t—o0

para todox conl+¢x >0

4. Existe una funcion positiva f tal que

=

[ 1= F(t 4 xf(1))

- e

(2.23)

para todo x para el cual 1 + ¢x > 0, donde x* = sup{x: F(x) <1}

Demostracion. La equivalencia de 2 y 3 siguen del lema 1.1.1 (Texto Extreme
Value Theory An Introduction, de Haan y Ferreira) y se aplica este mismo lema
a la relaciéon (2.7). Sea la funcién U la inversa continua a la izquierda de ﬁ
Se debe tener en cuenta que U(t) esta definida para t > 1. Se sigue (2.7) es

equivalente a
1

tim 40 Zbn _ o (e7%) == D)

n—00 ay

para cada x positivo. Esto es alentador ya que la relacién anterior es mas simple
que (2.7).

Asi que es suficiente probar que la relacién anterior implica 3. Sea x un punto de
continuidad de

o Ut)—u(t)  xf -1
De(x) = fim —— = =~
Parat > 1,

1
U([tl — byg) _ Utx) —byy _ U (11 (1+ g)) — b
a[[tﬂ o a[[tﬂ - a[[tﬂ

el lado derecho es eventualmente menor D(x’') para cualquier punto continuo
x" > x con D(x") > D(x). Ya que D es continuo en x se tiene

U(tx) —b
lim —( *) [1]

t—o0 aM - D(x)

esto es 3 del teorema (2.8).

Se probard ahora que 2 implica 4.
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Se puede ver que para ¢ > 0
g(h(t) —e) <t <g(h™ +¢),

donde g es una funcién no decreciente y 1"~ es la inversa continua a la derecha.
Se sigue que

<1—s>¢—1%”(11—%<€t>)‘”(1—1%) -t (=)

5 () “

t — x* Luego,

Por lo tanto por 2 para todo x > 0

()

y por el lemma 1.1.1 (Texto Extreme Value Theory An Introduction, de Haan y

Ferreira)
1—F(t)

t—>x*1_1: <t+x“ (ﬁ))

Es decir 4 se cumple. Lo mismo 4 implica 2.

[raty

= (1+¢x)

El rango completo de posibles distribuciones limite para M; esta dado por el
teorema de los tipos de Extremos (Fisher y Tipper (1928) Gnedenko, (1943)).

Definicion 2.7 (Distribucion Max-estable). Sea Xj, X5,... variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con una funcién de distribucion F.



46 Teoria y modelos de valores extremos

La funcidon de distribucién F es llamada max-estable si para alguna seleccién de
constantes a, > 0, y b, real

p(M”T_I’”gx):p(xlgx)
n

Paratoda xyn =1,2,... La clase de distribuciones max estables o estable en los
maximos es la misma clase de distribuciones de valor extremo.

Una distribucién para la cual el maximo muestral re-escalado, posee la misma
distribucién que la variable aleatoria inicial.

Teorema 2.4 (Distribucién Max-Estable)
Una distribucion es max-estable si y solo si es una de las distribuciones de valores

extremos.
Demostracion.
lim P (M < x) =G(x) & lim P (M < x) = G(x) (2.24)
n—00 an n—oo Ak
k
(e (=)
ank an

En consecuencia de (2.24) y (2.25)

S PMy <x)=G (Lb"k)
Ank

& P(My < x) = G <x_7b”k)
Ank

Por lo tanto
& G(x) = Gk (zikx n bk>

2.1.4 Distribucion Generalizada de Valores Extremos

Von Mises (1954) y Jenkinson (1955) derivaron cada uno por su lado, la distri-
bucién generalizada de extremos que unificé las tres distribuciones limites de
valores extremos establecidas en el teorema 2.2.

Estas tres distribuciones limites tienen comportamientos diferentes que estdn
relacionados con las distintas formas que pueda tener la cola de la distribucién
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F de los X;, y esto se puede precisar mas considerando el comportamiento de la
distribucion limite G en el punto final superior x* Asi para la distribucién Weibull,
x* es finito, mientras que la distribucién Frechet y Gumbel es infinito, x* = co™.

Sin embargo, la funcién de densidad para G decae exponencialmente para el caso
de la distribucion de Gumbel, y en forma polinomial para la distribucion Frechet.

En las primeras aplicaciones de la teoria de valores extremos, era usual adop-
tar una de estas tres familias y luego estimar los parametros relevantes de la
distribucion escogida. Pero esta metodologia tiene dos debilidades, primero se
necesita una técnica adecuada para escoger cual familia de distribucién es la
mas apropiada para manejar los datos; segundo, una vez tomada la decisién, la
inferencia asume que no hay incertidumbre en la seleccion de la familia de dis-
tribucién mas apropiada.

Los problemas anteriores se resuelvan al combinar en una sola distribucion las
tres distribuciones de valores extremos conocida como la distribucién generali-
zada de valores extremos (GEV) dada por la siguiente expresion:

G@JLQU)ZGMQ{—{&(x;F)}_é} (2.26)

Definida sobre el conjunto
{x:l+§<£:ﬁ)>0}
log

Porque de lo contrario, G toma el valor de 0 o 1 y entonces es una distribucion

degenerada.

Los parametros satisfacen las condiciones

e —co < u<oo
e 0>0
s —0 <<
Donde yu es el parametro de localizacion, ¢ es el parametro de escala, y ¢ es el pa-

rametro de forma, que es el mas importante porque determina el comportamiento
de la cola de distribucion de los datos X;.
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1. Si¢ > 0la cola de la distribucion tiene un comportamiento tipo Frechet con

_1
r=z

2. Si¢ < 0la cola de la distribucién tiene un comportamiento del tipo Weibull
conua = —

=

3. Si ¢ — 0 la cola de la distribucion tiene un comportamiento del tipo de
Gumbel, con pardmetros de localizacién y escala, arbitrarios.

La unificacién de las tres familias de distribuciones de valores extremos en una
sola, implica una gran simplificacion en las implementaciones estadisticas; ade-
mas, la inferencia de ¢ permite que sean los mismos datos que determinen cual
es el modelo mas apropiado para el comportamiento de la cola de la distribucién
y asi no hay necesidad de introducir en la inferencia incertidumbre debido a la
escogencia del modelo méas adecuado.

El siguiente teorema unifica en una sola distribucién las tres distribuciones ante-

riores.

Teorema 2.5 (Distribucién unificada de Valor Extremo?®)

Sean {a,} y {b,} sucesiones de nimeros reales, M = {Xy,X5,...,X,} y si

n—oo n—oo

Para alguna distribucion no degenerada G entonces G es un miembro de la familia

GEV con 1
G(x,0,& 1) =exp{— {1+§ (X?T“)}_g} (2.28)

Definida en el conjunto
{x P14 ¢ (%) > 0} (2.29)

donde —0 <y <0, 0 >0y —00 < < 0

Las siguientes son propiedades importantes de la distribucién generalizada de
valores extremos.

4Para un algoritmo para la estimacién de los pardmetros de la distribucién de valor extremo
generalizada ver el articulo titulado Algorithm AS 215: Maximum-Likelihood of the parameters
of Generalized Extreme-Value Distribution escrito por J. R. M. Hosking.
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a. La media existe si { < 1y esta dada por:

pr=E(X) =t lo(1-8) ~ 1 (2.30)
b. La varianza existe si ¢ < % y estd dada por:
o2
w2 =E(X —p)* = gﬂ(l—%) r(1-2)] (2.31)
Para el caso limite { — 0, estas ecuaciones se reducen a

hmyl—hm{y—i— o (1—@’)—1]}2#—1—07 (2.32)

¢—0

o? o2 2

lim iz = lim % [F(1 —28) ~T(1 - )] = 7 (2.33)

En donde 7y = 0.5772 es la constante de Euler.

Otra caracteristica importante a destacar de la distribuciéon generalizada de ex-
tremos, es la estimacion de los cuantiles extremos los cuales se pueden obtener
invirtiendo la ecuacion (2.26):

Si ¢ # 0, como la funcién de distribucién acumulada de la Generalizada de Pareto

et ~onf - (52)] )

Pero para hallar el percentil 1 — p igualamos:

rmen (F (2] ) man =[]

= {~log(1—p)}°

:xpzﬂ+%{—bﬁ1—m}

Il
%
=
|
=

¢

Si ¢ = 0 la funcidn de distribucién acumulada es:

G(x) =exp (—e™7)

Pero para hallar el percentil 1 — p igualamos:

xX—

1—p=exp (—eTH> & log(l—p) = e & —log(l—p) = e
x_
log{~ log(1 — p)} = ~—F = clog{~log(1 —p)} = x— u

= xp = p+olog{—log(l—p)}
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Si definimos x, = —log(1 — p) entonces
o _
4+ = 11—{—1log(1— 6 para 0
N 11— {~log(1—p)} ] ¢ # 230
u+olog{—log(l—p)} para ¢ =0

Un concepto que se requerird en seguida es la convergencia débil el cual pasamos
a definir:

Definicion 2.8 (Convergencia en distribucién o convergencia débil). Se dice que

{Xy} converge en distribucién o converge débilmente a la variable aleatoria X si

para toda funcién f continua y acotada li_r>n E(f(Xx)) = E(f(X)) lo cual se anota
n—oo

, d
asi X, — X

2.1.5 Dominios de Atraccion y Convergencia Débil

El interés principal de los investigadores en la teoria de valores extremos, es
tratar de relacionar la funcién de distribucion G con la funcion de distribucién
F, es decir dado F, {Podemos encontrar G?. La respuesta a esta pregunta esta
directamente relacionada con el concepto de dominio de atraccion.

En este sentido, se dice que una funcion de distribucion F, discreta o absoluta-
mente continla, pertenece al dominio de méxima atraccién de una funcién de
distribuciéon G no degenerada, si existen sucesiones {a,}, a, > 0 y {b,} tales
que

lim F"(ayx + by) = G(x)

n—oo

Para todos los x, puntos de continuidad de G; y se denota por F € D(G).

El dominio de atraccion caracteriza un conjunto de distribuciones para las cuales
sus maximos normalizados M, tienen distribucién limite G, donde G pertenece
a la familia de las distribuciones generalizadas de extremos.

Para poder caracterizar los dominios de atraccién, es necesario establecer un
conjunto de condiciones necesarias y suficientes sobre F que garanticen que para
i =1,2,3; o en otras palabras, que condiciones debe cumplir F que garanticen la
existencia de sucesiones {a,}, a, > 0 y {b,} tales que

li_r>n F'(ayx+by,) =Gi(x) , i=1,23 (2.35)
n o0

Este tipo de convergencia se llama convergencia débil de funciones de distribu-
ciones o de variables aleatorias.



Guillermo Leon Arias Pineda 51

Corolario 2.5.1 (Base para pruebas de condiciones necesarias)
Sean {a,} y {bu} sucesiones de niimeros reales tales que, si para Vx

lim n(1 — F(anx +by)) = p(x)

n—oo
entonces
;}E)I(}OP(MYZ < anx 4 bn) = exp(—p(x))
A partir del corolario 2.5.1 se puede establecer los teoremas que determinan que
condiciones debe cumplir F para que existan sucesiones normalizadoras {a,},
a, > 0y {by} que garanticen que M, converge débilmente a una funcién de
distribuciéon no degenerada G.

En los teoremas siguientes ,x es el punto final inferior de la distribucién F, defi-
nida como
«x =a(F) =inf{x: F(x) > 0} (2.36)

y x* es el punto final superior de la distribucién F donde
x* =W(F) =sup{x: F(x) <1} (2.37)

Teorema 2.6 (Condicion necesaria Distribucion de Frechet)
Sea w(F) = oo™ yaeR, a >0 tal que, siVx >0

1—F(x) _
Ii — = x 2.38
e TTE Y (2.38)
entonces existe una sucesion {a, } tal que
lim P(M, < a,x) = Gy(x,«) (2.39)

n—oo

la sucesion normalizada {a,} se puede escoger como

an:inf{le—F(x) < %} (2.40)

Demostracién. Para nuestro proposito se escoge b, = 0 y a4, como aparece en la
ecuacion (2.40). El supuesto de que w(F) = oo™ implica que {a,} tiende a oo™,
por lo tanto

1. Para x < 0 tenemos que

ayx ——— 00~ = 1—F(a,x) ———— 1= lim n(1 - F(ayx)) = oo™
n—ocot n—soot n—oot
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Y por el corolario 2.5.1 se cumple
lim P(M, < ayx)=e * =0
n—oot

En consecuencia, el teorema 2.6

2. Para x > 0 aplicamos la hipdtesis (2.38) con t = a,, entonces obtenemos
para a, — oo™
1—F(a
lim 7( n)
n—oo 1 — F(an)
Paraa > 0 y x > 0, en consecuencia

(1= F(an))(1 = F(anx))

=x " (2.41)

lim n(1 —F(ayx)) = lim n

n—oo™t n—oot 1-— F(an)
= lim n(1—F(a,))x * de acuerdo a (2.41)
n—oot
=x"% lim n(1—F(ay)) (2.42)
n—oo™t

Ahora en vista de la definicion de a,, en (2.40), se tiene que

1
1—F(a, +0) < - <1-—F(ay)
O equivalentemente
1<n(l-F < — 2.43

y como 1 — F decrece, entonces,
1—F(a, +0)>1—F(ayx) parax>1

Y aplicando esta ultima desigualdad en (2.43) y usando de nuevo (2.38)

obtenemos

1—F(b,+0)
En donde ¢ — 0 cuando n — co. Como x > 1 es arbitrario, (2.44) implica

1<n(l—F(an)) < < (1—¢g)x” (2.44)

lim n(1—F(a,)) =1

n—oot
En consecuencia, en (2.42) se tiene
lim n(1—F(ayx)) =x* lim n(l—F(a,)) =x*
n—oot n—oot

Luego por el corolario 2.5.1

lim P(M,, <x) =

n—oot

e " six>0
0 six <0



Guillermo Leon Arias Pineda 53

Teorema 2.7 (Condicion necesaria Distribucion Weibull)
Sea w(F) finito y supongamos que la funcion de distribucion

F*(x) = F(wF(x) — 1),

con x > 0, satisface la ecuacion (2.42). Entonces, existen sucesiones {a,} y {b,}

tal que

n—oo

Las sucesiones normalizadoras, {a,} y {b,}, se pueden escoger como

i =w(F)—inf{x:1_p(x) < %}

Demostracion. Como w(F*) = oo™ y F*(x) = (w(F(x)) — 1) con w(F) finito, en-
tonces como (2.42) se satisface para F*, la conslusion del teorema 2.6 establece
que para cualquier x > 0

lim (F*)"(a}x) = lim F" (w(P)— ! )

H—soot n—00* a;x

= Ga(x; ) (2.45)

}:inf{le—F<w(F)—%) g%}
_ <w(F)—inf{x:1—F(x) < %})_1

En consecuencia, cuando se escoge b, = w(F) y a, = ai* la ecuacién (2.45) se
n

Donde

n

a*x:inf{le—F*(x) <

S

transforma en

lim F <bn - ”—”) = Gy(x;a) six>0 (2.46)
n—oo* X

lim F(b, —ayx) = Gy (—1;[)() six <0

n—o00* X

pero para x < 0
1
Gy (—;;oc) =exp (—(—x)") = G3(x; )

Para completar la prueba, se debe notar que como b, = w(F) y a, > 0
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Teorema 2.8 (Condicién necesaria Distribucion Gumbel)
Se asume que para algtn <y finito, se cumple que

w(F)
/ (1= F(x))dx < oo
g
y para a(F) < t < w(F), definamos

R(t) = (1 —F(t)! /tW(F)(l — F(x))dx (2.47)

si para Vx € R

. 1—F(t+xR(t))
1
t—>lzfyr(1F) 1—F(t)

entonces existen sucesiones {a,} y {b,} tal que

= exp(—x) (2.48)

n—oot
Las constantes normalizadoras se pueden escoger como

bn:inf{le—F(x)S%} (2.49)

an = R(by) (2.50)

Demostracion. Para la prueba se escogera {b,} y {a,} como lo indica (2.49) y
(2.50) respectivamente. Se observa que

lim b, = w(F)

n—o0o

Luego para t = b, y R(t) = R(b,) = a, segtn (2.50), y siguiendo (2.48), tenemos:

Jm ) =exp(—x) Vx (2.51)

Por lo tanto para un x arbitrario

lim_ (1~ F(anx+by)) = tim_p L EE) - F@nx b))

n—ocot n—oot 1 - F(bn)

= exp(—x) ngrg.}+n(1 — F(by)) (2.52)

pero por (2.49)

1— F(by +0) < — < 1— F(by)

S |-
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Por otra parte, para cualquier € > 0

Estas dos ultimas dos desigualdades se pueden combinar y producir el siguiente
resultado

L<n(l—Fbn)) < 1 —1F_(bFn(-IT-n2an) n—ocot » exp(e)

Usando el limite (2.51). Pero como ¢ > 0 es arbitrario, entonces

lim n(1 —F(b,)) =1

n—oo

En consecuencia, volviendo al limite en (2.52)

lim n(1 —F(by, +anx)) = exp(—x) lim n(1 —F(b,)) = exp(—x)

n—oot n—soot

Luego usando el corolario (2.5.1) se tiene que

lim P(M, < b, +a,x) =exp(—exp(—x)) para —oo < x < o0
n—oo™t
Asi que bajo las condiciones de uno de estos teoremas, la funcién de distribucién
F pertenece al dominio de atraccion de la funcién de distribucién Frechet o de la
funcion de distribucién Weibull o de la funcién de distribucion Gumbel respecti-
vamente. Ademas, estos resultados destacan el hecho de que la escogencia de las
constantes normalizadoras no son unicas. También es importante destacar que
las condiciones necesarias y suficientes dadas por los teoremas 2.6, 2.7 y 2.8 son
equivalentes a las condiciones originales usadas por Gnedenko (1943).

Sin embargo las condiciones necesarias y suficientes de estos teoremas probados
son por lo general muy dificiles de verificar. Por esta razon, se utiliza un resultado
alternativo que es el teorema de Von Mises (1936), cuyas condiciones de suficien-
cia son mas faciles de probar y no son tan restrictivas, de hecho son aplicables
solo a funciones de distribucion F absolutamente continuas.

A continuacién se derivan condiciones suficientes de la funcién de distribucion F
para asegurar que hay una sucesion de constantes a, > 0 y b, tales que

lim F"(ay,x + by) = Gg(x)

n—oo

para alguin ¢ y todo x. Estas condiciones requieren la existencia de la primera y
segunda derivada de F.
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Todo teorema de condicion suficiente tiene su corolario adicional en donde esta
condicion suficiente se expresa en términos de la funcién inversa U en vez de la
funcion de distribucién F, que es una manera mas sencilla de expresarla.

Teorema 2.9 (Condicion suficiente)
Sea F una funcion de distribucion y x* su extremo derecho. Supongamos que
F’(x) existe y F'(x) > 0 para todo x en alguna vecindad a la izquierda de x*. Si

. (1-F\" .
tlg?* ( o ) (tH)=¢ (2.53)
0 equivalentemente
. "

o (F(1)2

Entonces F esta en el dominio de atraccion de Gé‘-

1

Demostracion. Consideremos T—FU)

= t por lo tanto

[1— FQu())P?

WO = =Fuw)

Luego

de modo de
tU”(t)
u(e) [F/(U(t))]?

La relaciéon probada es equivalente a

_ ¢ _
U —U() a1

e R (2.55)

Para todo x > 0. Asi que se necesita demostrar que

U’ (t)
ANTT0

=c¢—1
Implica (2.55) para la misma ¢, de modo que 1 < xg < x

xUu’(s)
x U'(s)

log U’ (x) —logU'(xg) = ds
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Se tiene que para x > 0, tx > 1

log U (+x) — log U (f) = /:A(ts)% con A(t) =

Se sigue que para 0 < a < b < oo,

u'(tx)

0] =0

—log 1

lim su
t—o00 p

log

Por lo tanto también, ya que |€° — €| < ¢|s — t| en un intervalo compacto para una
constante positiva c,

Esto implica que

U(tx) —U(t) x6—1  x/U'(ts) s
O _/1 (U’(t) - 1) *

Converge a cero. Por lo tanto por la parte b del teorema 2.3 se concluye que F

pertenece al dominio de atraccién de G¢(F € D(Gg)).

Corolario 2.9.1
La condicion (2.53) es equivalente a:

H" ()

O
Lo cual implica

. U’(tx) -1

T ON

Localmente uniforme en (0,00) y finalmente

_U(tx) —U(t)  x6—1
N TG

Asi que por el teorema 2.2 se obtiene F € D(Gg).

Condiciones mas simples son posibles para ¢ # 0

Cuando ¢ > 0 se estd en el dominio de atraccion de la distribuciéon limite de
Frechet. Algunas funciones que caen en esta clase son: Distribucién Burr, Dis-
tribucién Generalizada de Pareto, la distribucion log-gamma, la distribucion de
Cauchy, la distribucion F y la ¢.
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Teorema 2.10 (Condicion suficiente. Distribucién de Frechet)
(¢ > 0) Sisesupone x* =oc0 y F Si
tF'(t) 1

o i (2:56)

para algun ¢ > 0, entonces F esta en el dominio de atraccion de Gg.

Demostracion. Como en la prueba del teorema 2.9 se ve que la condicion (2.56)
es equivalente a

tu’ (t

lim ()

t—r00 U(t)

= (2.57)

Ademas
X tsU'(ts) ds

logU(tx) —log U(t) = /1 Us) s

por lo tanto (2.57) para x > 0

. U(tx) _ @
M T = F (2:58)

_U(te) —U(t) 2% —1
R T O I

El cudl es la condicion (2.20) del teorema 2.3.

Corolario 2.10.1
(¢ > 0) Condicion (2.56) es equivalente a

. tu'(t)
N TR
Que implica (2.54) en vista (2.58).

Cuando ¢ < 0 se esta en el dominio de atraccién de la distribucion limite de
Weibull. Algunas distribuciones que caen en esta clase son: Uniforme, Beta, la
Weibull de valor Extremo.

Teorema 2.11 (Condicion suficiente. Distribucion Weibull)
(¢ < 0) Se supone x* < oo y F'(x) existe para x < x*. Si

* _ 1\ !
im & OF() 1 (2.59)

t—o0 1-— F(t) - g

para algun ¢ negativo, entonces F es el dominio de atraccion de Gg¢
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Demostracion. Como antes, se puede ver que la condicién (2.59) es equivalente
a

tu’ (t

lim ()

SR Ul - uwm .

u'(ts) ds
—U(ts) s

log(L1(e9) — L(tx)) ~log(U(e2) ~ U(t) =~ [ 7>
La relacion (2.60) implica

. U(c0) = U(tx)
i e —um -

esto es para x > 0

) U(tx) — U(t) x6—1
lim =
t=eo —&(U(00) — U(t)) g
Corolario 2.11.1
(¢ < 0) la condicion (2.59) es equivalente a
. tu)
M ey —u =~ ¢

que implica (2.60)

Las distribuciones de valores extremos se obtienen como distribuciones limite
de los valores mas grandes o mas pequenos de una muestra aleatoria de tama-
no creciente. Para obtener una distribucion limite no degenerada es necesario
reducir el valor mas grande real aplicando una transformacion lineal con coefi-
cientes que dependen del tamano de la muestra. Este proceso es analogo a la
estandarizacién aunque no se restringe para esta sucesion particular de trans-
formaciones lineales. Si hay una distribucién limite de interés se debe encontrar
como la distribucion limite de alguna sucesion de valores reducidos transforma-
dos, tales como donde a,, b, pueden depender de n pero no de x. Para distinguir
el limite de la distribucién acumulada del valor mas grande reducido de F(x) sera
denotado por G(x) esta debe satisfacer la ecuacién

|G(x)|" = G(anx + by)

Esta ecuacion fue obtenida por Frechet (1927) y también por Fisher y Tippet
(1928). Es algunas veces llamado el postulado de estabilidad.

El teorema siguiente presenta los valores de a,, y b, para las tres familias de
distribuciones limite de valores extremos: la distribucion tipo Gumbel, la tipo
Frechet y la tipo Weibull.
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Teorema 2.12 (Constantes Normalizadas)
Hipotesis:

1. SjG:Gz(x;zx) _ {(e)xp(—x_ ) izg

2. SiG = Gs(x;a) = {(G)XP(—(—x ) iig

3. SiG = Gy(x;a) = exp(—e™*) para todo x € R

Tesis:
Se escoge

1.b, =0y a, = F! <1 — %) para la distribuciion tipo 2 (Distribucion tipo
Frechet).

2. b,=F1'1) ya,=F'1)—F! <1 — %) para una distribucidén tipo 3 (Dis-
tribucion tipo weibull).

3. a, = F1 (1 — %) —F1 (1 — %) b, = F1 (1 — %) Para una distribucién
tipo 1 (Distribucion tipo Gumbel).

Demostracion.

1. Distribucién tipo 1 (Distribucion tipo Gumbel)

G(x)]" = G(apx +b,) = G(x+by), parauna, =1

X=ayx+b,=x—ayx="b,= (1—a,)x =0y

by

= x =
1_an

Por lo tanto G(x) = G (by(1 —a,)™!)

[G(x)]"™ = [G(x + by)]" = G(x + by + b)) = G(x + bym)
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por lo tanto b, + by, = by,
[G(x)]" = G(x + by)
nlog G(x) = log G(x + by)
logn + log [— log G(x)] = log [—log(x + clogn)]
h(x) = log [—1log G(x)]

h(x) = h(0)~ = h(x) = Uhm; —x
X - Zh(O) — log{— log G(x)}
__x—ch(0) o

dado que y = olog(—log G(0))

2.2 Métodos de umbral y Distribucion Generalizada de Pareto

2.2.1 Introduccion

Sea Xi,X5,... una sucesion de variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas, que tienen una funcién de distribucién marginal F. Es natural
considerar como valores extremos aquellos X; que exceden algun umbral u gran-
de. De esta manera, el comportamiento estocastico de estas variables esta dado
por la probabilidad condicional

1—F(u+x)

Fi(x)=P(X>u+x/X>u)= = F(u)

x>0 (2.61)

Si la distribucion F fuera conocida, se podria determinar la funcién de distribu-
cion de (2.61) de los excesos sobre un umbral; pero en la practica no se cono-
ce, de tal manera que se aplican aproximaciones y en este punto se preserva el
paralelismo con la aproximacién que se realiza en el modelo de la funcién de
distribucion generalizada de los extremos (GEV).

Definicion 2.9 (Funcion del promedio de los excesos). La funcién
e(u) =E(X—u/X > x) (2.62)

Es llamada la funcion del promedio de los excesos de X.



62 Teoria y modelos de valores extremos

2.2.2 Ajuste de excesos sobre un umbral

Definicion 2.10 (Funcion de distribucién de excesos, funcién del promedio de
los excesos). Sea Xi,..., X, soni.i. d. con una F € D(Gg¢) para algin ¢ € R

Primero, seleccionamos un umbral alto u# y se denota por
N,=card{i:i=1,...,n, X; > u}

El namero de excesos de u de X; _ x, se denota los correspondientes excesos por
Y1,...,Y,. La funcion de distribucion de los excesos de X esta dada por

F,(y)=PX—-u<y/X>u)=PY<y/X>u) , y>0

Es la funcién de distribucion de los excesos sobre el umbral u. La funcién anterior
se puede escribir también como:

F(u+y) = F(u)Fu(y)

La funcién del promedio de los excesos juega un papel muy importante en muchos
campos. Diferentes nombres surgen de aplicaciones especificas. Por ejemplo, F,
es conocida como la distribucién de probabilidad del exceso de vida o tiempo
de vida residual en la teoria de la confiabilidad y en estadisticas médicas. En el
contexto de seguros, F, es usualmente referida como la funciéon de distribucion
del exceso de pérdida.

Por lo tanto, el siguiente teorema permite caracterizar el modelo asintoético de los
excesos sobre un umbral.

A continuacién se demuestran cinco propiedades de la Distribucién de Pareto
Generalizada. La primera propiedad a su vez consta de tres numerales.

Teorema 2.13 (Propiedades de la Distribucion de Pareto Generalizada GPD)
Supongamos que X tiene una Distribucion Generalizada de Pareto con parametro
¢ y B. Entonces E(X) < oo siy solosi¢ < 1.

Se demuestra con el enunciado anterior los siguientes tres literales: a, by c.

a. Dado el supuesto (a) demostrar que: Sir = —% entonces

N1
(l—i-Bx) ]_ng (2.63)

E
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Demostracion.

(145:) ] = (e E) L (s gx)‘%*dx
i [ (og) e

Haciendo la siguiente sustituciéon: u =1+ %x = gdu =dx

. (1—}—%95) <_r_%> b_ 1

E

1 1,1 4 1
=1 Tl du =21 = ,
<§b1—I>Ic}o ;! " (fb1—> —r—% 1+ ¢r

siempre y cuando r > —%

b. Dado el supuesto (a) Demostrar que si k € N entonces

[(org)] -

c. Dado el supuesto (a) Demostrar que si ¢ < % conr € R, entonces

E [(X (é(xl‘:/ﬁ)))r} = (r+1_ﬁ)(r+1) r|—g|1 >0

r

£ (G - [ (1055) 3 (53)
ﬁ/‘ (“*C) C dx =

u:1+§%:>dx:§du ng(u—l)

Por lo tanto queda la siguiente integral:

B b _r_1.4 B b, 1 _r1l
—gzbhm (u—T1)u 7 "du= gzbhm <u ¢ t—u %
—o00 J0 —00 JO

T r+1-0(r+1)

siempre y cuando £t > 0

et
r\ __ :Brr(g_l —}’)
E(X ) - §r+1r(1 + g—l)r!

(2.64)

(2.66)
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1. Paratodo ¢ € R, F € D(Gg) siy solo si

Fu(x) — Gg guy(x)| =0

u—rx*
para alguna funcién  positiva.

2. Sisuponemos que x; € D(¢,B), i = 1,2, entonces

G(x1 + x2;¢&,B) (e
Sl pp)  olwepr)
Demostracion.
G+ x5 B) _ <1+§%>_Z = <1+§xl;x2>é N (H%%)%
E(Xl}grﬁ) (1+§x_1) ]—i—é‘% 1_|_§%1
_ t B Exo - B ¢ —2
- ( 1+¢"1> - (1+ﬁ+6x1) - (1+,B+<§x1x2)
C x2/€ .B"_gxl)

3. Si se asume que n es Poi (A) independiente de una sucesiéon {X,} i. i.
d. con una Distribucién Generalizada de Pareto con parametros ¢, 8. Escrito
M, = max(Xy,..., Xy,). Entonces

P(M, < x) = exp {—A (1 +¢§)_E} — G )

donde y = BE (A —1) y 0 = BAS

Demostracion.

P(My < 2) = Y. e M GM (8, ) = exp{-AT(x:E, B))

n=0

X _%
—exp{—)t(l—i—ég) }

g (aE 1) E
:exp{—<1+§x ¢ ,f)\? 1)> } , ¢#0

_ x—BknA
Para el caso § = 0 se reduce a P(M, < x) = exp {—e P }
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4. Supongamos que x tiene Distribucién Generalizada de Pareto con para-
metro ¢ <1y B, entonces para u < x*

e(u) = E(X — /X > 1) = ﬁlt%” , B+ug>0
Demostracion.
e()E(X — u/X > u) = /uw(x - u)dFF((ux)) _ F(lu) /u°° F(x)dx

Nate

F(x) = G(x;¢,8) = (1 + C%) ) reemplazando se tiene

e(u) :;_%/; (1+g%)_ dx

R =

(1+2p)
U:1+C%:>dv:%dx:>dx:§dv
€(u) = ;—lbﬁm bv—%édv — :B — blim [v—%-H]
(1eeg) 7 c(1res) T
e(u) = /31+_€§u’

siempre y cuando S+ ¢u > 0.

La propiedad (3) anterior es a menudo reformulada como sigue: la clase de GPDs
es cerrada con respecto al cambio del umbral. Es mas las variables aleatorias
en la ecuacion de (3) es la probabilidad condicional que, dado de que las varia-
bles aleatorias excedan a x1, es también que excedan el umbral x; + xp. La regla
establece que esta probabilidad es otra vez de tipo Pareto generalizada. Esta pro-
piedad cerrada es importante en reaseguros, donde las GDP son basicas cuando
se tratan con contratos con excesos de pérdidas.

La propiedad (2) anterior sugiere una GPD como una aproximacion apropiada de
los excesos F,, para u grandes. Este resultado se remota a Pickands y es a menudo
formulado como sigue. Para alguna funcion B que sea estimada de los datos,

Flx;u)=P(X—u>x/X>u)~G(x;&Bwu) , x>0
Alternativamente uno considera para x > u,

P(X >x/X >u)~G(x;&u,B(u)) (2.67)
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En ambos casos u debe ser tomado lo suficientemente grande. Juntos (2) y (5) dan
una técnica grafica maravillosa para seleccionar u tan alto que una aproximacion
de la funcion de los excesos a una GPD esta justificada: dada una muestra alea-
toria Xj,..., X, i. i. d. construir la funcién del promedio de los excesos empirica
e(u). De (5) se sabe que la funcién del promedio de los excesos de una GPD es
lineal, por lo tanto chequear para una regiéon u donde el gréafico de €, (u) llegue
a ser rigurosamente lineal. Para tal u una aproximacién de F, por GPD parece
razonable.

De las observaciones anteriores sugerimos el siguiente modelo aproximado para
los excesos de una muestra i. i. d:

* El numero de excesos de un umbral alto sigue un proceso de Poisson.

* Los excesos sobre un umbral alto pueden ser modelados por una Distribu-
cion Generalizada de Pareto (GPD).

* Un valor apropiado para el umbral alto puede ser encontrado graficando la
funcién del promedio de los excesos empirica.

* La distribucién del mdximo de un nimero de Poisson de excesos iid sobre
un umbral alto es una Distribucion de valor extremo generalizada.

La propiedad (2) del teorema (2.14) da un resultado limite para f(y,' 1) como
lim sup |F(x;u) — G(x;¢, B(u))] =0
u—x*

Para una funcion positiva . Basada en esta relacion, para un u grande la siguien-
te aproximacion se sugiere:

F(y;u) = G(y; &, B(u)) (2.68)

Es importante resaltar que p es una funcion del umbral u. En la practica u debera
tomar un valor suficientemente grande. Dado un valor de u, ¢, y B = B(u) son
estimados a partir de los datos de los excesos, por lo tanto los datos estimados
dependeran de u.

La ecuacion (2.68) luego sugiere un método para estimar el extremo de la cola de
F estimado F,(y) y F(u) separadamente. Un estimador natural para F(u) es dado
por la funcién de distribucién empirica

(F(u)) = Fy = )”: ) =
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Por otro lado la aproximacién de la generalizada de Pareto motiva un estimador
de la forma

(F(u))(Fu(y)) = G(y; ¢, B)

Para un 5 = éNu y B = BN,- Un estimador para la cola para cuando y > 0 tiene la
forma:

=

y _Nu V)
(Fu+y)) = — (1+§ﬁ) (2.69)

En el caso de Frechet y de Gumbel (¢ > 0) la restricciéon del dominio es y > 0 se
destaca claramente que se estima F en la cola superior. Un estimador del cuantil

fp=u+§ ((Niu(l—p))_g—1>

Ademas para é < 0 un estimador del punto superior de la derecha x* de F esta

dado por £* = u — g Lo anterior es obtenido poniendo £* = %1 es decir (p = 1)
en la ecuacion anterior.

x* es el siguiente:

Teorema 2.14 (Distribucién Generalizada de Pareto®)
Sea Xj,X»,... una sucesion de variables aleatorias i.i.d. con funcion de distri-
bucién comun y sea M, = {Xj,...,Xn} sea X un término X; cualquiera de la
sucesion y supongamos que F satisface el teorema 3.4.

Si P(M, < x) =~ G(x;{,u,0), n — oo donde

G(x: & n,0) = exp{— {1+§ (%)}‘%}

para alguny, o >0 y ¢.

Entonces para algun u suficientemente grande la funcion de distribucion de X — u
condicionado a que X > u definida sobre {y y>0y (1 + %) > O} donde

Gd=0+¢(u—u) (2.70)

es

NatiIsey

H(y) =1 (1 + %y)_ (2.71)

S5Para un desarrollo de la estimacién de pardmetros y cuantiles ver el articulo Parameter and
Quantile Estimation for the Generalized Pareto Distribution escrito por los autores J. R. M Hosking
and J. R. Wallis.
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Demostracion. Se considera la v. a. X lo cual tiene una funcion de distribucién F
que cumple la suposicién del teorema 3.4, entonces

Fn%exp{_{l_’_g(x;}l)]_é}

Para algunos parametros y,0 > 0 y ¢ Por lo tanto,

o

1
— ¢
nlog(F) ~ — [1 +¢ <x V)} (2.72)
Luego para valores grandes de x, una expansion de Taylor indica que:
log F(x) ~ —{1—F(x)}

Y sustituyendo esta ultima expresion en (2.72), obtenemos después de re arreglar

1—F(u)z%[1+g<”;”>y (2.73)

Para u grande. Similarmente, para y > 0

1—F(u+y)%%{1+r§(u+%%y)}_

Rl

Eat

por lo tanto,

-1 [1+C(u+y—u)yé Cuty—p7*
Yy o o
P(X>u+35>u)= — =1+ —L
( X ) - {1_'_5(“_#)}_6 1+C(ua—ﬂ)
o
_ [1 n C_y} B (2.74)
o

Donde ¢ = o + {(u — u)

La familia de distribuciones definida por la ecuacion (2.70) se conoce distribucién
generalizada de Pareto (GPD). Por lo tanto para un umbral u lo suficientemente
grande y existe algun 0 que depende de u y algun ¢ para los cuales la distribuciéon
generalizada de Pareto es una muy buena aproximacion de los excesos sobre un
umbral u.
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2.3 Estimacion del indice de valor extremo y pruebas

2.3.1 Introduccion

Cuando aplicamos la teoria de valor extremo la primera decision que se debe
tomar es si se aplica el método de bloques o picos sobre un umbral de acuerdo a
la disponibilidad de datos que se tenga. Si se elige el primer método se trabaja
con la distribucién de valores extremos y si se elige el segundo se trabaja con
la distribucién generalizada de Pareto. Identificada la distribucién con la cual
se va a trabajar se procede a estimar los parametros de la distribucion: Existen
tres parametros uno de forma, uno de escala y otro de localizacion. El parametro
mas importante es el de forma o indice de valor extremo que define el tipo de
distribucidn si ¢ > 0 es la distribucion tipo 2 Frechet, si ¢ < 0 la distribucién tipo
3 Weibull, y si { — 0o, —o0 es la distribucion tipo 1 Gumbel.

Hay varios métodos para estimar el indice de valor extremo: Hill (5 1) Bajo con-
diciones apropiadas, el estimador de Hill es consistente solamente para valores
positivos de &, Pickands (¢p), Maximo Verosimilitud (¢yr), Momentos pondera-
dos por probabilidad® (éypp), y Hill Negativo (ér), el de Maxima Verosimilitud
(MV) esta definido para ¢ > —%, el de Pickands y el de momentos estdn definidos
y son consistentes para todos los valores reales de ¢, el Momentos Ponderados
por probabilidad (MPP) es consistente para ¢ < 1, y el Hill Negativo para ¢ < —%.

Para el calculo del parametro de forma existen diferentes métodos para estimar-
lo el estimador de Hill del cual hay dos posibilidades segun el valor que tenga
mayor que cero o menor de —% y el estimador de Pickands que sirve para el caso
general su valor es posiblemente cualquier valor real, Un estimador de momen-
tos para un valor dentro de los reales, un estimador de momentos ponderados
segun una probabilidad cuando el valor es menor de 1 en nuestro caso se elegira
el estimador de Hill.

También deben estimarse las constantes de normalizacidn, los cuantiles y la pro-
babilidad de la cola.

Pero cuando se usa un método de estimacion: Método de Hill, Método de Maxima

6Para un desarrollo amplio del Método de estimacién de parametros de Momentos pondera-
dos por probabilidad en el articulo Estimation of Generalized Extreme-Value Distribution by the
Method of probability-Weighted Moments. Revista American Society for Quality.
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verosimilitud’, Método de Momentos Ponderados por Probabilidad o cualquier
otro la diferencia entre uno y otro son insesgadez, la eficiencia, la consistencia y
la suficiencia.

También se debe saber cudl es la distribucion del pardmetro porque a partir de
esta informacién se construyen las pruebas estadisticas y los intervalos de con-
filanza pertinentes.

Las dos propiedades en las que se concentrara este trabajo son la consistencia y
la distribucion asintotica de los estimadores.

Definicion 2.11 (Estimador consistente). Se dice que 0 es un estimador consis-
tente de 0 si, Ve > 0

limP(}é—G} <g =1 o limP(‘é—Q‘ >e) =0

n—o00 n—oo

La condicion alternativa al teorema 2.3 sirve como una base para las aplicaciones
de la teoria del valor extremo.

Considere la relacién 2.22; existe una funcién no decreciente positiva f tal que

lfm 1—F(t+xf(t))

_1
i - A (2.75)

Para todo x para el cual 1+ ¢{x > 0 donde x* = sup{x: F(x) < 1}
Sea X una v. a. con funcién de distribucién F y sea F € D(G¢) para algin ¢ € R.

Entonces (2.75) nos dice que x >0y x < (0V (—¢))~!

p X — - 1

Esto es, la distribucién condicional de %=t

o

dado X > f tiene una distribucion
limite cuando t — x*.

He(x) :=1—(1+&)"* , 0<x<(0V (=) (2.77)

Donde para ¢ = 0 el lado derecho es interpretando 1 — e~ * Esta clase de funciones
de distribuciones es llamada la funcion generalizada de Pareto.

7Para un desarrollo amplio ver el articulo de Maximum Likelihood Estimation in a Class of
Nonregular Cases de Richard L. Smith. Revista Bimetrika Trust.
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La relacién (2.75) significa en términos generales que de algin umbral alto t en

adelante (es decir, X > t) la funcion de distribucién puede ser escrita como
—t
P(X >x) =1— F(x) = (1—F(t)){1—H,§ (’}(—t))} , x>t

La cual es una familia paramétrica de distribucion de la cola.

Se puede esperar que esta aproximacién se cumpla para estadisticos de orden
intermedios y extremos. Sea Xj,..., X, V. a. independientes e idénticamente dis-
tribuidas con funcion de distribucion F y F, la correspondiente distribucién em-

n
pirica, esto es, F,(x) :=n"! Z Lix,<x)
i=1

Se aplica la ultima aproximacion con t := X,,_; , donde se selecciona

k
K=K(n) - o0 , E—)O , N — 00

1—-F(x) =~ (1—-F(Xy—n)) {1 — Hg (%) }

Y yaquel—F(X, ,) ~1—F(Xy_kn) = %

1— F(x) ~ % {1—H§ (%)} (2.78)

Para poder usar esta aproximacién se necesita estimar ¢ y la funcién f en el punto
n

k.

entonces

Esta aproximacion es valida para cualquier x mas grande que X,,_i , y puede ser
usada siempre que x > X, i, y puede ser usada siempre que x > X, ,, esto es,
fuera del rango de observaciones y este es en efecto la base para aplicaciones de
valores extremos.

Posteriormente se considerara una aplicacion de la relacién (2.20) ya que existe
una funcién positiva tal que Vx > 0

U(tx) —U(t)  xb—1

Ii = 2.79
Froo a(t) ¢ ( )
La relacion (2.77) se convierte en la siguiente aproximacion
(F) -1
U(x) =~ U(t) +a(t)~— , x>t (2.80)

G
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Esta aproximacion es usual cuando uno desea estimar un cuantil

o-n-u)

Con p muy pequeno, ya que este cuantil esta luego relacionado con muchos bajos
cuantiles.

Uu(t) = FE (1 — %) El cual puede ser estimado por un estadistico de orden in-

termedio. Por lo tanto se selecciona t := % conk = k(n) =+ ooy £ -0, n —» o0
Entonces para grandes y por ejemplo y = % con p pequeno,
n n (ﬁ)g -1
U(y) ~ U (—) (-) AN 2.81
() v)Tx) 7 (2.81)

En orden a hacer esta aproximacién aplicable se necesita estimar ¢ la funcién a
en el punto % yUu (%) El cuantil anterior puede ser estimado por un estadistico de
orden intermedio, el cual puede ser usado para y < n y también para extrapolar
fuera de la muestra.

2.3.2 El estimador de Hill { > 0

Para introducir el estimador de Hill, se comienza presentando el teorema 1.2.1
(Ver en Haan y Ferreira (2006))

Si¢ >0y F e D(G) siy solo si

lim 1 - Fitx) —xt

e ) ) 0
Ty ¢ >

El parametro a = % es llamado el indice de colas de F el teorema 2.3 nos permite
escribir esta expresion de la siguiente manera:

[ a-Fas
I O

Ahora la integral parcial da

/’(1—F@n%§:./ (log it — log t)dF (1)
t t
Por lo tanto se tiene o
/ (logu —logt)dF(u)
lim

Hm T—F() =6

(2.82)
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En orden a desarrollar un estimador basado en este resultado asintotico reem-
plazando en (2.82) el parametro t por el estadistico de orden intermedio X,,_ ,
y F por la funcién de distribuciéon empirica F,. Entonces se logra el estimador de
Hill (1975) 4y definido por

/ logu —log X,k ndF, (1)

;)/\ Xn—k,n
H pu—
1- Pn(Xn—k,n)
(0]
1 k—1
TH =7 Z log Xy—in —log Xy (2.83)
i=0

Teorema 2.15 (Consistencia débil)
Sea Xj,X»,... variables aleatorias i. i. d con funcion de distribucion F. Suponga
que F € D(Gg) con ¢ > 0 Entonces cuando n — oo, k = k(n) —co y % —0

fy ———— ¢

Demostracion. Por el corolario 1.2.10 (Ver en Haan y Ferreira (2006)) F € D(G,g)
U(tx)
u(t)
Haan y Ferreira (2006)) parax > 1, y t >ty

con ¢ > 0 implica tlim — x% para x > 0, esto es (Proposicién B.1.9) (Ver en
—00

(1—¢)x8 ¢ < < (14 )¢+

O equivalentemente

log(1—¢)+ (& —€)logx < logU(tx) —logU(t) < log(1+¢) + (& +¢)logx
(2.84)
Sea Y7,Y,... V. a. i. i. d. con distribucién comun 1 — % y>1

Note que
uy,)=x, , i=1,2

Asi que es suficiente probar el resultado para

k—1
CH = k! Z log u(Yn—i,n) —log U(Yn—k,n)
i=1
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Aplicar (2.84) con t = Y,,_j,x — # ya que por el lema 1 (ver Haan y Ferreira
(2006)) Y,k — 0 a.s.n — o0 eventualmente

Y .
log(l—s)—i—(g—e)log noLn <logU(Yy_in) —logU(Yy—rn)

nkn

Y, .
<log(l+e¢)+ (Z—¢)log <Y" l’”)
n—kn

Parai=0,1,2,3,...,k—1, por lo tanto

n
log(1—¢)+ (¢ —¢) %2 ( nm)<§H
i=1

Yk
<log(l+¢)+ Zlog( — l")

nkn

Ademads es suficiente probar que cuando n — o

Teorema 2.16 (Consistencia débil)

Sea X1,X5,... v. a.i. i. d con funcion de distribucion F. Supongamos que para una

sucesion de enteros k = k(n) — oo, * —> 0y (Tr)l) — 1 cuando n — oo,

. P
CH — ¢
entonces F € D(Gg)

Demostracion. Sea F, la funcién de distribucién empirica de Xj,..., X, v G, la
funcion de distribucion empirica de Yi,...,Y, las cuales son independientes e

igualmente distribuidas 1 — ;, x > 1 luego para cada n

1—F,(x) =%1-G, (1—;F(x))

@H—k/,,kn{ (ﬁ)}%”
-2/ [ (0= Gufs)dlogU(s)

conY;, <Yy, <--- <Y, el estadistico de orden de Yi,...,Y;S Se van a usar
los siguientes resultados

Se escribe
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P(sups(1 — Gy(s)) > b) = ¢, parab > 1

1
a

P(infs(1 — Gu(s)) < b) = ge_ para 0<a<1

(Ver Shoroack y Wellner (1986), pp. 345y 415)

n

2. infs(1—Gu(s)) = inf%Yn—[ks},n - (mfs 171/ ns}rﬁ) (
res son independientes.

kYn—k,n) donde los dos facto-

k
z. *
(mf SYk—[ks],n) Yk
con los Y* independientes e iguales en distribucion a los Y esto

(i0£5(1 = Gus))) Yo i

3. Del corolario 2.2.2 (ver en Haan y Ferreira (2006))

k
limP<1—e§EYn_k,n§1+e) =1

n—oo

Para t suficientemente grandes sea n = n(t) el entero que satisface

n(t) n(t)+1
k() == k() + D
Considere
1 o0 dlogU(s) no. ©  dlogU(s)
! <(1+ £)? Hl+e )/t<1+e> s =5 8)/%ms) s
®  dlogU(s)
[ 800
1 (1 —Gyu(s)) dlogU(s)
- k /n . 1-—e¢ ds
< C—H:)
—1-—c¢

La primera desigualdad es verdad por definicion: la segunda y la cuarta desigual-
dad son verdad con probabilidad tendiendo a 1. Para la segunda usamos el resul-
tado (3); la cuarta es verdad por supuesto. Por los resultados (1) y (2) la tercera
desigualdad es verdad con probabilidad al menos

1—e(1—¢) lexp (_1is) >0
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por lo tanto se alcanza la conclusiéon para cada ¢ > 0
©dl
p(t/ d%u@gﬁg) -0
t

para t suficientemente grande. Por lo tanto para t suficientemente grande,
t/toos_ldlogll(s) <C+e
se consigue la otra desigualdad en forma similar, Por tanto
fim B <

Ahora por integracién parcial

t/oo %dlog U(s) = t/oo log U(S)% —log U(t)
t t

Por lo tanto por la observacion B.2.14(2) (Ver en Haan y Ferreira (2006)) se define
para x > 0

tlim (log U(tx) —logU(t)) = ¢logx

—00

Es decir, U varia regularmente con indice ¢ lo cual implica por la proposicién
B.1.9 (ver en Haan y Ferreira (2006)) que la funcién 1 — F varia regularmente

con indice —%

Teorema 2.17 (Normalidad asintética para ¢j,)
Suponga que la funcién de distribucion F satisface la condicion de sequndo orden,
esto es, para x > 0

U(tx) &
o _
lim L) . (2.85)
tooo  A(t) o
0 equivalentemente
F(tx) _1
1-— —x ¢ 4
Z _
lim — L (£) S il (2.86)

i)

Donde ¢ > 0, p < 0y A es una funcién positiva o negativa con tlirn A(t) =0y
—00
k

k=k(n) — oo, & — 00, n—00,y

lim VkA (%) —A (2.87)

n—oo

entonces vk <5H — C) LN (1 fp,é)
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Demostracion. Se puede escribir la ecuacion de segundo orden como

x~SU(tx) 4
lm Uu(t) o xf =1
t—o00 A(t) N 1Y

Por hipdtesis tlim A(t) =0, esto es equivalente a
—00

. logU(tx) —logU(t) —¢logx xf—1

lim =

t—00 A(t) 0
Se aplica la desigualdad dada en el teorema B.2.18 (ver en Haan y Ferreira
(2006)): para una funcién diferencial posible Ag, con Ay(t) ~ A(t), t — ooy
para cada ¢ > 0 existe un fy tal que parat > ty, x > 1,

logU(tx) —logU(t) —Glogx xf —1
Ao(t) 4
como se prueba en el teorema 2.15 se nota que

< gxPTe (2.88)

k 1
£ L IogU(Y,1,) = logU(Y, 1),

Donde los Y; son independientes y tienen una funcién de distribucién comun 1 — %
x > 1 Por lo tanto se trabaja con esta representacion para ¢.

n—in

Aplicando (2.88) cont =Y, _;, — o a.s.n — oo (Lemal)y x = %
se consigue eventualmente, como en el teorema 2.15.

y entonces

1 k—1
= k Z log u(Yn—i,n) — log u(Yn—k,n)
i=0

(Yn—i,i’l> o 1
1 =l Yn—k,n

k—1 .
= % 2 log (Yn_l’n) + AO(Yn—k,n)E Z

p+e
n—in
()|A0(nkn kz(nkn)
por lo tanto
A 1k_1 Yu—in
VR (@ - 8) = Vi § Liog (322 ) -1
i=0 n—k,n
Yu—in P
1k_1 (Yn—kn ! 1 — Y- in prre
+\/EAO(Yn_kn)E ,P ( )\/_|AO Y, kn EZ
= i=0 Y, kn



78 Teoria y modelos de valores extremos

El primer término, normalizado, es asintoticamente normal por el lema 2. Como
en la prueba del lema 2 se tiene

Y, P
( n— 1n) 1
n kn

1k 1
T Z =z, L (2.89)

Por lo tanto (2.89) se tiene a

Por la ley de los grandes numeros.

Similarmente,
+&

Ly (Yoin )\ 2 pypre 1

k Y, _kn 1-p—e¢

Resta probar que
Ao (Yn—k,n) P

4 ()

Esto sigue del lema 2.2.3 (ver en Haan y Ferreira (2006)) el hecho que la funciéon

|Ag| varia regularmente y las desigualdades de Protter’s (Proposicién B.1.9 ver
en Haan y Ferreira (2006)).

El marco tedrico de segundo orden usado en el teorema (2.17) suministra la apro-
ximacién mas natural a la normalidad asintética de estimadores como el estima-
dor de Hill. El parametro p controla la velocidad de convergencia para la norma-
lidad asintética de (f . Funcion de distribucion F satisface

Eatins

1-F(x) =cix f+ox ¢ E(14+0(1) , x— oo

y la segunda condicion de orden (2.86) con { = 1 y p = —2, en efecto es facil
resolver ver si

1-F(x) =cx t+ox £ E(14+0(1) , x— oo

para constantes c; > 0, ¢ # 0, ¢ > 0 y p < 0, entonces, las condiciones de
segundo orden (2.86) cumplen con la indicacién ¢ y p con

A (ﬁ) = g leaey
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Y por lo tanto (2.85) A(t) = pC‘lczc‘f_ltP. Ademas, si (2.87) se cumple con A # 0
entonces un simple calculo muestra que esto es verdad si y solo si

2
A 1o\ ¥ -
k(n) <pczcl ) n P (2.90)

P
Entonces la tasa de convergencia en el teorema 2.17 es del orden 71-%.

Ahora se considerara tres tipos de sucesiones:

1. Suponga % — oo Entonces no es dificil ver usando la desigualdad en la
3
prueba del teorema 2.17 que
En—2¢ p 1
n 1=
A (_> p
k

2
Ya que para 1,k grande debe ser mucho méas grande que n 2, se tiene para n

grande, % mucho mas pequefio que

1+2p 1
n 1—2p =n 1—2p

P
por lo tanto la tasa de convergencia }A (%) } es mas suave que la tasa nT-% encon-

trada después de (2.90).

2p

2. Supongamos que VkA (%) — oo. Entonces k(n) = O (n_m), y la tasa de

P
convergencia ﬁ es otra vez mas baja que 7712

3. Supongamos VEA (%) — A # 0, oo luego por (2.90) la tasa de convergencia ﬁ

- . i o
es del orden 71-%. Esta es la situacion optima.

¢Cudl es la mejor seleccion de A? El teorema (2.17) dice que si VEkA (%) — A,
entonces

~ d g
Vk(Eu-¢) ——— N+ T (2.91)
Con N la normal estandar y por lo tanto
n
A=
~ N N
ycnt N 6 N <k> (2.92)

VB Q—pvE VR -0
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Para que valor de k = k(n) esta aproximacién es la mejor, es decir para que k su
n
2 2 (3)

Es minimo. Para que el tiempo sea continuo se considera el caso especial

error cuadrado medio

(2.93)

A(t) = ctf.
Escribiendo r := % Esto conduce a

r& c2r2f
)=12,... <7 t W)

arg min (

==

Y para simplificar se considera

. r 2 27,2p
lli’g min ¢~ 7 + W

El infimo se alcanza igualando la derivada a cero, es decir

52 _2pc2t2p—1 52(1 . ,0)2 ﬁ 1%
T ° e\ T nee
n (1—p) 2pc

Equivalentemente, colocando t =r = ¢

1
201 _ 2\2\ %=1
- ((:(—1272)))2“71_12%9

donde [x] significa la parte entera de x. Por lo tanto

1
201 _ N2\ 20—1
ko(n) = (%)p w T (2.94)

Y ko(n) es la seleccion 6ptima para la secuencia k(n) bajo las condiciones dadas.

~ 2
Ahora se considerara el minimo de la siguiente expresion E (‘:H — §) o sustitu-
yéndola por la siguiente

RO

2.95
vk 1-p (2:95)
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Y la sucesion ky que optimiza (2.95) servird como la selecciéon optima para el
estimador ¢y también. Se nota que

) n ) 5 _ sign(c)¢(1 —p)
e Pl 2= e
Jim VoA () = Jim onies =% .99
Donde sign(c) = 1 si ¢ > 0 y sign(c) = —1 si ¢ < 0. Por lo tanto para esta

seleccidén de k se tiene

Vo (Gn—¢) —* \N<Sig”(c)§,€2>

y
2
lim ko min E g—N+A<%) = lim ko min ‘:_2_,_ 4 <%>
n—00 0 \/% 1_p e 0 2 (1_p)2

por (2.94), la cual es igual

2 A2 (% sign(c - ?
s (G00) - () - ()

Por (2.93)

Anteriormente solamente se ha considerado el caso especial A(t) = ¢t conp < 0.
Esto es lo que a menudo se asume en aplicaciones de la teoria de valor extremo.
Sin embargo esta simplificacién no es factible en el caso de que p = 0. Proxi-
mamente se considerara el problema de optimizar en el caso mas general de
condicion de segundo orden no solamente el caso especial A(t) = ctf.

Como se convertira en el final si una secuencia ky(n) es 6ptimo entonces cual-
quier sucesion k(n) = ko(n) cuando n — co es también 6ptimo. Esto implica que
se puede reemplazar la funciéon A por cualquier funciéon A* con A*(t) ~ A(t),
cuando t — oo sin pérdida de generalidad.

Similarmente como antes se puede hallar

(1 AN

Donde la funcién |A| esta variando regularmente con indice p < 0. Para p = 0 es
razonable asumir que existe un funcién A* con |A*(t)| ~ |A(t)| cuando n — oo es
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monétona decreciente. En este caso se puede asumir sin pérdida de generalidad
que la funcién A? satisface
A?(tx) — A(t
L A2() — (1)
t—00 q(t)

=—logx , x>0

Con g una funcién deseablemente positiva, Entonces para cada p < 0 existe una
funcion decreciente positiva s € RV, 1 tal que n — oo

A2(1) / s(ut) du (2.98)
1
Se tiene para ¢ > 1y t suficientemente grande

te c ! o0 te2 A(t) tE? c %0
Z*W/t s(u) du < 7+1_F)27+W/t suydu  (2.99)

El infimo sobre t > 0 para los lados derecho e izquierdo puede calcularse la

derivada igualando a cero. Para el lado derecho se tiene

62(1 — p)Z S(t)

cn

lo cual es equivalente a

y el infimo es

é_zse(cza—p))mc /p“swu p o ¢2<1—p>2)

n cn —p)? cn
o [PA-p)? o (SE(1-p) S
“r e (B ) e s
C r
= W/O S(u) du}
donde em la dltima etapa se usé
vs* (v) + /oo( )s(u)du = /U s (u)du (2.100)
s (v 0

Por el lado izquierdo de (2.99) se tiene el mismo resultado pero reemplazando ac

1

por ¢~ se sigue que el infimo (2.97) es

ﬁ/()rs*(u)du
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Y se alcanza cuando

Es decir, (ya que t se reemplaza por %)
n

Ya que una secuencia 6ptima kg = ko(n) en el sentido de minimizar

.
§k+(1<;;))2

k(n) ~

Es dado por

n

- («:2(1; p)Z)

¢Qué puede decirse acerca de la distribucién asintética de \/ko(g H—¢)?

YA (i)

I-p

ko =

Vho(Er—8) —4— N+

Asi que se tiene que evaluar koA <I:l_0> para n grande. Por (2.98) y (2.100)

o () ~ n (@25 0y L ]

n
2 2 2
22 M (=p) (¢ —p)
=7 (1 p){/os(u)du s ( ”
ms*(u) du
:gz(l_P)Z 2(1 /02 2(1 2N
¢(1-p) S%<C( —p))
n n
Ah01<“_a por el teorema B.1.5 (ver en Haan y Ferreira (2006)) ya que
(1) e RV o
1-2p)’

(2.101)
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%
Se debe notar que s¢ G) = <%) (x). Por lo tanto para p < 0

1-2 2(1 — p)?
fien koA” (E) =&y <Tpp - 1) == (—2pp)

Vi@ —8) — N (Sig”(A)g,?)

Para p = 0 el limite en (2.101) debe ser interpretado como infinito. Esto significa
que para p = 0 minimizando el error cuadrado medio conseguimos una secuencia
optima k( para el cual

V(G —8) + b —— N (0,8%)

Donde b,, es una sucesion que varia suavemente tendiendo a mas o menos infinito.
Esta afirmacion no es comin para obtener intervalo de confianza para ¢. Todo lo

ko ~
Y5 Gy —) 1

Sip = 0 se toma la sucesion k(n) a bit mas pequefio, no se logra una normalidad

que se puede decir es que

asintdtica. Tomamos k, := k) (n) tal que

Iim kA2 (ﬁ) — A2 >0 (2.102)
n—00 k/\
Si escribimos )
At
ft) =

/toos(u)du

con s como en (2.98). Entonces la expresion anterior es creciente y es RV, ademas

I (5)

En contraste con el caso p < 0 se tiene para la seleccion optima

se tiene

201 _ )\2
I G )
s
(kO)
Ahora, las funciones
A2t 1
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son ambos RVj pero por el teorema B.1.5. (ver en Haan y Ferreira (2006))

lim s(£) f(t) = 0

t—o0

Propiedades Asintéticas

El estimador de Hill es asintéticamente normal. Esto es, para una muestra in-
dependiente e idénticamente distribuida de tamafio #n y con un k = K(n) una
sucesion intermedia

V(& =) ~ IareN + Ab,p

Con N normal estandar, donde las constantes A, varg 'y b(;‘,p son conocidos (ver
teorema 2.17) para el estimador de Hill.

El estimador de Hill tiene sistematicamente la varianza asintdtica mas pequeifia
en su rango de posibles valores. Los estimadores de Hill y de momentos tienen la
varianza asintdtica mas pequefia para valores positivos de ¢.

Los estimadores de Maxima Verosimilitud y de Hill Negativo tienen la varianza
asintdtica mas pequeia para valores negativos de ¢.

Es mas complicado comparar el sesgo de los estimadores, ya que en general
el sesgo depende de ambos parametros ¢ y p entre otras caracteristicas de la
distribucion subyacente.

Para determinar una secuencia dptima ko (72) se considera la representacion

CC\/W\/_ \/—,N\/Wf—i'b@f?()

Con k = k(n) una sucesién intermedia tal que vkA (#) = A € R normal estan-
dar. Por simplicidad se supone A(f) = ct’ para alguna constante c real y p < 0
buscamos una secuencia k para la cual

oar 2
T{: + bgp c? (%) es minimo
Se obtiene :
var =2 g
ko) = <chbz ) nTw

Donde [x] denota la parte entera de x.
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Luego para esta seleccion de k se tiene

VRE -8 — \N<“W¥§§?@mma

Y 2
n
. . vargN A (E) 1
lim komin E + =varg (1 — —
nyeo vk 1-p 20

Se observa que con los supuestos datos una comparacién de la calidad de los
diferentes estimadores se reduce a una comparaciéon de la varianza asintotica.

De la teoria asintdtica uno obtiene intervalos de confianza correspondientes. La
aproximacion mas comun es asumir

~ 7 Z)El}’,g ~ 7 Z)Ell’,g
e R

Donde var; es la respectiva varianza asintotica con ¢ reemplazada por su estima-
dory Z% es el cuantil 1 — 5 para la distribucién normal estandar.

Si formulamos la hipdtesis Nula y alterna se tiene:
Hy:Z >0 versus H;:{ <0

La hipoétesis nula es rechazada si para un nivel de significancia del 5 %,

g, o 29
Tk

para el estimador de Pickands.



CAPITULO 3

METODO DE DISTRIBUCION DE PERDIDA AGREGADA
(LDA)

3.1 Introduccion

El objetivo central del método LDA® es hallar una funcién de las pérdidas agre-
gadas, S(x) para cada linea de negocio y tipo de riesgo combinando dos modelos:
El modelo de la distribucién de probabilidad de la frecuencia de las pérdidas y
el modelo de la distribucion de probabilidad de la severidad a través de métodos
entre otros como el algoritmo de Recursion de Panjer, la aproximacion Analitica
de Bocker y Kluppelberg, o la simulacion de Montecarlo.

Una vez se tiene la funcion de distribucion de las pérdidas agregadas S(x) se ob-
tiene la distribuciéon de probabilidad de esta variable, Gg(x) la cual nos permite
determinar la carga de capital por riesgo operacional, OpVar(1 — &) con la aplica-
cién del concepto VaR valor en Riesgo para el cual se puede presentar dos casos
segun la situaciéon de la empresa:

« OpVar(l —a) = G5'(1 — a) para un nivel de confianza 1 — « determinado,
que Basilea II ha fijado en 99,9 % donde Gg es la funcién de distribucion de
las pérdidas agregadas.

* Cuando la entidad demuestra hacer previsiones para las pérdidas espera-
das, la carga de capital se obtiene restando las pérdidas esperadas del per-
centil 1 — a. Asi que

OpVaR(1 —a) = Gg*(1 —a) — E(S)

8F] método LDA ( Loss Distribution Approach) es un método aplicado en el campo actuarial
y combina la distribucién de probabilidad de la severidad y la distribucién de probabilidad de la
frecuencia del evento y uno de los métodos a través del cudl se puede llevar a cabo esta operacion
es la Simulacién de Montecarlo. Es un método muy usado en la industria de seguros.



88 Meétodo de distribucion de pérdida agregada (LDA)

Definicion 3.1 (OpVaR). La carga de capital es el percentil 99,9 % de la distribu-
cion de probabilidad de Pérdida Agregada 1 — Gs = P{S > OpVaR} =0,1%

Definicion 3.2 (OpVaR-pérdidas inesperadas). Este es el OpVaR anterior me-
nos las pérdidas esperadas. Basilea acepta esta definiciéon siempre y cuando la
entidad haya provisionado las pérdidas esperadas.

P{S > OpVaR—E(S)} =0,1% (3.1)

Donde E(S) son las pérdidas totales esperadas, o sea:

N
Y Xi
i=0

En estas definiciones se estd asumiendo un percentil del 99,9 % pero podria cal-

E(S)=E (3.2)

cularse teniendo en cuenta otro percentil en algunos de los métodos que se han
reportado en la literatura. En nuestro caso se usara el método de Hill y la grafica
de los excesos promedio segin los datos que se tengan®.

El célculo de las pérdidas agregadas se obtiene con base a la distribucién de
frecuencias de las pérdidas p, = P(N = n) y con la funcién de probabilidad de las
pérdidas y la funcién de probabilidad de la severidad econdmica de las pérdidas
fx(X) o con funcién de distribucién acumulada Fx(X) = P(X < x), entonces la
n-ésima convolucién de la distribucién de severidad denotada por Fy"(X), esté
dada por:

P(X1+Xp+--+X, <x)=FF---F(x) = F{"(X)

de este modo la funcién de distribucion de las pérdidas agregadas es:
Gs(X) =P(S<x)=)_ P(N=n)F"(X).
n=0

Donde Fy"(X) se refiere a la n-ésima convolucién de Fx consigo mismo, por ejem-
plo
F"(x) =P(X1+ -+ Xn < x)

la funcion de distribuciéon de la suma de n variables aleatorias independientes con
la misma distribuciéon que X. Como se menciono antes, la formula anterior pue-
de dificilmente ser resuelta analiticamente. Se debe confiar en aproximaciones,
expansiones, recursiones o algoritmos numeéricos.

9En este documento el simbolo a representa el nivel de significancia de una prueba estadistica
y 1 — « el Nivel de confianza.
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En resumen, las pérdidas operacionales agregadas pueden ser vistas como una
suma (S) de un nimero aleatorio (N) de pérdidas operacionales individuales
(X1,...,Xn) Esta suma se puede presentar por:

N
S=X1+Xo+-+Xn=).X; ; N=12,... (3.3)

i=1
El modelo de riesgo colectivo asume que las pérdidas X; son variables aleatorias
independientes e igualmente distribuidas representan las pérdidas individuales.

En este modelo la distribucion de N (Frecuencia) es independiente de los valores
de X; (severidad).

El modelo de riesgo individual caracteriza el agregado como una suma de un
numero fijo de perdidas. Tales modelos son usados en seguros para la suma de
las pérdidas de un contrato particular. En el riesgo operacional ellas pueden ser
usadas en términos de un numero fijo de tipo de pérdidas particulares.

La separacion de los procesos de severidad y frecuencia es importante debido a
que esto permite por ejemplo, un mejor entendimiento del efecto en la distribu-
cién agregada al cambiar el nivel del umbral.

Al tener calculado separadamente ambos procesos la severidad y la frecuencia, lo
que se necesita es combinarlos dentro de una distribuciéon de pérdida agregada
gue nos permita predecir una curva para la pérdida operacional con un grado de
confianza (Ver figura 3.1).

Figura 3.1. Modelos agregados de severidad y de frecuencia

Severidad Frecuencia

Tamaiio de las pérdidas Numero de pérdidas

Distribucion de pérdidas agregadas
Necesita ser resuelta por simulacién

Prob
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Si la frecuencia de riesgos operativos es muy grande, se debe suponer que el
teorema central del limite es adecuado. Como una aproximacion a gran escala:

Fxp(x) = ¢ (%) (3.4)

Donde ¢(x) denota la funcién de distribucién normal estdndar la cual debe ser
factible. Independientemente estas aproximaciones a gran escala a menudo han
sido probadas no confiables por investigadores actuariales. Practicos han tratado
de evitar esta deficiencia aplicando versiones refinadas del teorema del limite
central. Los ejemplos son aplicaciones de la expansion de Edgeworth y series de
Gram-Charlier, pero ellas no siempre resultan en mejoras satisfactorias.

Es necesario entender que el calculo de la pérdida total se define como la suma-
toria de las pérdidas de cada una de las celdas de la matriz de 7 x 8 la cual se
representa por la siguiente ecuacion:

7 8
L=).).5Si
i=1j=1

Donde §;; es la pérdida de la celda i,j de las matriz de pérdidas. Cada una de las
celdas i, se calculan de la siguiente manera:

n
Sij = Z XNy
N=1

Donde N;j; es la variable aleatoria que representa el numero de eventos de riesgo
en la celda i,j (frecuencia de los eventos) y Xy es el monto de la pérdida en la
celda i,j (severidad del evento). Por lo tanto las pérdidas son resultado de dos
variables aleatorias la frecuencia y la severidad.

3.2 Distribuciones de frecuencias

El nimero de eventos de riesgo operacional, N por periodo es una variable alea-
toria que sigue una distribucion de probabilidad discreta. La pregunta que nos
hacemos es cudl es la distribucién de probabilidad de los eventos por periodo es
decir la frecuencia los eventos. La hemos denominado p(n) = P(N = n) siendo n
un entero no negativo.

En la literatura especializada de riesgos operativos se consideran diferentes dis-
tribuciones de frecuencia de fallas en sistemas y procedimientos. La distribucion
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de Poisson, La distribucién binomial, La distribucion binomial negativa, la hiper-
geometrica, la Geométrica, Polya-Aeppli (Poisson-Geométrica).

Es necesario destacar que se pueden identificar las siguientes distribuciones dis-
cretas: Poisson, Binomial y Binomial negativas con los siguientes criterios:

Sila u = 02 los datos distribuyen como una Poisson.

Si 4 > 02 los datos se distribuyen como una Binomial.

Siu< o2 los datos se distribuyen como una Binomial negativa.
La prueba bondad de ajuste mas comun es la chi cuadrado.

3.3 Distrubucion de severidad

Una etapa importante en la aplicacién del método LDA es saber cudl es la dis-
tribucién de probabilidad de la severidad o pérdidas econdmicas de los eventos
operacionales durante un determinado periodo segun datos histéricos, es decir
tratar de ajustar una distribucién de probabilidad continua a los datos y ademas
estimar sus parametros.

Las distribuciones mas comunes para ajustar a la severidad son: La normal, Log-
normal, normal inversa, Exponencial, Weibull, Pareto, Gamma, Cauchy, Rayleigh,
Logistica, Loglogistica.

La distribucién a escoger puede ser de colas pesadas o no lo cual determina
el tipo de distribuciéon que se debe escoger. Las distribuciones mdas comunes de
colas pesadas son: La distribucién generalizada de valor extremo y la distribuciéon
generalizada de Pareto.

Un método a seguir es ajustar una distribucion al cuerpo de la distribucién y otra
distribucién a la cola y hallar el VaR al cuerpo de la distribucién y el VaR a la
distribucidn de la cola.

La pruebas de bondad de ajuste mas comunes son: Kolmogorov Smirnov, Ander-
son Darling, Cramer-Von Mises.

Cuantificacion de las pérdidas agregadas
El método que se usara para las pérdidas agregadas es el método de simulacion
de Montecarlo!®

101 a5 pérdidas agregadas se pueden calcular ademés de por el Método de Montecarlo por el
Algoritmo de Recursiéon de Panger, y la aproximacion Analitica de Bocker y Kluppelberg.
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El procedimiento que se sigue es el siguiente:

1. Se generan una valor de N = 1000 hasta 10000 con incrementos de 1000,
después de 10.000 con incrementos de 10000 hasta 100000 y de 100000 en
adelante con incrementos de 100000 hasta un 1000000. Para un total de 28
simulaciones. Cada valor que se simule corresponde al nimero de eventos
que producen pérdidas econdémicas.

2. Segun el numero de eventos que se generen en cada iteracion anterior se
generan el nimero de pérdidas econdmicas para cada uno. Cada una de las
pérdidas se denotara por Li,L;,Ls,...,L,.

3. Una vez se tienen las pérdidas se suman obteniéndose los valores S;, S,,
.., S; que representan las pérdidas agregadas por periodo.

4. Se calcula el percentil 99,9 % de la distribucion de pérdidas agregadas.

5. Se obtiene la media de los valores de S para calcular las pérdidas esperadas
(EL).

6. La carga de capital se calculara de la siguiente manera: Si la empresa no
hace reservas es el OpVaR (99,9 %) y si la empresa tiene reservas al OpVaR
(99,9 %) se le resta las pérdidas esperadas.

En el Anexo D se presenta un cédigo del algoritmo implementado en MatLab para
estimar las pérdidas agregadas aplicando la simulaciéon de Montecarlo. Una vez
calculada la distribucién de las pérdidas agregadas se obtiene el OpVaR (1 — &)

3.4 Valor en riesgo de mercado y operacional

Los modelos VaR (del término en inglés Value at Risk) comenzaron a desarrollarse
a inicios de la década del 90, son actualmente considerados la medida estandar
para el riesgo de mercado y son usados ampliamente en la administracion del
riesgo. En 1994, el banco estadounidense JP Morgan propuso, en su documento
técnico denominado RiskMetrics!!, el concepto de valor en riesgo como modelo
para medir cuantitativamente los riesgos de mercado en instrumentos financieros
o portafolios con varios tipos de instrumentos. El valor en riesgo (VaR) es un
modelo estadistico basado en la teoria de la probabilidad.

11Una descripcién completa de esta metodologia se encuentra en J.P. Morgan.
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El VaR resume en un solo niumero la pérdida potencial maxima que se puede
sufrir en una posicién de riesgo dado un nivel de confianza elevado (usualmente
95 %, 99 % 0 99.9 %) en un periodo de tiempo determinado.

Es importante destacar que la definicion de valor en riesgo es valida iinicamente
en condiciones normales de mercado, ya que en momentos de crisis y turbulencia
la pérdida esperada se define por pruebas de valores extremos.

Desde un punto de vista del riesgo de mercado el VaR mide la pérdida espera-
da maxima a precios de mercado de un portafolio, dado que puede esperarse
que ocurra hasta que la posicion pueda ser neutralizada. En otras palabras, en
el riesgo de mercado, el VaR calcula una pérdida extrema eventual resultado
de mantener un portafolio por un periodo determinado usando como medida de
riesgo la volatilidad de los precios de un activo en los n dltimos dias. Méas preci-
samente, pérdida extrema es el cuantil X, para un porcentaje 100(1 — &) % de la
distribucién!?. Como una consecuencia, el VaR estima el cuantil X, para valores
de « suficientemente pequenos.

El Valor en riego (VaR) resume la pérdida maxima esperada (o peor pérdida) a
largo de un horizonte de tiempo objetivo dentro de un intervalo de confianza
dado!3.

Figura 3.2. Distribucion de pérdidas: esperadas e inesperadas

DISTRIBUCION DE

PERDIDAS
"8 |
= | |
8| [pérdida | Pérdida I
§ esperada | inesperada |
A~ I I
| |
I I
|
MEDIA PERCENTIL 99,9 %

Pérdidas agregadas (Pesos)
Fuente: Elaboracién propia del autor
Una aproximacion similar basada en los mismos principios fundamentales de la
administraciéon del riesgo de mercado puede ser aplicado al riesgo operativo,
desarrollando un VaR operacional el cual es estimando por combinacién de los
modelos de severidad y de frecuencia.

12Bajo en este contexto indican la maxima pérdida posible.
13Algunas comparaciones entre la simulacién histérica y otros métodos para calcular el VaR se
pueden encontrar en Mahoney (1996) y Danielsson y de Vries (2000).
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Hay dos diferencias fundamentales entre los modelos de riesgo de mercado y
operacional. La primera esta relacionada con el hecho de que la aplicacion de la
teoria de valor extremo EVT (u otras distribuciones de colas pesadas) nos per-
miten relajar la hipétesis Gaussiana en la cual los modelos del VaR de mercado
estan basados. Dicho de otra manera, los procesos estocasticos subyacentes a
las pérdidas operacionales no se explican por una distribucion normal como se
podria esperar en el riesgo de mercado (aunque este supuesto también es a me-
nudo cuestionado de igual forma en el riesgo de mercado). La segunda diferencia
principal es que los modelos VaR de mercado no tienen que ver con la frecuencia
del evento sino que asume solamente que los precios de los activos siguen un
proceso estocastico continuo. Hay siempre una cotizacion disponible del precio
del activo mientras el mercado esté abierto. Las pérdidas operativas siguen pro-
cesos estocasticos discretos. Esto significa que los eventos pueden ser contados
en un cierto periodo de tiempo, es decir un determinado evento operacional pue-
de suceder n veces por dia, lo cual no tiene sentido en la medicién de riesgo de
mercado. También nosotros medimos pérdidas observadas no cambios en el valor
MTM (marca de mercado).

Una aproximacion mas simple establece que las reclamos totales esperados =
frecuencia de los eventos x severidad de la pérdida (o desde un punto de vista
del riesgo reclamos totales inesperadas = frecuencia de los eventos que estan
por encima de un umbral x severidad de la pérdida).

Una de las mas grandes ventajas del VaR es que trata de poner dentro de una
sola cifra, facil de comprender el riesgo de un banco basado en las variables de
mercado financiero. En pocas palabras el VaR resume la pérdida maxima espe-
rada sobre un horizonte objetivo de tiempo dentro de un intervalo de confianza
dado.

En la medicién del VaR de mercado se necesita definir: un intervalo de confianza,
un horizonte de tiempo (10 dias, 1 dia, etc.), medir la volatilidad de los factores
de riesgo (tasa de interés a seis meses, una accién particular, etc.) y saber la
posicién de cada activol4.

En el mercado financiero que los precios sean continuos significa que se puede
tener una cotizacion del precio continuamente en la medida que el mercado esté
abierto. En términos probabilisticos los eventos en general seguiran un proceso

14Fxisten otras formas de calcular el VaR usando métodos de simulacién de Montecarlo, una
descripcion sobre estas metodologias se puede encontrar en McNeil et al. (2004).
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estocastico conocido como movimiento browniano.

Por otro lado, en el riesgo operativo los eventos siguen un patron discreto. Los
procesos estocasticos en los cuales el riesgo operativo esta basado son un proceso
de Poisson, procesos Cox, etc. Se va a medir que tan grande es el riesgo agregado
para un horizonte de tiempo y un cierto nivel de confianza.

Otra diferencia notable es que en el VaR de mercado se puede saber como cambia
eventualmente el precio de los factores del riesgo que podrian cambiar completa-
mente el VaR. En el riesgo operativo como los factores que cambian son exdgenos
al sistema se necesita un modelo auxiliar para hacer pruebas de valores extremos.

En la ciencia actuarial hay dos modelos basicos de riesgo para estimar la pérdida
total para un periodo: Los modelos de riesgo individual y colectivo. El esquema
puede ser valido también para riesgo operacional con unas pocas adaptaciones.
Los detalles de tales modelos pueden ser revisados en Klugman et. Al. (1997).






CAPITULO 4

APLICACION

4.1 Introduccion

Una de las fases mds importantes en la implementacién de una metodologia es
la captura de datos confiables y un tamano de muestra lo suficientemente repre-
sentativo, este es uno de los primeros aspectos que debe encarar quien intenta
medir el riesgo operativo. Segun Basilea II las estimaciones de riesgo operativo
generadas internamente y utilizadas para efecto de capital regulatorio, deberan
basarse en un periodo de observacion de por lo menos cinco afios, excepto cuan-
do el banco utilice por primera vez uno de los métodos de medicién avanzada
(AMA), caso en el cual se aceptara un periodo de observacion de tres anos. Los
datos que se van a usar provienen de las quejas que hicieron los usuarios del
sector financiero y que son remitidas a la Superfinanciera de Colombia en los 1l-
timos cinco afios (con una periodicidad mensual), estas quejas fueron clasificadas
dentro de los siete tipos de eventos de riesgo operativo que establecid la circular
externa 041 de 2007 de la Superfinanciera. Los eventos que definieron fueron:
Fraude Interno, Fraude Externo, Relaciones Laborales, Clientes, Danos a Activos
Fijos, Fallas Tecnolégicas y Ejecucion y administracion de procesos.

Los datos de la severidad de los eventos se recopilaron de una entidad financiera
del Sector Cooperativo, es decir la pérdida econdmica de cada uno de los eventos
teniendo en cuenta los riesgos operativos de esta entidad en la linea de la Banca
minoristal®.

Se privilegiara aquel evento que implique mayor cantidad de pérdidas econémi-
cas con el fin de que la entidad financiera controle de una manera mas rigurosa
este tipo de evento y asi logre tener menos cantidad de pérdidas econémicas.

1512 empresa de la cual se ha extraido la informacién no se publica para respetar la confiden-
cialidad de los datos.
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Una vez recopilados los datos se realiza el andlisis exploratorio para calcular las
medidas de localizacién, de variabilidad, de asimetria y curtosis y aquellos gra-
ficos que nos permitan identificar los aspectos mdas fundamentales del proceso
generador de datos asociado a las variables estudiadas, y asi poder tomar las
decisiones para la implementacién de los dos métodos: Pérdidas Agregadas, y
Teoria Basica del Valor Extremo. En la Teoria Basica del Valor Extremo las me-
didas de asimetria y curtosis son mas importantes que las medidas de tendencia
central por lo tanto se le dardn mds importancia a estas ya que a través de ellas
es que se detecta distribuciones con colas pesadas.

La aplicacion de las pérdidas agregadas implicara desarrollar el calculo de las
pérdidas esperadas e inesperadas del cuerpo de la distribucién como si supusié-
ramos que el comportamiento de las colas no fuera importante (aplicacién de la
teoria clasica de Riesgo).

La Teoria Basica del Valor Extremo consiste en un conjunto de técnicas estadis-
ticas para la identificacién y modelamiento de los maximos o minimos de una
variable aleatoria, es una disciplina estadistica que desarrolla un conjunto de
modelos y métodos tanto paramétricos como no paramétricos con objeto de des-
cribir, cuantificar y modelar los casos raros. No se puede asumir que una sola
distribucion de probabilidad explique todo el comportamiento de la variable alea-
toria pérdidas agregadas sino que también se requiere ajustar otra distribucion
de probabilidad para los valores de la cola.

Se aplicara la simulaciéon para darle solucion parcial a la escasez de datos espe-
cialmente se hara con el fin de tener suficientes valores por encima de un deter-
minado umbral y asi poder aplicar pruebas de bondad de ajuste que nos permitan
advertir que tipo de distribucion mejor se ajusta a las colas de las distribucién y
asi darle un tratamiento adecuado a los valores extremos.
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4.2 Analisis exploratorio de los datos de frecuencia y severi-
dad

Tabla 4.1. Eventos de riesgo durante los ultimos cinco afios

A A Frecuencia Absoluta . .

Riesgos Operacionales . Frecuencia relativa ( %)
(Eventos de riesgo)

Fraude interno 2662 6.95
Fraude externo 1102 2.88
Relaciones laborales 3586 9.36
Clientes 7853 20.49
Daiios a activos fijos 157 0.41
Fallas tecnolégicas 7378 19.25
Administracié

dministracion y 15587 40.67
ejecucion de procesos
Total 38325 100.00

Figura 4.1. Distribucion frecuencia de los diferentes eventos del riesgo operativo

. Fraude externo

. Fraude interno

0,
6,95% Ejecucién y administracion
. de procesos
2,88 % o
. Fallas tecnolégicas
9,36 % _ Dafios a activos fijos

_I Clientes

19,25%
. Relaciones laborales

20,49%

0,41%
La Ejecucion y Administracién de procesos son los eventos de mayor ocurrencia
con un 40.67 %, seguida por los eventos de Clientes (20.49 %), Fallas tecnoldgicas
(19.25 %) estas tres categorias acumulan el 80.41 % lo cual sugiere que se les debe

hacer el mayor control para lograr disminuirlos.

Tabla 4.2. Pérdidas econdémicas por eventos de riesgo en los ultimos cinco anos

Riesgos Operacionales Pérdidas ec:onomlcas Frecuencia relativa (%)
(severidad)
Fraude interno 182.062.136 7,98
Fraude externo 1.164.038.293 51,02
Relaciones laborales 163.858.258 7,18
Clientes 119.499.527 5,24
Dafios a activos fijos 229.047.558 10,04
Fallas tecnolégicas 274.332.722 12,02
Administracion
ejecucién de pr:cesos 148.565.252 6,51
Total 2.281407746 100,00




100 Aplicaciéon

Figura 4.2. Distribucion del impacto econémico de cada uno de los eventos de Riesgo operativo
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El Fraude externo representa el 51,02 % del total de las pérdidas econdmicas
seguida por las pérdidas ocasionadas por Fallas Tecnolégicas con un porcentaje
de 12,02 % y Dafhos a activos fijos con un 10,04 % entre estos tres eventos se
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acumula un total del 73,08 % de las pérdidas.

Dado que el mayor porcentaje de pérdidas lo aporta Fraude Externo se analizara
prioritariamente este evento se presentara un analisis exploratorio de la frecuen-

cia y la severidad de esta variable.
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Tabla 4.3. Tabla de frecuencia de la frecuencia del fraude externo

(| Ui | Marcade | Frec | absolwa | F6 | relativa
acumulada acumulada
1 0 11 5,5 38 38 0,633 0,633
2| 11 22 16,5 5 43 0,083 0,717
3| 22 33 27,5 3 46 0,050 0,767
4] 33 44 38,5 5 51 0,083 0,850
5| 44 55 49,5 4 55 0,067 0,917
6| 55 66 60,5 4 59 0,067 0,983
7| 66 77 71,5 1 60 0,017 1,000

Figura 4.3. Histograma de la frecuencia del fraude externo
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El histograma presenta una asimetria positiva o hacia la derecha.

Tabla 4.4. Medidas Frecuencia de la Frecuencia del Fraude Externo

Medida Valor de la medida
Media 18,37
Desviacién Estandar (D.E.) 19,518
Coeficiente de Asimetria 0,527
Curtosis 1,348

Tabla 4.5. Frecuencia de la Severidad del Fraude Externo

() Lmo | Um o Marade) P | absola | FC | rolativ
acumulada acumulada
1 345149 5922345 3133747 12 12 0,200 0,200
2| 5922345 | 11499541 | 8710943 11 23 0,183 0,383
3 | 11499541 | 17076737 | 14288139 7 30 0,117 0,500
4 | 17076737 | 22653933 | 19865335 3 33 0,050 0,550
5| 22653933 | 28231129 | 25442531 8 41 0,133 0,683
6 | 28231129 | 33808325 | 31019727 7 48 0,117 0,800
7 | 33808325 | 39385521 | 36596923 12 60 0,200 1,000

Figura 4.4. Histograma de la frecuencia del fraude externo

Valores x10~8

Comparacion de ajuste para Conjunto 1

RiskNormal(20900638;16453235)

0,6

37,5

90,0 %

5,0%

10,9%

73,4 %

15, 7%

- Entrada

Minimo
Méximo
Media
Desv Est

Valores

Logistic

100223663,0000

Minimo
Méximo

Desv Est

o
S ° ] S

o o
© [*9)

Valores en millones

%
100 //‘

120

Media 209000638,0000

Tabla 4.6. Medidas de resumen de la Severidad del Fraude Externo

Medida Valor de la medida
Media 19.400.638,22
Desviacién Estandar (D.E.) 12.794.784
Coeficiente de Asimetria 1,538

Curtosis

—0,0027
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Segun el valor de la curtosis (—0,0027) se puede concluir que la distribucién
es mesocurtica es un valor muy cercano a cero, la distribucidon que tiene una
curtosis igual a cero es la distribucién normal, lo cual permite sospechar que la
distribucidn a la cual se ajustan los datos de severidad es una distribucién normal
para confirmarlo se usara una prueba de bondad de ajuste.

4.3 Pruebas de bondad de ajuste para los datos

4.3.1 Pruebas de Bondad de ajuste para los datos de frecuencia

Tabla 4.7. Prueba de bondad de ajuste para la frecuencia

Estadistico de prueba K-S alfa 0,05 p-value bilateral
Ajuste de los datos a la Ajuste de los datos a la
distribucién de probabilidad | distribucién de probabilidad
de Poisson binomial negativa
Fraude 0,000 0,054
Externo

Para un nivel de significancia del 5% no se rechaza la hipétesis nula de que la
muestra proviene de una poblacién que se distribuye como una binomial negativa
y por el contrario se descarta que provenga de una distribucién de Poisson.

4.3.2 Pruebas de bondad de ajuste para los datos de severidad

Tabla 4.8. Prueba de bondad de ajuste para la severidad

Estadistico de prueba k-S alfa 0,05 p-value bilateral
Primera distribucién Segunda distribucién Tercera distribucion
Distribuciéon p-valor Distribucién p-valor Distribuciéon p-valor
Fraude Normal 0,1191 Logistica 0,1172 Weibull 0,1286
Externo

Para la severidad la distribuciéon que mejor se ajusta aunque es la logistica esco-
gemos la normal ya que la diferencia entre los dos valores no es muy grande (ver
Anexo Ay B).

Una vez se conoce la distribucion de la frecuencia y de la severidad se hace la
convolucion de estas dos distribuciones obteniéndose los valores de las pérdidas
agregadas que servirdn como una muestra para después obtener por simulacion
un namero mayor de valores de estas pérdidas agregadas y asi poder hacer un
ajuste de esta variable aleatoria que se convierte en la més importante dentro del
proceso y que se denominara la distribucion de perdida la cual se representara

por S(x).
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4.4 Distribucion de pérdida agregada

A partir de la distribucion binomial negativa de la frecuencia del Fraude Externo
y de la distribucién normal de la Severidad se construye la convolucion de ambas
para crear una nueva variable aleatoria las pérdidas econdmicas variable central
del presente estudio. En las siguientes tablas y graficas se muestra el proceso
que se siguio.

Figura 4.5. Convolucién de la distribucién de Frecuencia y la Severidad
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Figura 4.6. Modelos Agregados de Severidad y de Frecuencia
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Los parametros de las distribuciones de la Frecuencia y de la Severidad se repor-
tan en la siguiente tabla:
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Tabla 4.9. Parametros de las distribuciones utilizadas para hallar la distribucién de pérdida

Riesao Distribucion de probabilidad Distribucion de probabilidad
‘g Binomial negativa Frecuencia normal (severidad)
Opeacional
k p H o
Fraude 1 0,0544 19.400.638,2 | 12.794.784,4
Externo

A las pérdidas agregadas se le aplica la prueba de bondad de ajuste de Kolmo-
gorov Smirnov para conocer el tipo de distribucion de probabilidad a la cual se
ajustan.

La distribucién de probabilidad a la cual se ajusta la pérdida econémica agregada
es la Loglogistica y como segundo lugar la Logistica. Son tan cercanos los p-value
que escogemos la Logistica.

Tabla 4.10. Distribuciones de mejor ajuste de las pérdidas econémicas causadas por el Fraude

Externo

Ri Distribucion de Distribucion de

1659‘0 probabilidad Logistica | probabilidad Loglogistica
operativo
p-value p-value

F
raude 0,292336 0,296346

Externo

Tabla 4.11. Parametros de las Distribuciones que mejor ajustan a las Pérdidas Econdémicas

Riesqo Distribucion de probabilidad Distribucion de probabilidad
‘g Logistica LogLogistica
Opeacional
M o ¢ r
Fraude 337242009 | 4177520,62 140,735 337,202
Externo

Figura 4.7. Ajuste de las pérdidas econémicas a la distribuciéon Logisticas
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4.4.1 Aplicando el Método de pérdidas agregadas (LDA)

Las pérdidas esperadas e inesperadas (ver tabla 4.12) para la distribucion de
pérdidas econdmicas que se ajustan a una Distribucién Logistica aplicando el
método VaR para los percentiles mas cominmente usados 95 %, 99,5 % y 99,9 %
corresponderan al VaR operacional suponiendo que lo importante es el cuerpo de
la distribucion y no el comportamiento de las colas.

Tabla 4.12. Pérdidas esperadas e inesperadas método LDA

Fraud Pérdidas Pérdidas
raude esperadas OpVar inesperadas
Externo
(E(S)) (OpVaR-E(S))

Percentil 95% | 337.219.456 | 344.022.290,76 6.802.834,7
Percentil 99% | 337.219.456 | 347.836.025,50 | 10.616.569,5
Percentil 99,5 % | 337.219.456 | 349.449.112,76 | 12.229.656,7

Si la entidad aprovisiona las pérdidas esperadas, Basilea acepta como carga de
capital la diferencia entre el VaR operacional y las pérdidas esperadas E(S) lo co-
rrespondiente a la columna 4 que son las pérdidas inesperadas, en caso contrario,
la entidad debera tomar como carga de capital cualquiera de los percentiles se-
gun la norma que se establezca, es decir la pérdidas esperadas e inesperadas,
E(S)+U(S).

El valor en riesgo es una medida estadistica de riesgo operativo que estima la
pérdida maxima que podria registrarse en el Fraude externo en este caso en un
intervalo de tiempo y con cierto nivel de probabilidad o confianza.

El VaR de un mes es de $ 344.022.290,76 con un 95% de confianza significa
que la pérdida maxima esperada sera de $ 344.022.290,76 en 19 de cada 20 me-
ses. En otras palabras, solo en un mes de cada 20 de operacién de la empresa
(1/20 = 5%), en condiciones normales, la pérdida que ocurra puede ser mayor a
$ 344.022.290, 76.

El VaR de un mes es de $ 347.836.025,50 con un 99 % de confianza significa
que la pérdida maxima esperada sera de $ 347.836.025,50 en 99 de cada 100
meses. En otras palabras, solo en un mes de cada 100 de operacion de la empresa
(1/100 = 1%), en condiciones normales, la pérdida que ocurra puede ser mayor
a $ 347.836.025, 50.

El VaR de un mes es de $ 349.449.112,76 con un 99,5% de confianza significa
que la pérdida maxima esperada serd de $ 349.449.112,76 en 995 de cada 1000
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meses. En otras palabras, solo en cinco meses de cada 1000 de operacion de la
empresa (5/100 = 0,5 %), en condiciones normales, la pérdida que ocurra puede

ser mayor a $ 349.449.112,76.

Aplicando el algoritmo con diferentes nimero de iteraciones (28 casos en total)
para un nivel de confianza del 99,9 % se obtuvieron los resultados de la tabla 14 la
cual presenta el valor promedio de la pérdidas agregadas para 28 simulaciones
cada una de diferente nimero de iteraciones y la carga de capital por riesgo
operacional, destacamos que el valor con una probabilidad del 99,9% es de $
342.190.000 lo cual se interpreta de que existe una probabilidad del 99,9 % de
que la carga de capital no sea excedido por ese valor en un periodo de un mes.

Es decir la carga de capital converge a un valor cercano a $ 342.190.000.

Tabla 4.13. Calculo de las Pérdidas Agregadas promedio y del VaR Operacional

Dato | iteraciones Iiir:lig;i OpVar 99,9 % | Dato | iteraciones lfrir;i:(;i OpVar 99,9 %
1 1000 343060000 367900000 15 60000 337010000 346010000
2 2000 343820000 362820000 16 70000 338030000 345940000
3 3000 340030000 357570000 17 80000 337650000 345890000
4 4000 339630000 352310000 18 90000 337700000 345830000
5 5000 336000000 350270000 19 100000 337410000 345760000
6 6000 337790000 349130000 20 200000 337040000 344930000
7 7000 338920000 348840000 21 300000 336610000 344500000
8 8000 336260000 348500000 22 400000 337080000 344170000
9 9000 336490000 348110000 23 500000 337060000 343760000
10 10000 337090000 347840000 24 600000 337030000 343420000
11 20000 337590000 346420000 25 700000 336950000 343030000
12 30000 337080000 346240000 26 800000 336780000 342710000
13 40000 336580000 346140000 27 900000 336640000 342380000
14 50000 336800000 346070000 28 1000000 336690000 342190000

Figura 4.8. Numero de iteraciones Vs. Promedio de pérdidas agregadas
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Figura 4.9. Numero de iteraciones Vs. OpVaR

3.70x10% |

3.65x10%

3.60x10%

3.55x10%

OpVaR (99,9 %)

3.50%108 ¢

) [T

345x108 1  T—

e
—
—

8
3.40x10 1 3 3 7 : 3 E

Numero de iteraciones

Con 1000000 de iteraciones los resultados indican, por ejemplo que OpVaR esti-
mado con un nivel de confianza del 99,9 % es $ 342.190.000. La interpretaciéon
es la siguiente: Con un nivel de confianza del 99,9 % se estima que las pérdidas
operacionales por mes, ocasionadas por fraude externo en la Banca Comercial,
no seran superiores a $ 342.190.000

4.4.2 Aplicando la Teoria Basica del Valor Extremo

La Teoria basica del Valor Extremo consiste en un conjunto de técnicas estadis-
ticas para la identificacion y modelamiento de los maximos o minimos de una
variable aleatoria.

Uno de los objetivos centrales del presente trabajo al aplicar la Teoria Basica del
Valor Extremo es advertir que para una institucién financiera lograr la solvencia
es decir, hacerle frente a los compromisos que la entidad asume es fundamental.
El comportamiento inusual de la variable aleatoria de las pérdidas agregadas es
lo mas comun en oposicién al comportamiento normal que es mas propio de la
Teoria Clasica del Riesgo. Se debe tener en cuenta que se cuenta con una muestra
pequena lo cual limita la posibilidad de unos resultados de mayor alcance.

El otro objetivo es llegar a un ajuste que modele los valores de la muestra que
excedan un determinado umbral o prioridad y ajustar la distribuciéon generalizada
de Pareto que es la mas adecuada para modelar los excesos sobre un umbral
cuando este es elevado.

El grafico muestra la ubicacion de las pérdidas extremas que se dan con baja
frecuencia pero con alta severidad y alli el cuerpo de la distribucion no aporta
mucho.
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Figura 4.10. Pérdidas esperadas, inesperadas y extremas
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En la aplicacion del método POT surgen tres cuestiones a resolver:

Lo primero es la seleccion del umbral éptimo por encima del cual la distribucién
de Pareto generalizada puede ser ajustada a los excesos sobre dicho valor. Deter-
minar el umbral u. La segunda es determinar a qué tipo de distribucién ajustan
dichos excesos y la tercera es hallar la funcién de supervivencia, complementaria
de la funcidén de distribucion.

En la primera etapa se generaron 10.698 valores de pérdidas agregadas haciendo
uso de la simulacién y se aplicaron varios métodos para hallar el parametro de
forma (¢). Los procedimientos que se usaron para calcular el parametro de forma
fueron:

Primer procedimiento: Método de Hill

Con diferentes umbrales los cuales se tomaron de acuerdo a diferentes niveles de
confiabilidad desde el 90 % hasta el 99,5 % con incrementos de 0,5 con los valores
de los percentiles se determind la perdidas que corresponde a ese percentil y
ese valor se toma como umbral y se busco que tipo de distribucion se ajusta a
los datos que estan por encima de este umbral y se selecciona como distribucion
la correspondiente a la que mejor se ajuste de acuerdo al estadistico de prueba
que surge después de aplicar la prueba de Smirnov Kolmogorov. Se selecciono
como umbral el correspondiente al nivel de confiabilidad correspondiente a la
confiabilidad cuya distribucién presenta el mejor ajuste de todas en este caso se
seleccion¢ la correspondiente al de una confiabilidad del 90 % (ver Anexo C).

Una vez obtenido el umbral se estimo el parametro de forma con base a los dos
métodos siguientes:
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Método I:
1

. 1 X
FT k1

. 1
gk = (E Z{ln (xi)> — 11’1 (xk) (4.2)

Una vez calculado el valor de fk para los diferentes valores de k se obtiene un

In (xl-)> —In (xk) (4.1)

Il
—_

Método I1:

estimador promedio con las siguientes féormulas:

Método I: & = %

1

0, donde,

n
=1

k-1
O = (L In (xi)> —In(x) para k=2,...,n (4-3)

1 k
O = (E Y In(x;) | —In(x,) para k=1,2,...,n (4.4)
i=1
Tabla 4.14. Parametros de los valores por encima del umbral seleccionado

Parametro Valor del Parametro

Media 344.927.153

Desviacién estandar (D.E.) 2.144.715,17

Indice de colas (Método I) 0,00613620

Indice de Colas (Método II) 0,00610887

Coeficiente de Asimetria 1,291

Coeficiente de Curtosis 1,520

El célculo del pardmetro de Hill por los dos métodos solo difiere en 0,00002741
lo cual corresponde a un porcentaje de menos del 1% (0,4466 %) lo cual hace
que el uso del uno o el otro pardmetro para hacer célculos sea indiferente. La
disminucion del pardmetro de forma es también uno de los objetivos del control
del riesgo operativo ya que este parametro mientras mas grande es indicativo de
colas mas pesadas y por lo tanto pérdidas econdémicas mayores por lo tanto el
objetivo es disminuir este valor lo mas posible.

Si una muestra tiene una gran curtosis tendera a tener un pico distintivo cerca
a la media declina rdpidamente y tendra colas pesadas. Las distribuciones con
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curtosis relativa positiva tienen colas pesadas y son llamadas leptocurticas. Los
valores de la curtosis y la asimetria dan a entender que la distribucidn tiene colas
pesadas, segun la grafica que aparece a continuacién la distribucién méas acorde
a estos parametros es la distribucion Beta General.

Figura 4.11. Ajuste de las pérdidas econdémicas en los valores extremos a la Beta
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Tabla 4.15. Estimacion de parametros de la distribucién de Pérdida de la cola derecha

‘ ¢ Distribuciéon Estadistico de K-S
Fraude

0,00613629 | Beta Generalizada 0,0142
Externo

Intervalo de Confianza para el Indice de cola

Tabla 4.16. Intervalos de Confianza para el pardametro de forma

Limite Limite

inferior superior
Fraude Método I Método II 0,0057894 | 0,0065274
Externo | 0,00613629 | 0,00610887 | 0,00576353 | 0,00649823

Se pueden usar el valor del parametro de forma ¢ obtenido por el método de
Hill para calcular el valor del percentil (X,) para diferentes valores de p que nos
indicaria la probabilidad de que una pérdida tomara un valor inferior al valor
X = y + u; su complementario (1 — p) indica la probabilidad de que una pérdida
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sea superior al valor x = y + u condicionado a superar el umbral u. No se uso
sino un solo valor ¢ = 0,00613629 y no ¢ = 0,00610887 porque deben dar muy
parecidos. También se ha calculado el valor de Expected Shortfall, ES que con
el VaR son las dos medidas mas utilizadas para cuantificar el riesgo operativo
asociado a las pérdidas debidas al evento de Fraude Externo. El valor del Xp
estima el Var operacional.

Tabla 4.17. Medidas OpVaR y Expected Shortfall, ES, para cuantificar el riesgo

P |(1—p OpVaR, Beta General ES,
0,10 | 0,90 | 333.275.322 | 349.460.700 | 337.454.144
0,15 | 0,85 | 333.512.753 | 349.587.300 | 337.693.041
0,20 | 0,80 | 333.764.673 | 349.664.000 | 337.946.517
0,25 | 0,75 | 334.032.960 | 349.776.500 | 338.216.460
0,30 | 0,70 | 334.319.881 | 349.872.400 | 338.505.153
0,35 | 0,65 | 334.628.210 | 349.908.900 | 338.815.386
0,40 | 0,60 | 334.961.388 | 350.037.100 | 339.150.621
0,45 | 0,55 | 335.323.759 | 350.134.000 | 339.515.229
0,50 | 0,50 | 335.720.914 | 350.320.600 | 339.914.835
0,55 | 0,45 | 336.160.218 | 350.488.000 | 340.356.852
0,60 | 0,40 | 336.651.655 | 350.778.700 | 340.851.323
0,65 | 0,35 | 337.209.230 | 351.267.200 | 341.412.341
0,70 | 0,30 | 337.853.471 | 351.418.600 | 342.060.559
0,75 | 0,25 | 338.616.234 | 351.610.800 | 342.828.032
0,80 | 0,20 | 339.550.942 | 351.711.700 | 343.768.511
0,85 | 0,15 | 340.757.881 | 352.050.000 | 344.982.902
0.90 | 0,10 | 342.462.587 | 352.156.400 | 346.698.133
0,95 | 0,05 | 345.386.643 | 352.965.400 | 349.640.242
0,99 | 0.01 | 352.224.247 | 352.965.400 | 356.520.064

Un segundo procedimiento: Grafica de exceso medio

Un primer aspecto a resolver es la seleccion del umbral éptimo a partir del cual la
distribucion de Pareto generalizada pueda ser ajustada a los excesos sobre dicho
valor.

Para resolver este problema nos valemos de la siguiente grafica: para representar
esta grafica la funcion de exceso medio empirica se tomo como variable depen-
diente y como variable independiente los valores del umbral o prioridad u = Xj, 1.
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Figura 4.12. Funcién de Distribuciéon Empirica versus Funcién de Distribucién teérica
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En la grafica se observa que a partir de 351.610.800 el grafico del exceso medio
empieza a ser creciente indicativo de cola gruesa a partir de dicho punto.

Por lo tanto se tomara como umbral este valor y a partir del cual se consigue una
muestra de 14 observaciones.

La pendiente de la recta es igual a 0,2674 y sa sabe que tedéricamente también es
igual a & por lo tanto igualando estos dos valores y despejando el valor de ¢ se

obtiene el valor de ¢ = 0,36500137313.

Para contrastar esta afirmacion y confirmar la existencia de cola gruesa en el
problema que se estad resolviendo se presenta un grafico de cuantil-cuantil los
cuantiles empiricos frente a los cuantiles tedricos de la distribucién a la cual se
ajustan los valores que estan por encima del umbral.
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Figura 4.13. Cuantil empirico versus cuantil teérico
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La curva es lineal lo cual sugiere un buen ajuste a una Distribuciéon Beta gene-

ralizada que cuando tiene dos parametros es una la Distribuciones Generalizada

Pareto.

Descripcién de la muestra a modelar

Los estadisticos de la muestra que exceden el umbral seleccionado son:

Tabla 4.18. Valores muestrales que estdn por encima del umbral

Tamano de la muestra : 14
Media : 337.242.010
Minimo: 351.610.800

Varianza: 9, 08877x10"!
Desviacion estandar: 953350, 1626
Asimetria :

2,15

Maximo: 355.183.200 Curtosis: 5,37

Percentil (Q) | Valor para el percentil | Numero de valores

Percentil (Q) (XQ) por encima de XQ(K)
Q=25% Xo,5 = 351.788.025 K=4
Q=50% Xo,50 = 352.088.300 K=7
Q=75% Xo,75 = 352.635.675 K=10
Q=90% Xo,00 = 353.229.860 K=12

El método de estimacién de los parametros fueron los estimadores de Drees-

Pickands.
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Los parametros estimados para el modelo, optimizando el ajuste con un umbral
de 351.610.800 y 14 excesos, son los siguientes:

El valor del parametro de escala 3 se calcula con la siguiente ecuacion:

p=c+a(u—p) (4.5)
u=2337242.010 ; o =4.177.520,628 ; ¢ =0,36500137 ; u = 351.610.800
B = 4.177.520.628 + ¢(351.610.800 — 337.242.010)

B =9.422.148,77

La funcién de Distribuciéon Generalizada de Pareto se ha estimado para que ajuste
los valores extremos que exceden el umbral o la prioridad u y no los excesos, ya
que en caso de ajustarse los excesos sobre u(X — u), el pardmetro de localizacion,
u, seria 0 en lugar de 337.242.010.

Comprobacion de la bondad del ajuste

A continuacion se presenta un grafico de cuantil-cuantil (Q-Q Plot), que repre-
senta los cuantiles empiricos (valores muestrales) frente a los cuantiles teéricos
obtenidos a través de la distribucion estimada:

Grafico cuantil-cuantil

Bl -
Gg,ﬁ,y<p>—u+5{[ﬁu<1—p>] —1}

9.422.148,177 { {10698 } ~0,36500137 }
_ 1 — xp

= 351610800 + 7 (1-p)

xp = 351.610.800 + 25.814.009 {[764, 142857(1 — p)] 3600137 _ 1}

_ r
Conp =,

r : Posicidn del valor al cual se le va a calcular la funcion de distribucion acumu-
lada.

n : Tamano de la muestra

p : Percentil
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Figura 4.14. Funcion de Distribuciéon Empirica versus Funcién de Distribucién teérica
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Inferencia y Prediccion

Tabla 4.19. Algunos posibles resultados obtenidos a partir de la funcién de Distribucién y funcién
de supervivencia tedrica

X G(x) | 1—G(x)
360.000.000 | 0,9994 | 0,0006
355.000.000 | 0,9991 | 0,0009
352.000.000 | 0,9987 | 0,0013
352.500.000 | 0,9988 | 0,0012

Por ejemplo, habiendo superado una pérdidas econdémica 351610800, la probabi-
lidad de que la pérdida sea inferior $ 360.000.000 es de 99,94 % y por lo tanto la
probabilidad de que sea superior a $ 360.000.000 es de 0, 06 %. Igual interpretacion
se pueden hacer con los demas valores.

Tabla 4.20. Pérdidas para varios percentiles y frecuencia de pérdida

Frecuencia de | pérdida (X,) en
P(%) a1 . P
pérdida 7—; miles de pesos
90,0 10 331.099.455
95,0 20 332.626.002
99,0 100 338.085.196
99,9 1000 354.273.966

Por ejemplo se espera con una probabilidad del 99,9 %, una vez que una pérdida
supere el umbral de $ 351.610.800 el valor de ella sera inferior a $ 354.273.966.
Por el contrario, con una probabilidad del 0,1 % (esto es 1 de cada 1000 eventos
superan el umbral) la pérdida sera superior a $ 354.273.966.

Estimacién de las pérdidas por encima del percentil 99,9 % por los métodos Valor
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en riesgoy EVT

Se puede calcular el valor esperado de las pérdidas en la cola con la siguiente
ecuacion:

3204 :B _ é(”) (4.6)
1-¢  1-¢ '

Tabla 4.21. Comparacién de las pérdidas esperadas en la distribucion de la cola

¢ LDA POT EL LDA-EL POT-EL
Fraude | 0,00613629 | 352.556.139 | 355.189.911 | 344.928.510 | 7.627.629 | 10.261.401
Externo | 0,36500137 | 357.136.480 | 341.622.818 | 352.354.042 | 4.782.438 | 10.731.224

El modelo LDA incluye las pérdidas esperadas (EL) y las pérdidas inesperadas
(UL) para un nivel de confianza del 99,5 % para un valor del parametro de forma
¢ = 0,36500137 las pérdidas para este modelo son mayores que para el modelo
POT en $ 15.513.662. Cuando ¢ = 0,00613629 sucede todo lo contrario las perdi-
das segun el modelo POT son mayores que las del modelo LDA y la diferencia es
de $ 2.633.772.

Tabla 4.22. Estimacion de las pérdidas esperadas en la cola

EL ES
Fraude | 344.928.510 | 359.504.038
Externo | 352.354.042 | 350.719.721




CONCLUSIONES

En el caso de estudio el fraude externo es el evento que implica mayores pérdidas
el 51,02 % del total de pérdidas en segundo lugar las Fallas Tecnoldgicas con el
12,02 % y en tercer lugar Dafos a activos fijos 10,04 % para un gran total de estos
tres eventos del 73,08 % del total de las pérdidas.

La alternativa de modelacién del método de simulacién de Montecarlo aplicado
al método de Pérdidas Agregadas muestra que la carga de capital con un millén
de iteraciones para el evento Fraude Externo para una probabilidad del 99.9 %
es de $ 342.190.000, es decir hay una probabilidad del 99.9 % de que la carga de
capital no sea excedida por $ 342.190.000. Y las pérdidas agregadas esperadas
para un mes son de $ 336.690.000. Valores a los cuales convergen estas dos
variables.

Cuando se aplica el método Picos sobre un umbral se observa que mientras menor
sea el parametro de escala menor es la carga de capital que se debe reservar. Se
presentan dos casos dependiendo del valor del pardametro de forma (¢),

si ¢ = 0,00613629 el requerimiento de capital es de $ 355.189.911 y

si ¢ = 0,36500137 es de $ 341.622.818.

Los valores menores de carga de capital cuando se mide el riesgo a través del
VaR se estan logrando con el método Pérdidas Agregadas cuando el parametro
de forma es ¢ = 0,36500137 y cuando el parametro de forma es ¢ = 0,00613629 el
método mds eficiente es el Picos sobre un umbral.

El valor del Expected Shorfall es $ 350.504.038 cuando el parametro de forma es
¢ =0,00613629 y de $ 350.319.721 cuando ¢ = 0,36500137

Una sugerencia que se hace a partir del presente estudio es que se calcule y es-
tandarice el pardmetro de forma para diferentes empresas segun sus objetivos y
tamano ya que este parametro es el mdas sensible para la obtencién del capital
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econémico minimo requerido que las instituciones financieras utilizan interna-
mente para manejar su propio riesgo.

Se recomienda que se adquiera la cultura de beneficiarse del calculo del para-
metro de forma para controlar el logro de la disminuciéon del riesgo en las colas
ya que haciéndolo cada vez mas pequefio la empresa esta menos propensa a te-
ner eventos de baja frecuencia y alta severidad y por lo tanto menos propensa a
quiebras y grandes pérdidas de dinero cuando se usa el VaR.

Una recomendacion que se hace para préximos trabajos es que se modele el VaR
y el ES con metodologias que modelen la dependencia de la varianza condicio-
nal es decir, que se implementen modelos como RiskMetrics, ARMA-GARCH y
ARMA-GARCH-EVT hasta este trabajo se supuso que las pérdidas econémicas
debidas al riesgo operativo son una variable aleatoria independiente e idéntica-
mente distribuida aca se ha tenido en cuenta la Teoria del Valor Extremo sin
modelar dependencia existente en el primer y segundo momento de la serie con-
dicional de la serie. Y los modelos que se mencionan antes modelan los dos tipos
de dependencia.



ANEXO A

FUNCION DE DISTRIBUCION ACUMULADA PARA LA
PERDIDA POR FRAUDE EXTERNO CON SEVERIDAD
NORMAL

Figura A.1. Funcion de distribucién Acumulada para las pérdidas de Fraude Externo
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ANEXO B

GRAFICO Q-Q PARA LA PERDIDA PARA FRAUDE EXTERNO
CON SEVERIDAD NORMAL

Figura B.1. Grafico Q-Q para la pérdida para fraude externo con severidad normal
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ANEXO C

VaR PARA DIFERENTES PERCENTILES Y VALOR DEL
ESTADISTICO DE PRUEBA SMIRNOV-KOLMOGOROQV

Tabla C.1
Percentil . Estadistico VaR Distril?uci()n E.l la
Smirnov-Kolmogorov cual mejor se ajusta

90,0 0,0142 349.321.600 BETA GENERAL
90,5 0,0163 349.438.300 BETA GENERAL
91,0 0,0159 349.460.700 BETA GENERAL
91,5 0,0152 349.587.300 BETA GENERAL
92,0 0,0166 349.640.597 BETA GENERAL
92,5 0,0170 349.761.219 BETA GENERAL
93,0 0,0180 349.876.824 BETA GENERAL
93,5 0,0209 350.015.699 BETA GENERAL
94,0 0,0214 350.133.081 BETA GENERAL
94,5 0,0326 350.323.047 BETA GENERAL
95,0 0,0285 350.372.647 BETA GENERAL
95,5 0,0277 350.574.540 BETA GENERAL
96,0 0,0286 350.832.689 BETA GENERAL
96,5 0,0311 351.058.164 BETA GENERAL
97,0 0,0367 351.342.423 BETA GENERAL
97,5 0,0443 351.528.079 BETA GENERAL
98,0 0,0622 351.864.389 BETA GENERAL
98,5 0,0471 352.213.400 LOGNORMAL

99,0 0,0396 352.535.861 BETA GENERAL
99,5 0,0758 353.341.678 BETA GENERAL







ANEXO D

CODIGO DE MATLAB SIMULACION DE MONTECARLO
(BINOMIAL NEGATIVA-NORMAL)

% LECTURA DE LOS DATOS DE ENTRADA
Clear all;
Format short;
Clc;
% PARAMETROS DE LA BINOMIAL NEGATIVA
R=1
P=0.0544
% PARAMETROS DE LA NORMAL
X=19400638.2;
S$=12794784.4
% NUMERO DE DATOS A PROCESAR
N=1000000
sumt=0; k=1;
for i=1:N
if rem(i,1000)==0
i
end
NBNeg=nbinrnd(R,P);
sump=0;
for j=1:NBNeg
perdidai = normrnd(X,S);
sump=sump+perdidai;
end
sumt=sumt+sump;
PROM(1,i)=sumt/i;
if ((1 <= 10000) & (rem(i,1000) == 0))
DD1(1,k)=1i;
DD4(1,k)=PROM(1,1);
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DD5(1,k)=prctile(PROM,99.9);

Datos=[DD1’ DD4’' DD5'];

save Datos;

save PROM;

k=k+1

else

if ((1 > 10000) & (i <= 100000) & (rem(i,10000) == 0))
DD1(1,k)=1i;
DD4(1,k)=PROM(1,1);
DD5(1,k)=prctile(PROM,99.9);
Datos=[DD1’ DD4’' DD5'];

save Datos;
save PROM;
k=k+1
else
if ((i > 100000) & (i <= 1000000) & (rem(i,100000) == 0))
DD1(1,k)=1i;
DD4(1,k)=PROM(1,1);
DD5(1,k)=prctile(PROM,99.9);
Datos=[DD1’ DD4’' DD5'];
save Dato;
save PROM;
k=k+1
end
end
end
end
figure

plot(DD1,DD4,’-xb")

set(gca, 'FontSize’,12);

xlabel(’'Numero de Iteraciones’,’'FontSize’,12);
ylabel(’'Perdida Promedio’, 'FontSize’,12);
X(1,1)=DD1(1,1);

X(1,2)=DD1(1,k-1);

Y(1,1)=DD5(1,k-1);

Y(1,2)=DD5(1,k-1);

figure

plot(DD1,DD5, " '-xb")

set(gca, 'FontSize’,12);

xlabel(’'Numero de Iteraciones’,'FontSize’,12);
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ylabel(’'0pVaR(99.9%) ', 'FontSize’,12);
format bank;
[DD1; DD4; DD5]’
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