“Una Propuesta para determinar la Transformada Z Multiplicativa y Algunas de sus
Aplicaciones.”

Trabajo de investigacién para optar al titulo de Magister en Matematicas Aplicadas

Departamento de Ciencias Matematicas
Escuela de Ciencias

Universidad Eafit

Presentado por:

Fabian Velasquez Clavijo

Asesor:

MSc. Freddy H. Marin Sanchez

Medellin-Colombia

Noviembre 2018



“A mis encantadoras hijas Serena y Mariana, a mi esposa amada Maria; por ser la fuente de
toda mi inspiracién «

“La ciencia solo avanza hasta que los limites propios del hombre lo permitan, y no hasta que
las leyes universales lo determinen”

Fabian Vel&squez Clavijo



Una Propuesta para determinar la Transformada Z Multiplicativa y Algunas de sus
Aplicaciones.

Fabian Velasquez Clavijo? Fredy H. Marin Sanchez?

fabianvelasquez@gmail.com
Estudiante de Maestria en Matematicas Aplicadas
Universidad Eafit

fmarinsa@eafit.edu.co
Magister en Mateméticas Aplicadas
Profesor Universidad Eafit
Medellin-Colombia

Resumen

En el presente articulo se propone una técnica para determinar transformada Z multiplicativa, la cual incluye
algunas aplicaciones en la solucion de ecuaciones en diferencias lineales multiplicativas. Primero se presenta
una funcion muestreada en forma multiplicativa y luego con la transformada de Laplace multiplicativa se
deduce la transformada Z multiplicativa, con todas sus propiedades. Luego se resuelve algunos modelos de
tiempo discreto basados en ecuaciones en diferencias multiplicativas y sistemas acoplados de tiempo
discreto, y finalmente se calculan soluciones numéricas de ecuaciones diferenciales multiplicativas con la
transformada Z multiplicativa.

Abstract

In the present article a technique to determine multiplicative Z transform is proposed, which includes some
applications in the solution of multiplicative linear differences equations. First a function sampled in
multiplicative form is presented and then with the multiplicative Laplace transform the multiplicative Z
transform is deduced, with all its properties. Then we solve some discrete time models based on equations in
multiplicative differences and coupled systems of discrete time, and finally we calculate numerical solutions
of multiplicative differential equations with the Z-multiplicative transform.
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1. Introduccion.

El calculo multiplicativo o geométrico fue propuesto en 1972 por Grossman y Katz donde muestran otra
forma de la derivada y la integral, preservando las propiedades fundamentales en forma multiplicativa [1]. A
partir de la formulacién de Grossman otros autores han propuesto ampliar mas la teoria del calculo no
Newtoniano formulando diferentes versiones. Michael Grossman y Roberts Katz formulan las bases
conceptuales del calculo geométrico y bigeometrico [1]-[3].En 1999 Dick Stanley muestra los teoremas
importantes del calculo multiplicativo y su uso en las aproximaciones con polinomios de Taylor [4].
Recientemente otros autores han promovido la investigacién y las aplicaciones del calculo no newtoniano en
muchas areas de la ciencia y la ingenieria. Bashirov et al. han realizado varias investigaciones en calculo
multiplicativo integral, diferencial , ecuaciones diferenciales multiplicativas y analisis complejo
multiplicativo [5]-[8].En 2009, F. Cdrdova-Lepe, realiza trabajos relacionados con el célculo proporcional y
la aplicacién del calculo multiplicativo en areas como la economia [9]- [10]. A Ozyapici , B Bilgehan y M
Riza proponen aplicaciones en el analisis numérico y el procesamiento de sefiales del calculo multiplicativo
[11]-[13].En 2004 H.R.Khatami, M.Jahanshahi y N.Aliev propusieron un método de solucion para
ecuaciones en diferencias no lineales basadas en diferencias multiplicativas [14], [15]. Misirili, Riza y Kadak
entre 2011 y 2014 han formulado el método de Runge Kutta, el método de Adams Bashforth-Moulton para las
ecuaciones diferenciales del calculo multiplicativo y bigeometrico [16]-[19].

Las aplicaciones del célculo no newtoniano se han incrementado en diversas areas, por ejemplo en los
sistemas dinamicos Y la teoria del caos, con los trabajos de investigacion de Aniszewska, Dorota y Ribaczuk
[20]-[23].En 2012, Florack, Luc Van Assen y Hans aplican el calculo multiplicativo en el andlisis de
imagenes médicas [24].En el 2016 Boruah et al. realizo trabajos de investigacion en calculo geométrico
relacionado con los conjuntos numéricos y las secuencias de diferencias multiplicativas [25], [26].. Ozyapici
propone un analisis de sefiales exponenciales basado en el calculo multiplicativo y muestra las funciones
especiales asociadas a las derivadas fraccionarias multiplicativas [12],[14]. En 2017 Muhammet y Harun
utilizan métodos numéricos fundamentales como el método de Euler multiplicativo para la solucién de
ecuaciones diferenciales parciales multiplicativas[27] . Muhammad, Farooq y Khalida resuelven ecuaciones
no lineales con el método de Newton multiplicativo y algunas modificaciones del método de Halley
[28].Boruah, Hasarika y Bipan resuelven ecuaciones diferenciales bigeometricas con métodos del analisis
numerico [29].En 2018 Yalcin, Numak ,Celik proponen los métodos clasicos de variacion de parametros ,
coeficientes indeterminados e independencia lineal a las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
constantes multiplicativas [30] [31].

La transformada de Laplace multiplicativa propuesta en 2016 por Yalcin et al. surge como un método
analitico para la solucion de ecuaciones diferenciales multiplicativas [32].La diversidad de propiedades de la
transformada de Laplace multiplicativa y su uso en la soluciones de ecuaciones diferenciales multiplicativas
nos motivé a proponer una nueva transformada Z multiplicativa con propiedades muy interesantes para
resolver de manera muy eficiente un tipo de ecuaciones en diferencias no lineales en el célculo clasico que
también son definidas ecuaciones en diferencias lineales en el calculo multiplicativo.

El articulo estd organizado de la siguiente manera, en la seccidon 2 se encuentran los fundamentos de la
integral y derivada multiplicativa. En la seccion 3 se encuentran las definiciones importantes y teoremas
basicos de la transformada de Laplace multiplicativa. En la seccion 4 se expone detalladamente la
transformada Z multiplicativa, sus condiciones de existencia, sus teoremas importantes con sus
correspondientes demostraciones. En la seccién 5 se encuentra las aplicaciones de la nueva transformada Z
como son; la solucion de las ecuaciones en diferencias multiplicativas, los sistemas de ecuaciones en
diferencias acoplados y la resolucion de algunos modelos de tiempo discretos.



2. Fundamentos del Calculo Multiplicativo.

En esta seccién se muestran los principales elementos del calculo multiplicativo propuesto por Grossman y
Katz [1]-[3]. Primero se muestran las definiciones y teoremas mas importantes de la derivada multiplicativa
y después se ilustran algunas propiedades basicas de la integral multiplicativa.

2.1 Derivada Multiplicativa

La derivada multiplicativa de una funcion positiva f(¢t): R - R, se deduce a partir de la derivada clasica de
la funcién In(f(t)).Las operaciones multiplicativas se representan con el operador (*) y en (2) se puede ver
la correspondencia entre la derivada multiplicativa y la newtoniana.

Definicién 2.1.

Sea una funcion positiva f(t): R — R, .La derivada multiplicativa de f(t) se define como

1
Wiy _ i (FE+AD)\AE Q)
f1(@®) = lim (—ﬂt) ) ,con f(t) ER, .

Teorema 2.1. Sea f(t) una funcién positiva y (*) diferenciable en t por tanto es diferenciable en sentido
clésico, y la relacion entre las derivadas esta dada por

In(f*(®) = ZIn(f@®) ,conf() €R, . @)

Teorema 2.2. Sea f(t) una funcion positiva. Si f(t) es n-veces (*) diferenciable entonces la n-esima
derivada multiplicativa se expresa como

A (n(f(v)) 3)
fr(t)=e  at® ,con f(t) €R,
2.2. Propiedades de la Derivada.

Sea f(t) y g(t) funciones positivas, y (), (") los operadores correspondientes de la derivada multiplicativa
y newtoniana.

a) (cf)*(t)=f*(t) conceR
b) (fg) (t) =f"g"(®)

N . f®
(§> O=ro

d) (feg)®) =fr(h(t)r®

c)

JiO) g(t)
&) (f+9)'(O) = (f (O OO (g () D+
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Definicion 2.2. Serie de Taylor Multiplicativa

Considere una funcion positiva f(t) (*) diferenciable hasta de orden n + 1.Para algin ¢ entre t y a, la
serie de Taylor multiplicativa se define como
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2.3 Integral Multiplicativa.

Definicion 2.3.

La integral de Riemman multiplicativa de una funcion f(¢t) positiva y acotada [a b], con —o < a < b < o
donde P = {t, ..., t,} €suna particion de I = [a b] se define como

= ()
s¢rpy = [ et
i=0
Teorema 2.3
La integral multiplicativa de una funcién positiva f(t) y continua en el intervalo I esta dada por
j F(B)% = el In(f(e)at (6)

Teorema 2.4. Primer Teorema Fundamental del Calculo.

Sea una funcién positiva f(t):[a,b] — R , que es (*) integrable, (*) diferenciable y f*(t) su derivada
multiplicativa.Entonces

F®) @

b
* dt _—
Lf O =Fa

2.4. Propiedades de la Integral
b b p
oN| (f(t)”)‘“=< | f(t)‘”>

b b b
b [ toge® = [ rov. [ g0

5 fb (f(ﬂ)dt_fff(t)dt
« \W9O) [P gy

b c b
d) f fO* =f f(t)dt.f f@)%  ,con f(t)y g(t) () integrables en [a,b]

e) [Ffm¥=1.

3. Transformada de Laplace Multiplicativa

En esta seccién se enuncian los elementos y propiedades mas importantes de la transformada de Laplace
propuesta por Yalcin [32].Se puede ver como la mayoria de propiedades de la transformada de Laplace
multiplicativa son analogas a las propiedades de la transformada de Laplace clasica y por tanto permiten la
solucidn de las ecuaciones diferenciales multiplicativas.



Definicion 3.1 Transformada de Laplace Multiplicativa

Sea f(t) una funcién positiva en el intervalo [0, ). La transformada de Laplace Multiplicativa se define
como:

Lalf(®) = f (Fee)™. ®)

Teorema 3.1. Existencia de la Transformada de Laplace Multiplicativa.

Considere f(t) una funcion positiva de orden a doblemente exponencial , con [f(t)| < ke parat > t,
,dada en un intervalo [0,); y sea In(f(t)) una funcion continua definida a trozos en el intervalo
[0, 0).Entonces L, {f (t)} existesi s > a.

Teorema 3.2.
Si f(t) es una funcidn positiva en [a, b]. entonces

La{f)} = elo €St In(F()at _ o L{n(f(6)} )

3.2 Propiedades de la Transformada de Laplace Multiplicativa
Considere f(t), g(t) funciones positivas y a ,b € R.
a) Linealidad
La{f®)g(©)"} = L {f (O} Lin{g ()}
b) Desplazamiento en la Frecuencia
Ln{f(©)¢“} = Fu(s — )
c) Desplazamiento en el Tiempo

Sea L/ () = F(s) ¥ 9@ ={; 5" 50, Entonces £ {g(0) = R0

d) Escala.

1

Sea Ln{f(t)} = Fy(s) .Entonces  L,,{f(at)} = E, (i)“
e) Derivada de Transformada
Sea L, {f(t)} = En(s) . Entonces L, {f ()"} = (F*™(s))D"

f) Transformada de la Convolucién

Sea Lnlf(D}=Fu(s) ¥ Llg(D} = G(s) Entonces L {[; fGr)9C0T} = By ()

g) Transformada de Laplace de una Derivada

Sea f(t) una funcion de orden a doblemente exponencial definida en el intervalo de [0, T], y sea f*(t)
la derivada multiplicativa de f(t) una funcién continua a trozos definida en el intervalo de
[0, T].Entonces



* Fn(s)®
L. {f )} = f((;)) , paras > «.

Si f(t) es (*) n veces diferenciable y continla a trozos. Entonces la transformad de Laplace multiplicativa de
la derivada n-esima multiplicativa de f(t) es

En(s)*"
FO)S" T F(0)S™ 72 £+ (0)s" 7% .. £(0)* (D)

, s>a.

Ln{f*™®(©)} =

4. Transformada Z Multiplicativa.

En esta secci6n se propone una nueva transformada que se denominara transformada Z multiplicativa
determinada a partir de la transformada de Laplace multiplicativa. La transformada Z multiplicativa sera
aplicada a funciones positivas de tiempo discreto o de sefiales que han sido discretizadas. Se mostrara de
forma detallada las definiciones y teoremas méas importantes con sus respectivas demostraciones, que seran
claves en el desarrollo de este trabajo. Se podra ver la relacién que hay entre la transformada Z multiplicativa
con sus propiedades y la transformada Z clasica. Por dltimo se propone la transformada Z inversa
multiplicativa que mas adelante serd imprescindible junto con la transformada Z multiplicativa en la
soluciones de ecuaciones en diferencias lineales multiplicativas.

En los trabajos de W. Hurewicz, W.K. Linvill y J.R. Ragazzini se puede ver que la sefial discretizada f,;(t)
es una modulacién de amplitud de pulso porque se representa como el producto de una sefial continua f(t)
por una sefial tren de impulsos 8, = Y.}, 6(t —nT) siendo T el periodo de muestreo finito, tal como se
muestra en la definicion 4.1 [33]-[35].Es importante notar que en el proceso de muestreo de las sefiales que
son tomadas del mundo real, las muestras se adquieren en tiempos positivos, es decir con n = 0. Por tal
razén este trabajo de investigacion se enfoca en el estudio detallado de la transformada Z multiplicativa para
sefiales discretizadas en tiempos positivos, que en la transformada Z clasica haciendo la analogia se llamaria
transformada Z multiplicativa unilateral.

Definicion 4.1 Una funcidn discretizada f,;(t) con periodo de muestreo finito T y con tiempo discreto n €
Z , se define como el producto de la funcidn f(t) por una sefial tren de impulsos de la siguiente manera

fa(©) = Xiceo f(nT)&(t — nT). . (10)

Definicion 4.2. Una funcién positiva y discretizada en sentido multiplicativo f,;(t) con periodo de
muestreo finito T y con tiempo discreto n € Z , se define como el producto en el sentido multiplicativo de la
funcidn positiva f(t) por la funcién tren de impulsos de la siguiente forma

fra®) = [ieo f(T)°ED) (1)

4.3 Deduccion de la Transformada Z Multiplicativa.

Se aplica la transformada de Laplace multiplicativa a la ecuacion (11) por tanto

L (ﬁ f(nT)5<f-nT>> = fo i (ﬁ f(nT)““"”)e_
n=0 n=0

Utilizando el teorema 2.3 de la seccion 2 en (12) tenemos que

sty dt (]_2)



e 13

L, (1_[ f(nT)S(t—nT)> — ef(;o e StIn([I%%, £ (nT)5E-"T)) gt ( )
n=0

o 14

L, (H f(nT)ﬁ(t—nT)> — oo e R0 In(f (nT) S Dat (14)
n=0

e o 15

L, (1_[ f(nT)§(t—nT)> — efo e StY%  5(t—nT) In( f(nT)) ( )
n=0

e o 16

L, (H f(nT)a(t—nT)> — oo In(f (1)) [y° 6(t-nT)e~Stat (16)
n=0

17)

L, (1_[ f(nT)ﬁ(t—nT)> — eZ?fzoln(f(nT))e'"ST

n=0

En la ecuacion (17) sea z = e5T, entonces la transformada de Laplace de la funcion f,,(t) se define como
una nueva transformada para funciones positivas de tiempo discreto n y se llamara transformada Z
multiplicativa con el operador (Z,,): y su transformada Z multiplicativa serd la funcién F,(z) con dominio
enz

Z, (f(nT) = eZnzoIn(f (2" o

Zy(f (nT)) = Fp(2) (19)

De (18) se observa que el exponente del lado derecho corresponde a la transformada zeta cléasica de la funcién
In f(nT), por tanto se deduce una relacidn entre la transformada Z multiplicativa y la transformada Z clésica.
Si se asume un periodo normalizado T = 1 entonces la ecuacion (18) queda de la siguiente manera

Zn(f (n) = eZn=o )z (20)

Definicion 4.3. Si f(n) es una funcidn positiva entonces la transformada Z multiplicativa se define como la
funcidn exponencial de la transformada Z clésica de In( f(n)) para algin |z| = a.

Zm(f(n) = *NUED = F,(2) (21)

Observe que si se aplica la propiedad de la suma de logaritmos, entonces la transformada Z multiplicativa se
define como un productorio de potencias de la forma;

Z,.(f(n) = eZr=on(F* " (22)
Zo(f(n) = el Tz s " (23)
Zn(f() = [I%o fF)7 (24)



Definicion 4.4. Sea f(n) una funcion positiva y de orden a doble exponencial, y a > 1.La transformada Z
multiplicativa para algun |z| = a se define como

Zp(f) =I5 fF(M)7 . (25)

Definicion 4.5. Sea f(n) una funcion positiva en el intervalo [0 ) y sea la funcién In(f(n)) dada en el
intervalo [0 o0).Existen constantes positivas @ > 1,k > 1 y n, tal que

IfM)| <ka® Vn>n,. (26)

Por tanto la funcién f (n) se define de orden a doble exponencial.
Proposicion 4. Existencia de la Transformada Z Multiplicativa

Sea f(n) una funcion positiva en el intervalo [0 )y de orden a doble exponencial, y sea la funcién
In( f(n)) continua en el intervalo [0 c).Entonces F,,(z) existesi|z]| > a .

Demostracion.

Si la serie |YpoIn(f(n))z™"| <o , con |z| >a entonces F,(z) converge. Luego se demostraria la
convergencia de la serie.

¢ 1 (27)
z In(f(n))z™| < IIn(f @) | n(lj;gll)) |
n=0 n=0
< In(k (28)
Z ln(f(n))z'” Z | n(lzclln ) |
n=0

_| NIk +1n(@™) (29)

= ZO ER

In(a®") (30)
<1“(")Z| B Z ER

Z In(f ()7 ™"

-n s a”
Z In(f()z™"| < In(k) z ot @ Z o
n=0 n=0 n=0
oo [ele) 1 n [ele] a n (32)
-n 1 a
Z In(£(0))z~"| < In(k) Z <|Z|> +In(a) Z (|Z|>
n=0 n=0 n=0
Se puede ver que si |z| > a entonces las dos series geométricas del lado derecho son convergentes.
-n |z| |z] ; (33)
Y=o In(f(n))z™"| < In(k) (I = 1) +1In(a) (IZI—a) <oosi|z| >a

Si eZn=olU(Tz™" < o entonces F,(z) existe siysolosi|z] > a .

10



Proposicion 4.1. Transformada Inversa Z Multiplicativa

Sea (Z;') el operador de la transformada inversa Z multiplicativay (Z~) el operador de la transformada
inversa Z clésica. Si F,,(z) existe entonces la transformada Z inversa multiplicativa se representa como

Zit (B (2)) = €27 0n(Fn(@)) (34)

Demostracion.

Si se toma la definicién 4.3 en (34) , se tiene que;

E,(2) = e (35)
In(E,(2)) = Z(An(f(n))) (36)
Z7Y(n(F(2)) = Z71(Z(n(f () (37)
Z71(n(Fn(2))) = In(f(n)) (38)
£(n) = o “Mn(Fn(@) (39)
Z71(Fpy(2)) = €2 n(Fm(@)) (40)

Proposicion 4.2. Linealidad.

Sea f(n) y g(n) funciones positivas con a ,b € R y sus correspondientes transformadas Z multiplicativas
F,(2) ¥ Gn(2). Entonces

Zn(f(M*g(M)®) = Fp(2)*Gn(2)" . (41)

Demostracion.

Si se aplica la definicion 4.3 a la ecuacion (41) se tiene que;

Zn(f()2g(n)?) = eZIn/ (g (®) (42)
Zn(f ()2 g(n)?) = eZIn/ (W +Ing(m?) (43)
Zn(F(n)*g(n)?) = eZ(alnf(n)+bln g(n)) (44)

Zn(fF(M)%g(n)?) = eaZ(Inf(n)+bz(In g(n)) (45)
Zm(f(n)“g(n)b) — eaZ(lnf(n)) ebZ(lng(n)) (46)

11



Zn(F (m)*g(n)") = 200/ ()" eZ0ng )" 40

Zn(f(M)*g(M)®) = Fp(2)*Gn(2)" . (48)

Proposicion 4.3. Desplazamiento en el tiempo a la derecha.

Sea f(n) una funcién positivay F,(z) la transformada Z multiplicativa correspondiente. Entonces

Zn(f(n— 1) = fF(-D)(En(2))* . (49)

Demostracion.

Si se considera la definicion 4.3 en el lado izquierdo de (49) se tiene que;

n

Zn(f(n — 1)) = eZn=on(f(n=1)z" 50)

Tome m=n—1 ,enlapartederecha de (50), de esta forma

Zn(f (n = 1)) = e¥m=maIn(/(m)z""7 (51)
Zo(f(n — 1)) = eM(FC+ Y=o In(f(m)z~™m"1 (52)
Zn(f(n—1)) = en(F(-1) gz EnooIn(f(m)Nz™™ (53)

Zn(f(n = 1)) = f(=1)e? Zm=oln(fm)z"" (54)
Zin(f(n = 1)) = f(=1)(eZm=on(F)z""yz"" (55)
Zn(f( = 1)) = F(~D)(En(2)? . (56)

Proposicion 4.4. Desplazamiento de k periodos a la derecha.

Sea f(n) es una funcién positiva y su correspondiente transformada Z multiplicativa es F,,(z). Si k € Z,,
entonces

Zn(f(n = k) = F(=R)f(=k + D)7 " f(=2)" P F (=17 (Fn(2))* " (57)

Demostracion.

Si se toma la definicion 4.3 en el lado izquierdo de (57) , se tiene que; 58)
Zn(f(n — k) = eZn=oIn(f(r=i)z™™,

Haciendo m = n — k en el miembro derecho de la ecuacién (58)

12



Zun(f (n = k)) = eZmenin(rm)z"""

(59)
Zm(f(n _ k)) — eIn(f(=k)+z7  In(f (—k+1)+2 2 In(f (~k+2))+-+z ¥+ In(f (-1))+2 K ER o In(f (m))z ™™
(60)
— _ z71 _ z72 _ z_k+1 ) -m_ .-k
Zn(f(n = k)) = MU Rk “en(f(-k+2) = oIn(f(-1) (eZm=oIn(f(m)z™™yz (61)
- - -k -k -k
Zn(f(n=10) = F(=IVf (=k + D7 f(=k +2)7 . f(=2)7 " F (=17 (Fn(2))* )

Proposicion 4.5. Desplazamiento en el tiempo k periodos a la izquierda.

Sea f(n) es una funcién positiva y su correspondiente transformada Z multiplicativa es F,,(z). Si k € Z,,
entonces

k
. (63)
Zn(f(n+ 1K) = . '
m(f(n+ 1)) FOZ PP @R (37 L p(e-2)2 f e 1)
Demostracion.

Si se toma la definicién 4.3 en el lado izquierdo de (63) se tiene que;

Zn(f(n+ k) = eXnzoIn(f(n+k)z "

(64)

Haciendo m = n + k en el miembro derecho de la ecuacion (68)
L+ 1) = eZReadnC G -
Zn( 1+ 1)) = e B Comyz™ -

Si se suman y restan términos al exponente del lado derecho de la ecuacion (66) para dejar la serie en
términos de la transformada Z cléasica del logaritmo natural de la funcion f(x) se tiene que

Zn(F(n+1k)) = e~ 0In(f(0))+2 ™ In(f (D) +z 2 In(F () +-+2~ K DIn(f (k=1 +2* S5 In(f (m))z™™ (67)

i zkeZm=oIn(f(m)z~™ (68)
Zm(f (n+ )) T ezKIn(£(0)) 2K~ 1In( £(1))zK"2In(f(2)) _oz2In(f(k-2))ezIn(f(k-1))

Al realizar las propiedades de los logaritmos en (68) se obtiene
(eZm=oIn(f )z~ 2"
FOFFZT @37 fll = 2)2 f (ke — 1)*

Luego la transformada Z multiplicativa del desplazamiento de k unidades en el tiempo a la izquierda se
determina como

Zp(f(n+ k) = (69)

13



P (2)7 (70)
K72 p3)7 3 L k-2)7 F(k-1)7

Zn(fn+k)) =

k1

FOZ @2 2
Proposicion 4.6. La Derivada de Transformada Zeta Multiplicativa

Sea f(n) una funcion positiva y su correspondiente transformada Z multiplicativa F,,(z).Si la transformada
Z multiplicativa F,,(z) es (*) diferenciable entonces

& (Fn(2))7" = Zn(fF (™) . (1)

Demostracion.

Se realiza la derivada newtoniana de la transformada Z clasica de la funcion In( f(n)) y luego en (74) se
aplica la derivada multiplicativa de Z,,(f (n)) de la siguiente manera;

d N (72)
—(Z(nfm) =~z ann(f(n))z‘"
n=0
d N (73)
—(Z(nfm)) = —z™* Z In( f(n)™)z™"
n=0
. (eZ(ln(f(n)))M> (74)
% (Zm (f (n))) e Zan(7 ()
f(z (fm)) = ez @£ () (75)
dz\"™
% (Zu(f@)) = e B0l (76)
e (Zn(f()) = (eGP @)
dr B .
—(2n(F®)) = En(F eI (78)
& En@)) 7 = ZnF D)) (79)
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Proposicion 4.7. Transformada Zeta Multiplicativa para la Convolucion.

Considere f(n) y g(n) funciones positivas, y f(n) * g(n) la convolucién en sentido multiplicativo. Si
E,.(z) y G, (z) son las transformadas Z multiplicativas correspondientes y G(z) la transformada Z clésica
de g(n). Entonces

Zn((f() x g() = (Fn(2))°® . (80)

Demostracion.

Se aplica la transformada Z multiplicativa al lado izquierdo de la ecuacion (80) de la siguiente forma;

) (81)
Zm(f(n) * g(n)) = Zm Hf(k)y(n—k
k=0
Z(f(0) * g(n)) = Z,, (eZi=o U (k))ITH)y )
Zm(f(n) * g(n)) = Zm(eZl}”zog(n—k) ]n(f(k))) (83)
Zn(f(n) x g(n)) = ezane£1°<°=og(n—k)1n(f(k))) -~
Zm((f(n) * g(n)) = eZ(Zziog(n—k) In(f (k). (85)
Si se aplica la propiedad de la transformada Z clasica de la convolucion en (85) se tiene que;
Zm((f(n) * g(n)) = ez(g(n))Z(ln(f(n))) (86)
Zn((f(m) xg(n)) = (eZ(ln(f(n))))Z(g(n)) -
" (88)

Zm((f (W) * g()) = (Fu(2))" .

Proposicion 4.8. Escalamiento en tiempo
Seaa # 0y f(n) unafuncidn positiva. Si  F,(z) es latransformada Z multiplicativa de f(n) entonces

Zn(f(@n)) = Fy, (zi) . (89)

Demostracion.

Si se toma la definicion 4.3 en el lado izquierdo de (89) se tiene que;
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Zon(f (an)) = 7 @) (90)

Zm(f(an)) = eZ%:oln(f(an))Z—n (91)

Sea m = an, por tanto

Zon(f(an)) = eZReon(rGm)z"@ (92)

z;“,;=01n<f<m>><z%)_m (93)

Zm(f(om)) =e

1 94
Zm(f(an)) =F, (za) (94)
Proposicion 4.9. Escalamiento en Frecuencia.

Sea a # 0 y f(n) funcién positiva. Si E,, (2) es la transformada Z multiplicativa de f(n) entonces

Zp(f()®") = Fpa™'2) . (95)

Demostracion.

Si se toma la definicién 4.3 en el lado izquierdo de (95) se tiene que;

Zn(f()™") = 20U (96)
Zn(f()™") = eZ@" G @) 97)
Zo(f(n)™") = eXnmo@"In(f (2" (98)
Zm(f(n)a") = eZn=oIn(f(M)(a™'2)™" (99)
Zn(f()*") = Fn(a™2) . (100)

Proposicion 4.10. Valor Inicial.
Considere f(n) una funcidn positiva y su transformada Z multiplicativa F,(z). Entonces

lim Fn(2) = £(0) . (101)
Demostracion.

Aplicando la definicion 4.3 en (101) se tiene que
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lim F,,(z) = lim eZn=onFm)z"" (102)

Z—00 Z—00
lim E,,(z) = lim e (@+Zn=1 In(Fm)z"" (103)
Z—00 Z—00
lim E,,(z) =f(0)lim eZn=1n(f(m)z"" (104)
Z—00 Z—00
. lim Y%, 1 -n
lim F, (2) = £(0) 2 ¥n=a 002 (105)

En el exponente del lado derecho de (105) se puede notar que el limite de cada término de la serie es cero,
por tanto

lim E,,(z) = f(0)e°. (106)
Z—00
lim E,,(z) = f(0) . (107)
Proposicion 4.11. Valor Final.

Considere f(n) una funcién positiva con f(—1) = 1, y su transformada Z multiplicativa correspondiente
F,(z). Entonces

lirrllFm(z)l‘Z_l = f() . (108)
VAd
Demostracion.
Considere
Fm(2) — f(n) (109)
F-DFm(2)? Zm (f(n—l))
=3} f(n) —
Fu(2)i=" = S0t (110)
E ()77 = eZrzo (nF)-In(f -1z ™" (111)
Aplicando limite en ambos lados de (111) cuando z — 1 se tiene que
lmE,, (z)'~7 " = e}l Zn=o (N (0)-In¢r (=12~ (112)
751 m .
lmE,,(2)17% " = eZnzo (n(f()-In(f (=1)) (113)
z-1 m

Cabe notar que el exponente del lado derecho de (113) es una serie telescOpica. Si se expande la serie
telescopica todos sus términos se cancelan a excepcion de f (o) de la siguiente manera

lirrllFm(2)1_Z_1 = eln(f(oo)) (114)
VAnd
lirr}Fm(z)l‘Z_l =f() . (115)
VA

En la Tabla 1 se muestra la transformada Z multiplicativa de algunas funciones clasicas.
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e6(n) e
um) Z_
e ez—1
b _Zz_
e ez—b
1 1
en! e
n z
e —
e(z—1)?
n? z(z+1)
e e+ 1)3
ecos(an) z(z—cos(a))
eZZ—ZZcos(a)+1
esen(an) zsen(a)
eZZ—ZZcos(a)+1
ecosh(an) z(z—cosh(a))
eZZ—ZZcosh(a)+1
gb"cos(an) z%—bcos(a)z
ez?—2bcos(a)z+b?
eb"sen(an) bsen(a)z

ez2—2bcos(a)z+b?

Tabla 1. Transformada Z multiplicativa de algunas funciones clasicas.

5. Aplicaciones de la Transformada Z Multiplicativa para la solucion de Ecuaciones en
Diferencias Multiplicativas.

En esta seccion se resolveran de forma muy eficiente algunos ejemplos de solucién de ecuaciones en
diferencias de la forma que se define en la ecuacién (116) con transformada Z multiplicativa. En los trabajos
de Khatami, Jahanshahi y Aliev se propuso un método de solucién para ecuaciones de la forma que se
muestra en (116) [14], [15].Ademas se aplica la transformada Z multiplicativa para resolver algunos modelos
de tiempo discreto que son Utiles en algunas ramas de la ciencia como es el modelo de Varley,Gradwell y
Hasel en andlisis de poblaciones de insectos, o la ecuacién Lyness propuesta inicialmente por Lyness en 1942
para analizar un problema de nimeros. Luego se resuelve un sistema acoplado de ecuaciones en diferencias
lineales multiplicativas con transformada Z multiplicativa. Por Gltimo se hace una discretizacién de una
ecuacion diferencial multiplicativa de orden uno con diferencias finitas para luego resolver la ecuacion en
diferencias generada con transformada Z multiplicativa y asi hallar la solucién numérica en un tiempo menor
evitando la recursividad.

Definicién 5.1

Sean los coeficientes a; a, a, ER yretardosryr, 7, €Z ,y f(n)una funcion positiva de orden a
doble exponencial. La ecuacion en diferencias finitas multiplicativa se define como;

y(n—r)My(n—n)%..y(n—-nr,)m = f(n) . (116)

La ecuacion (116) se puede linealizar aplicando la funcion logaritmo y luego se aplica la transformada Z
clésica. Pero también se puede resolver sin necesidad de linealizarla aplicando directamente la transformada
Z multiplicativa por medio de las proposiciones 4.4 y 4.5 de la seccién 4.
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Ejemplo 5.1. Considere la ecuacion en diferencias
x(n—2)x(n—1)
x(n) -

Se aplica las proposiciones 4.2, 4.3 y 4.4 a la ecuacidn en diferencias (117) relacionadas con desplazamientos
en el tiempo a la derecha.

(117)

1 conx(-1)=1, y x(=2)=3

Zm(X(Tl - 2))Zm(X(Tl - 1)) _ (118)
Z (X)) =Zn{1)
x(=20x(=1)%" X(@? 2 (DX (@)? ) (119)
Xn(2) B
Xn@ 1 (120)
Xn(z2) 3
X ()7 = % (121)
e — (122)
INz=2+z"1-1
xn@ = (3)
1 z_2+;_1—1 (123)
K = &) )
X,,(2) = e‘“(%)(ﬁ) (124)
y() = Zp!' (Xn(2)) (125)
25 (X (@) = "G ) (126)
. (=v8)""-(+vE)"h (127)
Z;ll(Xm(Z)) — (g) (2n+1)y5
27 1((1-v5) - (14v8)") (128)
x(n) = (%) Vs , vn=0

Se observa que en (128) el exponente del lado derecho corresponde con la funcién generadora F(n + 1) de la
secuencia de Fibonacci en n + 1 de la siguiente manera

F(n+1)
x(n) = G) " ,Vn=0. (129)
Ejemplo 5.2. Considere la ecuacidn en diferencias con problema de valor inicial.
ym2ym-2) _ 1= oy = (130)
Yo = 3 ,con y(-1)=1, y(-2)=3
Se aplica las proposiciones 4.2 y 4.4 a la ecuacion en diferencias (130).
Zn(Y(M)*)Zm(y(n = 2)) (131)

Inom—1) m®)
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YYD Y@ V(@) (132)

-1 3z-1
y(—1)Y,,(2)?
3Y(2)" Yu(2)? |z (133)
- = 3z-1
Y (2)?
Ym(z)2_2—2_1+2 — 3%_1 (134)
e - (135)
Ym(z) z? = 3z-1
T (136)
Y, (z) = 3z-1)(2z%-2+1)
y(n) = Zt (Y (2)) (137)
i = 138
y(n) = eln(S)Z 1(m) ( |
(- () i3] (139)
y(n) =(3) T , Yns0

Ejemplo 5.3. Laecuacién de Lyness

La ecuacién de Lyness fue propuesta inicialmente en 1942 por Lyness para analizar un problema de nimeros
[36],[37]. La ecuacion de Lyness de orden 2 tiene la forma
a+ Bx(n) (140)
+1)=———=
¥+ 1) Ax(n—1)
Si a = 0 entonces la ecuacion (140) adquiere la forma de la ecuacién (116) y se puede resolver con la
transformada Z multiplicativa de la siguiente forma;

_ px(m) (141)
x(n+1) = A—x(n =D
Xn(@?  PXn(@) (142)
x(0)2  Ax(—1)Xp(2)7"
Xn (@)X (@? _ Bx(0)? (143)
X (2) ~ Ax(=1)
z%-z+1 144
XD 7 = (m’i 1))x(O)Z (144)
22 P (145)
X (@) = (x(0))7=771 (Ax('i 5)
x(n) = Zi! (X (2)) (146)
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x(n) = eln(x(o))z_1<z2i+1) e‘“(lx(ﬁ—l))z_l(zzf;l) (147)

sen(®5Y) zm;g%) (148)
x(n) =X(O) V3 (m) vn=0.

Ejemplo 5.4. Modelo de Varley, Gradwell y Hasell

El modelo Varley Gradwell Hasell [38] [39] se representa como una ecuacion en diferencias no lineal que
rige el comportamiento de algunas poblaciones de insectos, y se define por la ecuacion

Aym)~b (149)

yin+1)= ,cony(0)=vy, y abi>0.

ym)1=P
a

El parametro A representa la tasa reproductiva y el término es la fraccién de la poblacién que

sobrevive hasta la etapa adulta.

Al aplicar la transforma Z multiplicativa podemos hallar la poblacion de insectos y(n)

Zny(n+1) = Zp, (g) 7, (y(m)1~b) (150)
Yu(2)? = (151
Sz = &7 (;)

Ay (152)
Yn(2)7071 = y(0)” (a>
z GF-DGE=D (153
Y (2) = y(o)(m) (§)< b-1)(z-1)
() = Zit (Y (2)) (154)
z (e =) (155)
y(m) = y(0)? 51 (g) (@=nen)
oo 156
v =y, (g)(b)(l e Vn=0. (156)

Ejemplo 5.5. Sistema No Lineal de Ecuaciones en Diferencias.

Cengiz Cinar en el 2004 propone analizar un modelo discreto basado en un sistema de ecuaciones en
diferencias de tipo multiplicativo [40]. El sistema est& dado por las siguientes ecuaciones

1
x(n+1)=—— (157)
y(n)
_ y(n)
yn+1)= x(n-1)y(n-1) ' (158)

con condiciones iniciales del sistema acoplado : y(0), y(—1), x(0) vy x(—1).
Con el uso de la transformada Z multiplicativa se resuelve el sistema de ecuaciones propuesto por Cinar.

Zy (1) (159)

Zm(x(n + 1)) = m
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Zm(y(n))
Zm(x(n - 1))Zm(Y(n - 1))

Zm(y(n + 1)) =

Xp(2)* 1
x(0)7 Y (2)
Ym(z)z _ Ym(z)

y(0)?  x(—D)y(— 1Yy (2)? " X (2)?™
x(0)?
Xm(2)*

o (2)7477 1 = A
XDy (DX (2)?

Ym(z) =

(160)

(161)

(162)

(163)

(164)

La variable Y,,,(z) de la ecuacion (157) se sustituye en la ecuacién (158) como se muestra a continuacion

x(0)2+2 VX, ()77 y(0)*
Xpn(2)2@t27-0 T x(=1Dy(-1)

Xm(z)—z3+zzz—z+1:( 1 )( y(0)2 )

x(-1)y(-1)/ \x(0)7*-7+1

2

x(0)-z3+z%-z+1

x(n) = Zy' (Xm(2))

- ( 1 )Z'l(m) y(O)Z_l(#z—ﬂ—J
= = Dy(=1) 3-72+47
*EyED w0y (Grain)
2(cos(73)-sen(7)-0
x(n) = y(0)

x(o)%(sen(nz—n)—cos(nz—n)—l) x(-Dy (- 1))%(cos(n7n)+sen(”7")—1)

De la ecuacion (157) despejamos y(n) en términos de x(n + 1) de la siguiente forma
v = x(n+1)

_ x(0)%(58“(71(#m)‘“’5(”(nz+1))_1) (x(—1)y(—1))%““(%)”6“(@)‘”

y(n)

y(o)%(‘:"s(n(n;1))‘S n(*F )
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Ejemplo 5.6. Solucion Numérica de una Ecuacion Diferencial Multiplicativa

Considere una ecuacion diferencial con problema de valor inicial

y () =y(@) y(0)=e (173)

Se desea aproximar y(t) en t =1 por el método de diferencias multiplicativas [41], con diversos valores
de h cercanos a cero. La derivada multiplicativa de primer orden se aproxima con su correspondiente
diferencia finita de un paso hacia adelante.

L (174)

() =y y© =e.

Al despejar y(n + 1) de la ecuacion (174) se obtiene

y(n+1) =y y(0) =e . (175)
Se resuelve la ecuacion (175) con transformada Z multiplicativa de la siguiente forma

Zm(y(n + 1)) = Zm(y(n)h+1) (176)

Y (2)? (177)

— Ym(z)h+1
y(0)*

V(@) = ()71 178)

y(n) = Zz (y(0)7=1) (t79)

y(n) = e®+" (180)

Se considera la relacion entre el tiempo continuo y discreto dada por la expresion h = % y el valor real de la
ecuacion (173) esy(1) = e® .Luego

1 n
y(n) = e(“ﬁ) ,con n €Z, . 181)
Se puede ver en (181) que si n tiende a infinito entonces el exponente del lado derecho tiene a e por tanto
y(n) se acerca al valor real y(1) = e® que estd representado en la gréfica 1 por una linea verde y las
aproximaciones de y(n) con puntos rojos.
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Grafica No 1. Aproximaciones numéricas de la ecuacién diferencial multiplicativa con n = 50 puntos.
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Conclusiones.

En este trabajo se propuso una nueva transformada analoga a la transformada Z clasica que se denomind
transformada Z multiplicativa donde el dominio de la funcion subyacente es tomado en tiempo discreto. Se
pudo observar que esta transformada Z multiplicativa es de facil uso en analisis de algunos modelos de tiempo
discreto que son no lineales y son muy (tiles en algunas tematicas de las ramas de la ciencia como es el
crecimiento de poblaciones, secuencias de nimeros y la aproximacion numérica de algunas ecuaciones
diferenciales no lineales del calculo clasico.

Se evidencio como la transformada Z multiplicativa es méas eficiente de forma operativa con respecto al
método propuesto por Khatami, Jahanshahi y Aliev en la resolucion de ecuaciones en diferencias lineales
multiplicativas. También se observé que la transformada Z multiplicativa tiene un alto desempefio en la
aproximacién numérica puntual de una ecuacion diferencial multiplicativa cuando es discretizada por
diferencias finitas, evitando asi la recursividad de la ecuacion en diferencias y acelerando el tiempo de célculo
de la solucion numérica.

Las soluciones explicitas de una ecuacidn en diferencias que se generan con el uso de la transformada Z
multiplicativa permiten ilustrar graficamente las soluciones exactas que posteriormente pueden ser
comparadas con las soluciones numéricas generadas por la recursividad de las ecuaciones en diferencias. Por
Gltimo se presenta una tabla de la transformada Z multiplicativa de algunas funciones clasicas
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