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Resumen 

 

En el presente artículo se propone una técnica para determinar transformada Z  multiplicativa, la cual incluye 

algunas aplicaciones en la solución de  ecuaciones en diferencias lineales multiplicativas. Primero se presenta 

una función muestreada en forma multiplicativa y luego con la transformada de Laplace multiplicativa se 

deduce la transformada Z multiplicativa, con todas sus propiedades. Luego se resuelve algunos modelos de 

tiempo discreto basados en ecuaciones en diferencias multiplicativas  y sistemas acoplados de tiempo 

discreto,  y finalmente se calculan soluciones numéricas de ecuaciones diferenciales multiplicativas con la 

transformada Z multiplicativa. 

 

 

Abstract 

In the present article a technique to determine multiplicative Z transform is proposed, which includes some 

applications in the solution of multiplicative linear differences equations. First a function sampled in 

multiplicative form is presented and then with the multiplicative Laplace transform the multiplicative Z 

transform is deduced, with all its properties. Then we solve some discrete time models based on equations in 

multiplicative differences and coupled systems of discrete time, and finally we calculate numerical solutions 

of multiplicative differential equations with the Z-multiplicative transform. 
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1. Introducción. 

El cálculo multiplicativo o geométrico fue propuesto en 1972  por Grossman y Katz  donde muestran otra 

forma de la derivada y la integral, preservando las propiedades fundamentales en forma multiplicativa [1]. A 

partir de la formulación de Grossman otros autores han propuesto ampliar más la teoría del cálculo no 

Newtoniano formulando diferentes versiones. Michael Grossman y Roberts Katz formulan  las bases 

conceptuales del cálculo geométrico y bigeometrico [1]–[3].En 1999 Dick Stanley  muestra los teoremas 

importantes del cálculo multiplicativo y su uso en las aproximaciones con polinomios de Taylor [4]. 

Recientemente otros autores han promovido la investigación y las aplicaciones del cálculo no newtoniano en 

muchas áreas de la ciencia y la ingeniería. Bashirov  et al.  han realizado varias investigaciones en calculo 

multiplicativo integral, diferencial , ecuaciones diferenciales multiplicativas y análisis complejo 

multiplicativo [5]–[8].En 2009,  F. Córdova-Lepe,  realiza trabajos relacionados con el cálculo proporcional y 

la aplicación del cálculo multiplicativo en áreas como la economía [9]- [10]. A  Ozyapici , B Bilgehan y M 

Riza proponen aplicaciones en el análisis numérico y el procesamiento de señales del cálculo multiplicativo  

[11]–[13].En 2004 H.R.Khatami, M.Jahanshahi y N.Aliev propusieron un método de solución para 

ecuaciones en diferencias no lineales basadas en diferencias multiplicativas [14], [15]. Misirili, Riza y Kadak  

entre 2011 y 2014 han formulado el método de Runge Kutta, el método de Adams Bashforth-Moulton para las 

ecuaciones diferenciales del cálculo multiplicativo y bigeometrico [16]–[19]. 

 

Las aplicaciones del cálculo no newtoniano se han incrementado en diversas áreas, por ejemplo en los 

sistemas dinámicos y la teoría del caos, con los trabajos de investigación de  Aniszewska, Dorota y Ribaczuk  

[20]–[23].En 2012,  Florack, Luc Van Assen y Hans aplican el cálculo multiplicativo en el análisis de 

imágenes médicas [24].En el 2016  Boruah et al. realizo trabajos de investigación en calculo geométrico 

relacionado con los conjuntos numéricos y las secuencias de diferencias multiplicativas [25], [26].. Ozyapici  

propone un análisis de señales  exponenciales basado en el cálculo multiplicativo y  muestra las funciones 

especiales asociadas a las derivadas fraccionarias multiplicativas [12],[14]. En 2017 Muhammet y Harun 

utilizan métodos numéricos fundamentales como el método de Euler multiplicativo para la solución de 

ecuaciones diferenciales parciales multiplicativas[27]  . Muhammad, Farooq y Khalida  resuelven ecuaciones 

no lineales con el método de Newton multiplicativo y algunas modificaciones del método de Halley 

[28].Boruah, Hasarika y Bipan resuelven ecuaciones diferenciales bigeometricas con métodos del análisis 

numérico [29].En 2018 Yalcin, Numak ,Celik proponen los métodos clásicos de variación de parámetros , 

coeficientes indeterminados e independencia lineal a las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes 

constantes multiplicativas [30] [31]. 

 

La transformada de Laplace multiplicativa  propuesta en 2016 por Yalcin et al.  surge como un método 

analítico para la solución de  ecuaciones diferenciales multiplicativas [32].La diversidad de propiedades de la 

transformada de Laplace multiplicativa y su uso en la soluciones de ecuaciones diferenciales multiplicativas 

nos motivó a proponer una nueva transformada Z multiplicativa con propiedades muy interesantes para 

resolver de manera muy eficiente un tipo de ecuaciones en diferencias no lineales en el cálculo clásico que 

también son definidas ecuaciones en diferencias lineales en el cálculo multiplicativo. 

El artículo está organizado de la siguiente manera, en la sección 2 se encuentran los fundamentos de la 

integral y derivada multiplicativa. En la sección 3 se encuentran las definiciones importantes y teoremas 

básicos de la transformada de Laplace multiplicativa. En la sección 4 se expone detalladamente la 

transformada Z multiplicativa, sus condiciones de existencia, sus teoremas importantes con sus 

correspondientes demostraciones. En la sección 5 se encuentra las aplicaciones de la nueva transformada Z 

como son; la solución de las ecuaciones en diferencias multiplicativas, los sistemas de ecuaciones en 

diferencias acoplados y la resolución de algunos modelos de tiempo discretos. 
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2. Fundamentos  del Cálculo Multiplicativo. 

 

En esta sección se muestran los principales elementos del cálculo multiplicativo propuesto  por Grossman y 

Katz [1]–[3]. Primero  se muestran las definiciones y teoremas más importantes de la derivada multiplicativa 

y después  se ilustran algunas propiedades básicas de la integral multiplicativa. 

 

2.1   Derivada Multiplicativa 

 

La derivada multiplicativa de una función positiva 𝑓(𝑡): ℝ → ℝ+  se deduce a partir de la derivada clásica de 

la función ln(𝑓(𝑡)).Las operaciones multiplicativas se representan con el operador (*) y en (2) se puede ver  

la correspondencia entre la derivada multiplicativa y la newtoniana. 

Definición 2.1.  

 Sea  una función positiva  𝑓(𝑡): ℝ → ℝ+ .La derivada multiplicativa  de 𝑓(𝑡) se define como 

𝑓∗(𝑡) = lim
∆𝑡→0

(
𝑓(𝑡+∆𝑡)

𝑓(𝑡)
)

1

∆𝑡
      , 𝑐𝑜𝑛 𝑓(𝑡) ∈ ℝ+ . 

(1) 

 

Teorema 2.1. Sea 𝑓(𝑡) una función positiva y  (*) diferenciable en 𝑡 por tanto es diferenciable en sentido 

clásico, y la relación entre las derivadas  está dada por 

ln( 𝑓∗(𝑡)) =
𝑑

dt
ln ( 𝑓(𝑡))      , 𝑐𝑜𝑛 𝑓(𝑡) ∈ ℝ+  . (2) 

Teorema 2.2. Sea 𝑓(𝑡) una función positiva. Si 𝑓(𝑡)  es n-veces (*) diferenciable entonces la n-esíma 

derivada multiplicativa se expresa como 

𝑓∗(𝑛)(𝑡) = 𝑒
𝑑(𝑛)(ln(f(t))

𝑑𝑡𝑛     , 𝑐𝑜𝑛 𝑓(𝑡) ∈ ℝ+  . 
(3) 

 

2.2. Propiedades de la Derivada. 

Sea 𝑓(𝑡) y  𝑔(𝑡) funciones positivas, y  (∗) , (´)¨los operadores correspondientes de la derivada multiplicativa 

y newtoniana. 

𝑎)      (𝑐𝑓)∗(𝑡) = 𝑓∗(𝑡)   𝑐𝑜𝑛 𝑐 ∈ ℝ  

𝑏)     (𝑓𝑔)∗(𝑡) = 𝑓∗(𝑡)𝑔∗(𝑡) 

𝑐)     (
𝑓

𝑔
)

∗

(𝑡) =
𝑓∗(𝑡)

𝑔∗(𝑡)
 

𝑑)     (𝑓 ∘ 𝑔)∗(𝑡) = 𝑓∗(ℎ(𝑡))ℎ´(𝑡) 

𝑒)     (𝑓 + 𝑔)∗(𝑡) = (𝑓∗(𝑡))
𝑓(𝑡)

𝑓(𝑡)+𝑔(𝑡)(𝑔∗(𝑡))
𝑔(𝑡)

𝑓(𝑡)+𝑔(𝑡) 

𝑓)     (𝑓𝑔)∗(𝑡) = 𝑓∗(𝑡)𝑔(𝑡)𝑓(𝑡)𝑔´(𝑡). 

 

Definición 2.2.  Serie de Taylor Multiplicativa 

Considere una función positiva  𝑓(𝑡)  (*) diferenciable hasta de orden  𝑛 + 1.Para algún  𝜁  entre  𝑡  y 𝑎, la 

serie de Taylor multiplicativa se define como 
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𝑓(𝑡) = ∏ 𝑓(∗𝑘)(𝑎)
(𝑡−𝑎)𝑘

𝑘!𝑛
𝑘=0 . 𝑓(∗(𝑛+1))(𝜁)

(𝑡−𝑎)𝑛+1

(𝑛+1)!  . 
(4) 

2.3  Integral Multiplicativa. 

Definición 2.3. 

La integral de Riemman multiplicativa de una función 𝑓(𝑡)  positiva y acotada [𝑎  𝑏], con −∞ < 𝑎 < 𝑏 < ∞   

donde 𝑃 = {𝑡0, … . , 𝑡𝑛}  es una partición de  𝐼 = [𝑎  𝑏] se define como 

𝑆(𝑓, 𝑃) = ∏ 𝑓(𝜁𝑖)(𝑡𝑖−𝑡𝑖−1)  

𝑛

𝑖=0

 . 
(5) 

Teorema 2.3 

La integral multiplicativa de una función positiva  𝑓(𝑡)  y continua en el intervalo 𝐼 esta dada por 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑒∫ ln( 𝑓(𝑡))𝑑𝑡 
(6) 

Teorema 2.4. Primer Teorema Fundamental del Cálculo. 

Sea una función positiva  𝑓(𝑡): [𝑎, 𝑏] ⟶ ℝ  , que es  (*) integrable,  (*) diferenciable y 𝑓∗(𝑡) su derivada 

multiplicativa.Entonces 

∫ 𝑓∗(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

=
𝑓(𝑏)

𝑓(𝑎)
  . 

(7) 

 

2.4. Propiedades de la Integral  

 a)   ∫ (𝑓(𝑡)𝑝)𝑑𝑡 = (∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

)

𝑝𝑏

𝑎

 

 𝑏) ∫ (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡))𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

. ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

𝑐) ∫ (
𝑓(𝑡)

𝑔(𝑡)
)

𝑑𝑡𝑏

𝑎

=
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡𝑏

𝑎

∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡𝑏

𝑎

 

𝑑) ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑐

𝑎

. ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡       
𝑏

𝑐

𝑏

𝑎

, 𝑐𝑜𝑛   𝑓(𝑡) 𝑦  𝑔(𝑡)  (∗)  𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠 𝑒𝑛 [𝑎, 𝑏]         

 𝑒)   ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡𝑎

𝑎
= 1 . 

 

3. Transformada de Laplace Multiplicativa 

En esta sección se enuncian los elementos y propiedades más importantes de la transformada de Laplace 

propuesta por Yalcin [32].Se puede ver como la mayoría de propiedades de la transformada de Laplace 

multiplicativa son análogas a las propiedades de la transformada de Laplace clásica y por tanto permiten la 

solución de las ecuaciones diferenciales multiplicativas. 
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Definición 3.1  Transformada de Laplace Multiplicativa 

Sea 𝑓(𝑡) una función positiva en el intervalo [0, ∞). La transformada de Laplace Multiplicativa   se define 

como: 

ℒ𝑚{𝑓(𝑡)} = ∫ (𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡
)

𝑑𝑡
 .

∞

0

 
(8) 

Teorema 3.1.  Existencia de la Transformada de Laplace Multiplicativa. 

Considere  𝑓(𝑡) una función positiva de orden 𝛼 doblemente exponencial   , con   |𝑓(𝑡)| ≤ 𝑘𝑒𝑒𝛼𝑡
  para 𝑡 > 𝑡0 

,dada en un intervalo [0, ∞); y sea ln( 𝑓(𝑡)) una función continua definida a trozos en el intervalo   

[0, ∞).Entonces ℒ𝑚{𝑓(𝑡)}  existe si  𝑠 > 𝛼. 

Teorema 3.2.  

 Si 𝑓(𝑡) es una  función positiva en [𝑎, 𝑏]. entonces 

ℒ𝑚{𝑓(𝑡)} = 𝑒∫ 𝑒−𝑠𝑡 ln(𝑓(𝑡))𝑑𝑡
∞

0 = 𝑒ℒ{ln( 𝑓(𝑡))} . (9) 

3.2 Propiedades de la Transformada de Laplace Multiplicativa 

 Considere   𝑓(𝑡) , 𝑔(𝑡)  funciones positivas  y  𝑎 ,𝑏 ∈ ℝ .  

a) Linealidad 

      ℒ𝑚{𝑓(𝑡)𝑎𝑔(𝑡)𝑏} = ℒ𝑚{𝑓(𝑡)}𝑎 . ℒ𝑚{𝑔(𝑡)}𝑏 

b) Desplazamiento  en la Frecuencia  

     ℒ𝑚{𝑓(𝑡)𝑒𝑎𝑡
} = 𝐹𝑚(𝑠 − 𝑎)  

c) Desplazamiento  en el Tiempo 

    Sea   ℒ𝑚{𝑓(𝑡)} = 𝐹𝑚(𝑠)    y   𝑔(𝑡) = {
1,   0 < 𝑡 < 𝑎

𝑓(𝑡 − 𝑎),   𝑡 > 𝑎
 . Entonces    ℒ𝑚{𝑔(𝑡)} = 𝐹𝑚(𝑠)𝑒−𝑎𝑠

. 

d) Escala. 

    Sea    ℒ𝑚{𝑓(𝑡)} = 𝐹𝑚(𝑠)  . Entonces      ℒ𝑚{𝑓(𝑎𝑡)} = 𝐹𝑚 (
𝑠

𝑎
)

1

𝑎
 . 

e) Derivada de  Transformada 

     Sea  ℒ𝑚{𝑓(𝑡)} = 𝐹𝑚(𝑠) . Entonces    ℒ𝑚{𝑓(𝑡)𝑡𝑛
} = (𝐹∗(𝑛)(𝑠))(−1)𝑛

 

f) Transformada de la Convolución 

    Sea     ℒ𝑚{𝑓(𝑡)} = 𝐹𝑚(𝑠)    y     ℒ{𝑔(𝑡)} = 𝐺(𝑠) .Entonces   ℒ𝑚 {∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑡−𝑥)𝑑𝑥𝑡

0
} = 𝐹𝑚(𝑠)𝐺(𝑠)  

 

g) Transformada de Laplace de una Derivada 

Sea 𝑓(𝑡)  una función de orden 𝛼 doblemente exponencial definida en el intervalo de [0, 𝑇], y sea 𝑓∗(𝑡) 

la derivada multiplicativa de 𝑓(𝑡)  una función continua a trozos definida en el intervalo de 

[0, 𝑇].Entonces  
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 ℒ𝑚{𝑓∗(𝑡)} =
𝐹𝑚(𝑠)𝑠

𝑓(0)
 , para 𝑠 > 𝛼 . 

Si 𝑓(𝑡) es (∗) n veces diferenciable y continúa a trozos. Entonces la transformad de Laplace multiplicativa de 

la derivada n-esíma multiplicativa de 𝑓(𝑡) es 

 ℒ𝑚{𝑓∗(𝑛)(𝑡)} =
𝐹𝑚(𝑠)𝑠𝑛

𝑓(0)𝑠𝑛−1
𝑓∗(0)𝑠𝑛−2

𝑓∗∗(0)𝑠𝑛−3
… 𝑓(0)∗(𝑛−1)

      , 𝑠 > 𝛼  .  
 

4. Transformada Z  Multiplicativa. 

En esta sección se propone una nueva transformada que se denominara transformada Z multiplicativa 

determinada a partir de la transformada de Laplace multiplicativa. La transformada Z multiplicativa será 

aplicada a funciones positivas de tiempo discreto o de señales que han sido discretizadas. Se mostrara de 

forma detallada las definiciones y teoremas más importantes con sus respectivas demostraciones, que serán 

claves en el desarrollo de este trabajo. Se podrá ver la relación que hay entre la transformada Z multiplicativa 

con sus propiedades y la transformada Z clásica. Por último se propone la transformada Z inversa 

multiplicativa que más adelante será imprescindible junto con la transformada Z multiplicativa en la 

soluciones de ecuaciones en diferencias lineales multiplicativas.  

En los trabajos de W. Hurewicz, W.K. Linvill y  J.R. Ragazzini se puede ver que la señal  discretizada 𝑓𝑑(𝑡) 

es una modulación de amplitud de pulso porque se representa como el producto de una señal continua 𝑓(𝑡) 

por una señal tren de impulsos  𝛿𝑇 = ∑ 𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇)∞
𝑘=0   siendo 𝑇 el periodo de muestreo finito, tal como se 

muestra en la definición 4.1  [33]–[35].Es importante notar que en el proceso de muestreo de las señales que 

son tomadas del mundo real, las muestras se adquieren en tiempos positivos, es decir con  𝑛 ≥ 0. Por tal 

razón este trabajo de investigación se enfoca en el estudio detallado de la transformada Z multiplicativa para 

señales discretizadas en tiempos positivos,  que en la transformada Z clásica haciendo la analogía se llamaría 

transformada Z multiplicativa unilateral.  

Definición 4.1 Una función discretizada 𝑓𝑑(𝑡) con   periodo de muestreo finito 𝑇  y  con tiempo discreto 𝑛 ∈

ℤ  , se define como el producto de la función 𝑓(𝑡) por una señal tren de impulsos de la siguiente manera 

𝑓𝑑(𝑡) = ∑ 𝑓(𝑛𝑇)𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇)∞
𝑘=0 .  . (10) 

Definición 4.2.  Una función positiva y discretizada en sentido multiplicativo 𝑓∗𝑑(𝑡)  con periodo de 

muestreo finito T y con tiempo discreto  𝑛 ∈ ℤ , se define como el producto en el sentido multiplicativo de la 

función positiva 𝑓(𝑡) por la función tren de impulsos de la siguiente forma 

𝑓∗𝑑(𝑡) = ∏ 𝑓(𝑛𝑇)𝛿(𝑡−𝑛𝑇)∞
𝑘=0   . (11) 

4.3  Deducción de la Transformada Z  Multiplicativa. 

Se aplica la transformada de Laplace multiplicativa  a la ecuación (11) por tanto  

ℒ𝑚 (∏ 𝑓(𝑛𝑇)𝛿(𝑡−𝑛𝑇)

∞

𝑛=0

) = ∫ ((∏ 𝑓(𝑛𝑇)𝛿(𝑡−𝑛𝑇)

∞

𝑛=0

)

𝑒−𝑠𝑡

 )

𝑑𝑡

∞

0

 

(12) 

 

Utilizando el teorema 2.3  de la sección 2 en (12) tenemos que  
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ℒ𝑚 (∏ 𝑓(𝑛𝑇)𝛿(𝑡−𝑛𝑇)

∞

𝑛=0

) = e∫ 𝑒−𝑠𝑡 ln(∏ 𝑓(𝑛𝑇)𝛿(𝑡−𝑛𝑇)∞
𝑛=0 )𝑑𝑡

∞
0  

(13) 

ℒ𝑚 (∏ 𝑓(𝑛𝑇)𝛿(𝑡−𝑛𝑇)

∞

𝑛=0

) = e∫ 𝑒−𝑠𝑡 ∑ ln( 𝑓(𝑛𝑇))𝛿(𝑡−𝑛𝑇)∞
𝑛=0 𝑑𝑡

∞
0  

 

(14) 

ℒ𝑚 (∏ 𝑓(𝑛𝑇)𝛿(𝑡−𝑛𝑇)

∞

𝑛=0

) = e∫ 𝑒−𝑠𝑡 ∑ 𝛿(𝑡−𝑛𝑇) ln( 𝑓(𝑛𝑇))∞
𝑛=0

∞
0  

(15) 

 

ℒ𝑚 (∏ 𝑓(𝑛𝑇)𝛿(𝑡−𝑛𝑇)

∞

𝑛=0

) = e∑ ln( 𝑓(𝑛𝑇)∞
𝑛=0 ) ∫ 𝛿(𝑡−𝑛𝑇)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞
0  

ℒ𝑚 (∏ 𝑓(𝑛𝑇)𝛿(𝑡−𝑛𝑇)

∞

𝑛=0

) = e∑ ln(𝑓(𝑛𝑇))𝑒−𝑛𝑠𝑇∞
𝑛=0  

(16) 

 

(17) 

En la ecuación (17)  sea  𝑧 = 𝑒𝑠𝑇,  entonces la transformada de Laplace de la función 𝑓∗𝑑(𝑡) se define como 

una nueva transformada para funciones positivas de tiempo discreto 𝑛 y se llamara transformada Z  

multiplicativa con el operador  (𝑍𝑚): y su transformada Z multiplicativa será la función  𝐹𝑚(𝑧) con dominio 

en z  

𝑍𝑚(𝑓(𝑛𝑇) = e∑ ln( 𝑓(𝑛𝑇))𝑧−𝑛∞
𝑛=0  (18) 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛𝑇)) = 𝐹𝑚(𝑧) (19) 

De (18) se observa que el exponente del lado derecho corresponde a la transformada zeta clásica de la función 

ln 𝑓(𝑛𝑇), por tanto se deduce una relación entre la transformada Z multiplicativa y la transformada Z clásica. 

Si se asume un periodo normalizado 𝑇 = 1 entonces la ecuación (18) queda de la siguiente manera 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛) = e∑ ln(𝑓(𝑛))𝑧−𝑛∞
𝑛=0 . (20) 

 

Definición 4.3. Si 𝑓(𝑛) es una función positiva entonces la transformada Z multiplicativa se define como la 

función exponencial de la transformada Z clásica de ln( 𝑓(𝑛))  para algún |𝑧| ≥ 𝑎. 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛) = e𝑍(ln(𝑓(𝑛))) = 𝐹𝑚(𝑧) (21) 

Observe que si se aplica la propiedad de la suma de logaritmos, entonces la transformada Z multiplicativa se 

define como un productorio de potencias de la forma; 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛) = e∑ ln( 𝑓(𝑛)𝑧−𝑛∞
𝑛=0  (22) 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛) = eln ∏ 𝑓(𝑛)𝑧−𝑛∞
𝑛=0  (23) 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛) = ∏ 𝑓(𝑛)𝑧−𝑛∞
𝑛=0 . (24) 
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Definición 4.4. Sea 𝑓(𝑛) una función positiva y de orden 𝑎  doble exponencial, y  𝑎 > 1.La transformada Z 

multiplicativa para algún |z| ≥ 𝑎 se define como 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛)) = ∏ 𝑓(𝑛)𝑧−𝑛∞
𝑛=0  . (25) 

Definición 4.5.  Sea 𝑓(𝑛) una función positiva en el intervalo [0 ∞) y sea la función ln(f(n)) dada en el 

intervalo [0 ∞).Existen constantes positivas  𝑎 > 1 , k > 1  y  n0 tal que  

|𝑓(𝑛)| ≤ 𝑘𝑎𝑎𝑛
      ∀  𝑛 > 𝑛0 . (26) 

Por tanto la función 𝑓(𝑛) se define de orden 𝑎 doble exponencial. 

Proposición 4. Existencia de la Transformada Z  Multiplicativa 

Sea 𝑓(𝑛) una función positiva en el intervalo [0 ∞) y de orden 𝑎 doble exponencial,  y sea la función 

ln( 𝑓(𝑛)) continua en el intervalo [0 ∞).Entonces  𝐹𝑚(𝑧)  existe si |z| > 𝑎 . 

Demostración. 

Si la serie  |∑ ln( 𝑓(𝑛))𝑧−𝑛∞
𝑛=0 | < ∞   , con  |z| > 𝑎  entonces 𝐹𝑚(𝑧) converge. Luego se demostraría la 

convergencia de la serie. 

|∑ ln( 𝑓(𝑛))𝑧−𝑛

∞

𝑛=0

| ≤ ∑
|ln( 𝑓(𝑛)) |

|𝑧𝑛|

∞

𝑛=0

 
(27) 

|∑ ln( 𝑓(𝑛))𝑧−𝑛

∞

𝑛=0

| ≤ ∑
|ln( 𝑘𝑎𝑎𝑛

) |

|𝑧|𝑛

∞

𝑛=0

 
(28) 

|∑ ln(𝑓(𝑛))𝑧−𝑛

∞

𝑛=0

| ≤ ∑
ln( 𝑘) + ln(𝑎𝑎𝑛

)

|𝑧|𝑛

∞

𝑛=0

 
(29) 

|∑ ln(𝑓(𝑛))𝑧−𝑛

∞

𝑛=0

| ≤ ln(𝑘) ∑
1

|𝑧|𝑛

∞

𝑛=0

+ ∑
ln( 𝑎𝑎𝑛

)

|𝑧|𝑛

∞

𝑛=0

 
(30) 

|∑ ln(𝑓(𝑛))𝑧−𝑛

∞

𝑛=0

| ≤ ln(𝑘) ∑
1

|𝑧|𝑛

∞

𝑛=0

+ ln(𝑎) ∑
𝑎𝑛

|𝑧|𝑛

∞

𝑛=0

 
(31) 

|∑ ln( 𝑓(𝑛))𝑧−𝑛

∞

𝑛=0

| ≤ ln(𝑘) ∑ (
1

|𝑧|
)

𝑛∞

𝑛=0

+ ln ( 𝑎) ∑ (
𝑎

|𝑧|
)

𝑛
∞

𝑛=0

 
(32) 

Se puede ver que si |z| > 𝑎 entonces las dos series geométricas del lado derecho son convergentes. 

|∑ ln( 𝑓(𝑛))𝑧−𝑛∞
𝑛=0 | ≤ ln(𝑘) (

|𝑧|

|𝑧|−1
) + ln( 𝑎) (

|𝑧|

|𝑧|−𝑎
) < ∞ 𝑠𝑖 |z| > 𝑎  (33) 

 

Si e∑ ln(𝑓(𝑛𝑇))𝑧−𝑛∝
𝑛=0 < ∞  entonces  𝐹𝑚(𝑧) existe  si y solo si |z| > 𝑎 . 
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Proposición 4.1.   Transformada Inversa Z  Multiplicativa 

Sea  (𝑍𝑚
−1)  el operador de la transformada inversa Z multiplicativa y   (𝑍−1)  el operador de la transformada 

inversa Z clásica. Si  𝐹𝑚(𝑧) existe entonces la transformada Z inversa multiplicativa se representa como 

𝑍𝑚
−1(𝐹𝑚(𝑧)) = e𝑍−1(ln( 𝐹𝑚(𝑧))) . (34) 

Demostración. 

Si se toma la definición 4.3 en (34) , se tiene que; 

𝐹𝑚(𝑧) = e𝑍(ln(𝑓(𝑛))) (35) 

ln(𝐹𝑚(𝑧)) = 𝑍(ln( 𝑓(𝑛))) (36) 

𝑍−1(ln(𝐹𝑚(𝑧))) = 𝑍−1(𝑍(ln(𝑓(𝑛))) (37) 

𝑍−1(ln(𝐹𝑚(𝑧))) = ln( 𝑓(𝑛)) (38) 

𝑓(𝑛) = e𝑍−1(ln(𝐹𝑚(𝑧)) (39) 

𝑍𝑚
−1(𝐹𝑚(𝑧)) = e𝑍−1(ln( 𝐹𝑚(𝑧))) . (40) 

Proposición 4.2.   Linealidad. 

Sea 𝑓(𝑛) y  𝑔(𝑛)  funciones positivas con  𝑎 ,𝑏 ∈ ℝ   𝑦   sus correspondientes transformadas Z multiplicativas 

 𝐹𝑚(𝑧)  y  𝐺𝑚(𝑧). Entonces  

𝑍𝑚(𝑓(𝑛)𝑎𝑔(𝑛)𝑏) = 𝐹𝑚(𝑧)𝑎𝐺𝑚(𝑧)𝑏  . (41) 

Demostración. 

Si se aplica la definición 4.3 a la ecuación (41) se tiene que; 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛)𝑎𝑔(𝑛)𝑏) = e𝑍(ln𝑓(𝑛)𝑎𝑔(𝑛)𝑏) (42) 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛)𝑎𝑔(𝑛)𝑏) = e𝑍(ln𝑓(𝑛)𝑎+ln 𝑔(𝑛)𝑏) (43) 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛)𝑎𝑔(𝑛)𝑏) = e𝑍(𝑎 ln𝑓(𝑛)+bln 𝑔(𝑛)) (44) 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛)𝑎𝑔(𝑛)𝑏) = e𝑎𝑍(ln𝑓(𝑛))+b𝑍(ln 𝑔(𝑛)) (45) 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛)𝑎𝑔(𝑛)𝑏) = e𝑎𝑍(ln𝑓(𝑛))e𝑏𝑍(ln𝑔(𝑛)) (46) 



12 
 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛)𝑎𝑔(𝑛)𝑏) = e𝑍(ln𝑓(𝑛))𝑎
e𝑍(ln𝑔(𝑛))𝑏

 (47) 

          𝑍𝑚(𝑓(𝑛)𝑎𝑔(𝑛)𝑏) = 𝐹𝑚(𝑧)𝑎𝐺𝑚(𝑧)𝑏 . (48) 

Proposición 4.3.  Desplazamiento en el tiempo a la derecha. 

Sea  𝑓(𝑛) una función  positiva y  𝐹𝑚(𝑧) la transformada Z multiplicativa correspondiente. Entonces 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛 − 1)) = 𝑓(−1)(𝐹𝑚(𝑧))𝑧−1
  . (49) 

 

Demostración. 

Si se considera la definición 4.3 en el lado izquierdo de  (49)  se tiene que; 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛 − 1)) = e∑ ln(𝑓(𝑛−1))𝑧−𝑛∞
𝑛=0  

 

 

(50) 

Tome    𝑚 = 𝑛 − 1     , en la parte derecha  de  (50) , de esta forma 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛 − 1)) = e∑ ln( 𝑓(𝑚))𝑧−𝑚−1∞
𝑚=−1  (51) 

 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛 − 1)) = eln( 𝑓(−1))+ ∑ ln(𝑓(𝑚))𝑧−𝑚−1∞
𝑚=0  (52) 

 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛 − 1)) = eln(𝑓(−1))e𝑧−1 ∑ ln( 𝑓(𝑚))𝑧−𝑚∞
𝑚=0  (53) 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛 − 1)) = 𝑓(−1)e𝑧−1 ∑ ln( 𝑓(𝑚))𝑧−𝑚∞
𝑚=0  (54) 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛 − 1)) = 𝑓(−1)(e∑ ln( 𝑓(𝑚))𝑧−𝑚∞
𝑚=0 )𝑧−1

 (55) 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛 − 1)) = 𝑓(−1)(𝐹𝑚(𝑧))𝑧−1
 . (56) 

Proposición 4.4.  Desplazamiento de 𝐤  periodos a la derecha. 

Sea  𝑓(𝑛) es una función positiva y su correspondiente transformada Z multiplicativa es 𝐹𝑚(𝑧). Si 𝑘 ∈ 𝑍+ 

entonces 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛 − 𝑘)) = 𝑓(−𝑘)𝑓(−𝑘 + 1)𝑧−1
… 𝑓(−2)𝑧−𝑘+2

𝑓(−1)𝑧−𝑘+1
(𝐹𝑚(𝑧))𝑧−𝑘

 

 

(57) 

 

Demostración. 

Si se toma la definición 4.3 en el lado izquierdo de (57) , se tiene que; 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛 − 𝑘)) = e∑ ln( 𝑓(𝑛−𝑘))𝑧−𝑛∞
𝑛=0 . 

(58) 

 

Haciendo   𝑚 = 𝑛 − 𝑘  en el miembro derecho de la ecuación (58)  



13 
 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛 − 𝑘)) = e∑ ln( 𝑓(𝑚))𝑧−𝑚−𝑘∞
𝑚=−𝑘     

(59) 

        𝑍𝑚(𝑓(𝑛 − 𝑘)) = eln( 𝑓(−𝑘))+𝑧−1 ln(𝑓(−𝑘+1))+𝑧−2 ln( 𝑓(−𝑘+2))+⋯+𝑧−𝑘+1 ln(𝑓(−1))+𝑧−𝑘 ∑ ln(𝑓(𝑚))𝑧−𝑚∞
𝑚=0  

 

    

(60) 

       𝑍𝑚(𝑓(𝑛 − 𝑘)) = eln(𝑓(−𝑘))eln(𝑓(−𝑘+1))𝑧−1

eln(𝑓(−𝑘+2))𝑧−2

… eln(𝑓(−1))𝑧−𝑘+1

(e∑ ln( 𝑓(𝑚))𝑧−𝑚∞
𝑚=0 )𝑧−𝑘

 

 

    

(61) 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛 − 𝑘)) = 𝑓(−𝑘)𝑓(−𝑘 + 1)𝑧−1
𝑓(−𝑘 + 2)𝑧−2

… 𝑓(−2)𝑧−𝑘+2
𝑓(−1)𝑧−𝑘+1

(𝐹𝑚(𝑧))𝑧−𝑘
      

(62) 

Proposición 4.5.  Desplazamiento en el tiempo k periodos a la izquierda. 

Sea  𝑓(𝑛) es una función positiva y su correspondiente transformada Z multiplicativa es 𝐹𝑚(𝑧). Si 𝑘 ∈ 𝑍+ 

entonces 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛 + 𝑘)) =
𝐹𝑚(𝑧)𝑧𝑘

𝑓(0)𝑧𝑘
𝑓(1)𝑧𝑘−1

𝑓(2)𝑧𝑘−2
𝑓(3)𝑧𝑘−3

…𝑓(𝑘−2)𝑧2
𝑓(𝑘−1)𝑧

   . 
(63) 

Demostración. 

Si se toma la definición 4.3 en el lado izquierdo de (63)  se tiene que; 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛 + 𝑘)) = e∑ ln( 𝑓(𝑛+𝑘))𝑧−𝑛∞
𝑛=0     

(64) 

Haciendo   𝑚 = 𝑛 + 𝑘  en el miembro derecho de la ecuación (68) 

     𝑍𝑚(𝑓(𝑛 + 𝑘)) = e∑ ln( 𝑓(𝑚))𝑧−𝑚+𝑘∞
𝑚=𝑘    

(65) 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛 + 𝑘)) = e𝑧𝑘 ∑ ln 𝑓((𝑚))𝑧−𝑚∞
𝑚=𝑘    

(66) 

Si se suman y restan términos al exponente del lado derecho de la ecuación (66) para dejar la serie en 

términos de la transformada Z clásica del logaritmo natural de la función 𝑓(𝑥) se tiene que 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛 + 𝑘)) = e−𝑧𝑘(𝑧−0ln(𝑓(0))+𝑧−1 ln(𝑓(1))+𝑧−2 ln(𝑓(2))+⋯+𝑧−(𝑘−1)ln(𝑓(𝑘−1)))+𝑧𝑘 ∑ ln(𝑓(𝑚))𝑧−𝑚∝
𝑚=0  (67) 

 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛 + 𝑘)) =
𝑧𝑘e∑ ln( 𝑓(𝑚))𝑧−𝑚∞

𝑚=0

e𝑧𝑘ln( 𝑓(0))e𝑧𝑘−1ln( 𝑓(1))e𝑧𝑘−2ln(𝑓(2))…e𝑧2ln( 𝑓(𝑘−2))ezln(𝑓(𝑘−1))
  . 

(68) 

 

Al realizar las propiedades de los logaritmos en (68) se obtiene 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛 + 𝑘)) =
(e∑ ln(𝑓(𝑚))𝑧−𝑚∞

𝑚=0 )𝑧𝑘

𝑓(0)𝑧𝑘
𝑓(1)𝑧𝑘−1

𝑓(2)𝑧𝑘−2
𝑓(3)𝑧𝑘−3

… 𝑓(𝑘 − 2)𝑧2
𝑓(𝑘 − 1)𝑧

 
 

(69) 

Luego la transformada Z multiplicativa del desplazamiento de 𝑘 unidades en el tiempo a la izquierda  se 

determina  como  
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𝑍𝑚(𝑓(𝑛 + 𝑘)) =
𝐹𝑚(𝑧)𝑧𝑘

𝑓(0)𝑧𝑘
𝑓(1)𝑧𝑘−1

𝑓(2)𝑧𝑘−2
𝑓(3)𝑧𝑘−3

…𝑓(𝑘−2)𝑧2
𝑓(𝑘−1)𝑧

  . 
(70) 

Proposición 4.6.  La Derivada de Transformada Zeta Multiplicativa  

Sea  𝑓(𝑛) una función positiva y su correspondiente transformada Z multiplicativa 𝐹𝑚(𝑧).Si la transformada 

Z multiplicativa 𝐹𝑚(𝑧)  es   (*) diferenciable entonces 

(
𝑑∗

𝑑𝑧
(𝐹𝑚(𝑧)))−𝑧 = 𝑍𝑚(𝑓(𝑛)𝑛) . (71) 

Demostración. 

Se realiza la derivada newtoniana de la transformada Z clásica de la función ln( 𝑓(𝑛))  y luego en (74) se 

aplica la derivada multiplicativa de 𝑍𝑚(𝑓(𝑛)) de la siguiente manera; 

𝑑

𝑑𝑧
(𝑍(ln 𝑓(𝑛))) = −𝑧−1 ∑ 𝑛 ln(𝑓(𝑛)

∞

𝑛=0

) 𝑧−𝑛 
(72) 

𝑑

𝑑𝑧
(𝑍(ln 𝑓(𝑛))) = −𝑧−1 ∑ ln( 𝑓(𝑛)𝑛)𝑧−𝑛

∞

𝑛=0

 
(73) 

𝑑∗

𝑑𝑧
(𝑍𝑚(𝑓(𝑛))) = e

(e𝑍(ln(𝑓(𝑛)))

𝑑
𝑑𝑧

(𝑍(ln(𝑓(𝑛))))

e𝑍(ln( 𝑓(𝑛)))
)

 

 

(74) 

𝑑∗

𝑑𝑧
(𝑍𝑚(𝑓(𝑛))) = e

𝑑
𝑑𝑧

(𝑍(ln( 𝑓(𝑛)))
 

(75) 

𝑑∗

𝑑𝑧
(𝑍𝑚(𝑓(𝑛))) = e−𝑧−1 ∑ ln( 𝑓(𝑛)𝑛)𝑧−𝑛∞

𝑛=0  

 

(76) 

𝑑∗

𝑑𝑧
(𝑍𝑚(𝑓(𝑛))) = (e∑ ln(𝑓(𝑛)𝑛)𝑧−𝑛∞

𝑛=0 )−𝑧−1
 

 

(77) 

𝑑∗

𝑑𝑧
(𝑍𝑚(𝑓(𝑛))) = (𝑍𝑚((𝑓(𝑛))𝑛))−𝑧−1

 

 

(78) 

(
𝑑∗

𝑑𝑧
(𝐹𝑚(𝑧)))−𝑧 = 𝑍𝑚(𝑓(𝑛)𝑛)   . (79) 
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Proposición 4.7.  Transformada Zeta Multiplicativa para la Convolución. 

Considere  𝑓(𝑛) y  𝑔(𝑛)  funciones positivas, y  𝑓(𝑛) ∗ 𝑔(𝑛)  la convolución en sentido multiplicativo. Si  

𝐹𝑚(𝑧)  y  𝐺𝑚(𝑧)  son las transformadas Z multiplicativas  correspondientes y 𝐺(𝑧) la transformada Z clásica 

de 𝑔(𝑛). Entonces  

𝑍𝑚((𝑓(𝑛) ∗ 𝑔(𝑛)) = (𝐹𝑚(𝑧))𝐺(𝑧) . (80) 

Demostración. 

Se aplica la transformada Z multiplicativa al lado izquierdo de la ecuación (80) de la siguiente forma; 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛) ∗ 𝑔(𝑛)) = 𝑍𝑚 (∏ 𝑓(𝑘)𝑔(𝑛−𝑘

∞

𝑘=0

) 
(81) 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛) ∗ 𝑔(𝑛)) = 𝑍𝑚(𝑒∑ ln(𝑓(𝑘))𝑔(𝑛−𝑘)∞
𝑘=0 ) 

 

(82) 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛) ∗ 𝑔(𝑛)) = 𝑍𝑚(𝑒∑ 𝑔(𝑛−𝑘) ln(𝑓(𝑘))∞
𝑘=0 ) 

 

(83) 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛) ∗ 𝑔(𝑛)) = e𝑍(ln 𝑒
∑ 𝑔(𝑛−𝑘) ln( 𝑓(𝑘))∞

𝑘=0 ) 

 

(84) 

𝑍𝑚((𝑓(𝑛) ∗ 𝑔(𝑛)) = e𝑍(∑ 𝑔(𝑛−𝑘) ln( 𝑓(𝑘))∞
𝑘=0 ). (85) 

Si se aplica la propiedad de la transformada Z clásica de la convolución  en (85) se tiene que; 

𝑍𝑚((𝑓(𝑛) ∗ 𝑔(𝑛)) = e𝑍(𝑔(𝑛))𝑍(ln ( 𝑓(𝑛))) 

 

(86) 

𝑍𝑚((𝑓(𝑛) ∗ 𝑔(𝑛)) = (e𝑍(ln( 𝑓(𝑛))))𝑍(𝑔(𝑛)) 

 

(87) 

𝑍𝑚((𝑓(𝑛) ∗ 𝑔(𝑛)) = (𝐹𝑚(𝑧))
𝐺(𝑧)

 . (88) 

 

 

Proposición 4.8.  Escalamiento en tiempo 

Sea 𝛼 ≠ 0 y  𝑓(𝑛)  una función  positiva. Si    𝐹𝑚(𝑧)  es la transformada Z multiplicativa de 𝑓(𝑛) entonces  

𝑍𝑚(𝑓(𝛼𝑛)) = 𝐹𝑚 (𝑧
1

𝛼) . 
(89) 

Demostración. 

Si se toma la definición 4.3 en el lado izquierdo de (89)  se tiene que; 
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𝑍𝑚(𝑓(𝛼𝑛)) = e𝑍(ln( 𝑓(𝛼𝑛))) (90) 

𝑍𝑚(𝑓(𝛼𝑛)) = e∑ ln( 𝑓(𝛼𝑛))𝑧−𝑛∝
𝑛=0  (91) 

Sea  𝑚 = 𝛼𝑛 ,   por tanto 

𝑍𝑚(𝑓(𝛼𝑛)) = e∑ ln( 𝑓(𝑚))𝑧
−

𝑚
𝛼∞

𝑚=0  
(92) 

𝑍𝑚(𝑓(𝛼𝑛)) = e
∑ ln( 𝑓(𝑚))(𝑧

1
𝛼)

−𝑚
∞
𝑚=0

 

(93) 

𝑍𝑚(𝑓(𝛼𝑛)) = 𝐹𝑚 (𝑧
1
𝛼)          

(94) 

Proposición 4.9.  Escalamiento en Frecuencia. 

Sea  𝛼 ≠ 0  y 𝑓(𝑛)  función positiva. Si 𝐹𝑚(𝑧) es la transformada Z multiplicativa de 𝑓(𝑛)    entonces  

𝑍𝑚(𝑓(𝑛)𝛼𝑛
) = 𝐹𝑚(𝛼−1𝑧)  . (95) 

 

Demostración. 

Si se toma la definición 4.3 en el lado izquierdo de (95)  se tiene que; 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛)𝛼𝑛
) = e𝑍(ln(𝑓(𝑛)𝛼𝑛

)) (96) 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛)𝛼𝑛
) = e𝑍(𝛼𝑛 ln(𝑓(𝑛))) (97) 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛)𝛼𝑛
) = e∑ 𝛼𝑛ln( 𝑓(𝑛))𝑧−𝑛∝

𝑛=0  

 

(98) 

𝑍𝑚(𝑓(𝑛)𝛼𝑛
) = e∑ ln( 𝑓(𝑛))(𝛼−1𝑧)−𝑛∝

𝑛=0  

 

(99) 

 𝑍𝑚(𝑓(𝑛)𝛼𝑛
) = 𝐹𝑚(𝛼−1𝑧) . (100) 

Proposición 4.10.  Valor Inicial. 

Considere 𝑓(𝑛)  una función positiva y su transformada Z multiplicativa  𝐹𝑚(𝑧). Entonces  

lim
𝑧→∞

𝐹𝑚(𝑧) = 𝑓(0) . (101) 

Demostración. 

Aplicando la definición 4.3  en (101) se tiene que  
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lim
𝑧→∞

𝐹𝑚(𝑧) = lim
𝑧→∞

e∑ ln(𝑓(𝑛))𝑧−𝑛∞
𝑛=0  . (102) 

lim
𝑧→∞

𝐹𝑚(𝑧) = lim
𝑧→∞

eln(𝑓(0)+∑ ln(𝑓(𝑛))𝑧−𝑛∞
𝑛=1  (103) 

lim
𝑧→∞

𝐹𝑚(𝑧) = f(0) lim
𝑧→∞

e∑ ln(𝑓(𝑛))𝑧−𝑛∞
𝑛=1  (104) 

lim
𝑧→∞

𝐹𝑚(𝑧) = f(0) e
lim

𝑧→∞
∑ ln(𝑓(𝑛))𝑧−𝑛∞

𝑛=1  (105) 

En el exponente del lado derecho de (105) se puede notar  que el límite de cada término de la serie es cero, 

por tanto 

lim
𝑧→∞

𝐹𝑚(𝑧) = 𝑓(0) e0 . (106) 

lim
𝑧→∞

𝐹𝑚(𝑧) = 𝑓(0) . (107) 

Proposición 4.11.  Valor Final. 

Considere  𝑓(𝑛) una función positiva con 𝑓(−1) = 1 , y su transformada Z multiplicativa correspondiente 

𝐹𝑚(𝑧). Entonces  

lim
𝑧→1

𝐹𝑚(𝑧)1−𝑧−1
= 𝑓(∞) . (108) 

Demostración. 

Considere 

.
𝐹𝑚(𝑧)

𝑓(−1)𝐹𝑚(𝑧)𝑧−1= 𝑍𝑚 (
𝑓(𝑛)

𝑓(𝑛−1)
) (109) 

𝐹𝑚(𝑧)1−𝑧−1
= e

∑ ln(
𝑓(𝑛)

𝑓(𝑛−1)
)𝑧−𝑛∞

𝑛=0
 

 

(110) 

𝐹𝑚(𝑧)1−𝑧−1
= e∑ (ln(𝑓(𝑛))−ln(𝑓(𝑛−1)))𝑧−𝑛∞

𝑛=0  (111) 

Aplicando limite en ambos lados de (111) cuando 𝑧 → 1 se tiene que 

lim
𝑧→1

𝐹𝑚(𝑧)1−𝑧−1
= e

lim
𝑧→1

∑ (ln(𝑓(𝑛))−ln(𝑓(𝑛−1)))𝑧−𝑛∞
𝑛=0  . (112) 

lim
𝑧→1

𝐹𝑚(𝑧)1−𝑧−1
= e∑ (ln(𝑓(𝑛))−ln(𝑓(𝑛−1)))∞

𝑛=0  

 

(113) 

Cabe notar que el exponente del lado derecho de (113) es una serie telescópica. Si se expande la serie 

telescópica todos sus términos se cancelan a excepción de 𝑓(∞) de la siguiente manera 

lim
𝑧→1

𝐹𝑚(𝑧)1−𝑧−1
= eln(𝑓(∞))  (114) 

lim
𝑧→1

𝐹𝑚(𝑧)1−𝑧−1
= 𝑓(∞)  . (115) 

 

 

En la Tabla 1 se muestra la transformada Z multiplicativa de algunas funciones clásicas.  
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𝒇(𝒏) 𝑭𝒎(𝒛) 

𝑒𝛿(𝑛) 𝑒 

𝑒𝜇(𝑛) 𝑒
𝑧

𝑧−1 

𝑒𝑏𝑛
 𝑒

𝑧
𝑧−𝑏 

𝑒
1
𝑛! 𝑒𝑒

1
𝑧 

𝑒𝑛 
𝑒

𝑧
(𝑧−1)2

 

𝑒𝑛2
 

𝑒

𝑧(𝑧+1)
(𝑧+1)3

 

𝑒cos (𝑎𝑛) 
𝑒

𝑧(𝑧−cos (𝑎))
𝑧2−2𝑧𝑐𝑜𝑠(𝑎)+1 

𝑒sen (𝑎𝑛) 
𝑒

𝑧𝑠𝑒𝑛(𝑎)
𝑧2−2𝑧𝑐𝑜𝑠(𝑎)+1 

𝑒cosh (𝑎𝑛) 
𝑒

𝑧(𝑧−cosh (𝑎))
𝑧2−2𝑧𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑎)+1 

𝑒𝑏𝑛cos (𝑎𝑛) 
𝑒

𝑧2−𝑏𝑐𝑜𝑠(𝑎)𝑧
𝑧2−2𝑏𝑐𝑜𝑠(𝑎)𝑧+𝑏2

 

𝑒𝑏𝑛sen (𝑎𝑛) 
𝑒

𝑏𝑠𝑒𝑛(𝑎)𝑧
𝑧2−2𝑏𝑐𝑜𝑠(𝑎)𝑧+𝑏2 

Tabla 1.  Transformada Z multiplicativa de algunas funciones clásicas. 

 

5. Aplicaciones de la Transformada Z Multiplicativa para la solución de Ecuaciones en 

Diferencias Multiplicativas. 

En esta sección se resolverán de forma muy eficiente algunos ejemplos de solución de ecuaciones en 

diferencias de la forma que se define en la ecuación (116) con transformada Z multiplicativa. En los trabajos 

de Khatami, Jahanshahi y Aliev se propuso un método de solución para ecuaciones de la forma que se 

muestra en (116)  [14], [15].Además se aplica la transformada Z multiplicativa para resolver algunos modelos 

de tiempo discreto que son útiles en algunas ramas de la ciencia como es el modelo de Varley,Gradwell y 

Hasel en análisis de poblaciones de insectos, o la ecuación Lyness propuesta inicialmente por  Lyness en 1942 

para analizar un problema de números. Luego se resuelve un sistema acoplado de ecuaciones en diferencias 

lineales multiplicativas con transformada Z multiplicativa. Por último se hace una discretización de una 

ecuación diferencial multiplicativa de orden uno con diferencias finitas para luego resolver la ecuación en 

diferencias generada con transformada Z multiplicativa y así hallar la solución numérica en un tiempo menor 

evitando la recursividad. 

 

Definición 5.1 

Sean los coeficientes 𝛼1, 𝛼2,…,𝛼𝑚 ∈ ℝ   y retardos 𝑟1,𝑟2,…,𝑟𝑚 ∈ ℤ  , y  𝑓(𝑛) una función positiva de orden 𝑎 

doble exponencial. La ecuación en diferencias finitas multiplicativa se define como; 

𝑦(𝑛 − 𝑟1)𝛼1𝑦(𝑛 − 𝑟2)𝛼2 … 𝑦(𝑛 − 𝑟𝑚)𝛼𝑚 = 𝑓(𝑛)  . (116) 

La ecuación (116) se puede linealizar aplicando la función logaritmo y luego se aplica la transformada Z 

clásica. Pero también se puede resolver sin necesidad de linealizarla aplicando directamente  la transformada 

Z multiplicativa por medio de las proposiciones 4.4  y 4.5 de la sección 4. 
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Ejemplo 5.1.  Considere la ecuación en diferencias             

𝑥(𝑛 − 2)𝑥(𝑛 − 1)

𝑥(𝑛)
= 1        con  𝑥(−1) = 1  , y      𝑥(−2) = 3 

(117) 

Se aplica las proposiciones 4.2, 4.3 y 4.4 a la ecuación en diferencias (117) relacionadas con desplazamientos 

en el tiempo  a la derecha. 

𝑍𝑚(𝑥(𝑛 − 2))𝑍𝑚(𝑥(𝑛 − 1))

𝑍𝑚(𝑥(𝑛))
= 𝑍𝑚(1) 

(118) 

𝑥(−2)𝑥(−1)𝑧−1
𝑋𝑚(𝑧)𝑧−2

𝑥(−1)𝑋𝑚(𝑧)𝑧−1

𝑋𝑚(𝑧)
= 1 

(119) 

𝑋𝑚(𝑧)𝑧−2+𝑧−1

𝑋𝑚(𝑧)
=

1

3
 

(120) 

𝑋𝑚(𝑧)𝑧−2+𝑧−1−1 =
1

3
 

(121) 

𝑋𝑚(𝑧) = (
1

3
)

1
𝑧−2+𝑧−1−1

 

(122) 

𝑋𝑚(𝑧) = 𝑒ln(
1
3

)
(

1

𝑧−2+𝑧−1−1
)

 

(123) 

𝑋𝑚(𝑧) = 𝑒
ln(

1
3

)(
1

𝑧−2+𝑧−1−1
)
 

(124) 

𝑦(𝑛) = 𝑍𝑚
−1(𝑋𝑚(𝑧)) (125) 

𝑍𝑚
−1(𝑋𝑚(𝑧)) = 𝑒

ln(
1
3

)𝑍−1(
1

𝑧−2+𝑧−1−1
)
 

(126) 

𝑍𝑚
−1(𝑋𝑚(𝑧)) = (

1

3
)

((1−√5)
𝑛+1

−(1+√5)
𝑛+1

)

(2𝑛+1)√5
 

(127) 

𝑥(𝑛) = (
1

3
)

2−𝑛−1((1−√5)
𝑛+1

−(1+√5)
𝑛+1

)

√5
,          ∀ 𝑛 ≥ 0 

(128) 

Se observa que en (128) el exponente del lado derecho corresponde con la función generadora 𝐹(𝑛 + 1) de la 

secuencia de Fibonacci en 𝑛 + 1 de la siguiente manera 

𝑥(𝑛) = (
1

3
)

𝐹(𝑛+1)

        , ∀ 𝑛 ≥ 0  . 
(129) 

Ejemplo 5.2. Considere la ecuación en diferencias con problema de valor inicial.    

      
𝑦(𝑛)2𝑦(𝑛−2)

𝑦(𝑛−1)
= 3    , con      𝑦(−1) = 1 ,    𝑦(−2) = 3 (130) 

Se aplica las proposiciones 4.2 y 4.4 a la ecuación en diferencias (130). 

𝑍𝑚(𝑦(𝑛)2)𝑍𝑚(𝑦(𝑛 − 2))

𝑍𝑚(𝑦(𝑛 − 1))
= 𝑍𝑚(3) 

(131) 
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𝑦(−2)𝑦(−1)𝑧−1
𝑌𝑚(𝑧)𝑧−2

𝑌𝑚(𝑧)2

𝑦(−1)𝑌𝑚(𝑧)𝑧−1 = 3
𝑧

𝑧−1 
(132) 

3𝑌𝑚(𝑧)𝑧−2
𝑌𝑚(𝑧)2

𝑌𝑚(𝑧)𝑧−1 = 3
𝑧

𝑧−1 
(133) 

𝑌𝑚(𝑧)𝑧−2−𝑧−1+2 = 3
𝑧

𝑧−1
−1

 (134) 

𝑌𝑚(𝑧)
2𝑧2−𝑧+1

𝑧2 = 3
1

𝑧−1 
(135) 

𝑌𝑚(𝑧) = 3
𝑧2

(𝑧−1)(2𝑧2−𝑧+1) 
(136) 

𝑦(𝑛) = 𝑍𝑚
−1(𝑌𝑚(𝑧)) 

 

(137) 

𝑦(𝑛) = 𝑒
ln(3)𝑍−1(

𝑧2

(𝑧−1)(2𝑧2−𝑧+1)
)
 

(138) 

𝑦(𝑛) = (3)

((−7−𝑖√7)(
1
4+

𝑖√7
4 )

𝑛

+𝑖(√7+7𝑖 )(
1
4−

𝑖√7
4 )

𝑛

+14)

28 ,                ∀ 𝑛 ≥ 0 . 

(139) 

Ejemplo 5.3.   La ecuación de  Lyness   

La ecuación de Lyness fue propuesta inicialmente en 1942  por Lyness para analizar un problema de números 

[36],[37]. La ecuación de Lyness de orden 2 tiene la forma  

𝑥(𝑛 + 1) =
𝛼 + 𝛽𝑥(𝑛)

𝜆𝑥(𝑛 − 1)
     .    

(140) 

Si 𝛼 = 0 entonces la ecuación (140) adquiere la forma de la ecuación (116) y se puede resolver con la 

transformada Z multiplicativa de la siguiente forma; 

𝑥(𝑛 + 1) =
𝛽𝑥(𝑛)

𝜆𝑥(𝑛 − 1)
         

(141) 

𝑋𝑚(𝑧)𝑧

𝑥(0)𝑧
=

𝛽𝑋𝑚(𝑧)

𝜆𝑥(−1)𝑋𝑚(𝑧)𝑧−1  
(142) 

𝑋𝑚(𝑧)𝑧𝑋𝑚(𝑧)𝑧−1

𝑋𝑚(𝑧)
=

𝛽𝑥(0)𝑧

𝜆𝑥(−1)
 

 

(143) 

𝑋𝑚(𝑧)
𝑧2−𝑧+1

𝑧 = (
𝛽

𝜆𝑥(−1)
) 𝑥(0)𝑧 

(144) 

𝑋𝑚(𝑧) = (𝑥(0))
𝑧2

𝑧2−𝑧+1 (
𝛽

𝜆𝑥(−1)
)

𝑧
𝑧2−𝑧+1

 

(145) 

𝑥(𝑛) = 𝑍𝑚
−1(𝑋𝑚(𝑧)) (146) 
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𝑥(𝑛) = 𝑒
ln(𝑥(0))𝑍−1(

𝑧2

𝑧2−𝑧+1
)
 𝑒

ln(
𝛽

𝜆𝑥(−1)
)𝑍−1(

𝑧2

𝑧2−𝑧+1
)
               

(147) 

𝑥(𝑛) = 𝑥(0)

2𝑠𝑒𝑛(
𝜋(𝑛+1)

3 )

√3 (
𝛽

𝜆𝑥(−1)
)

2𝑠𝑒𝑛(
𝜋𝑛
3 )

√3
             ∀ 𝑛 ≥ 0. 

(148) 

Ejemplo 5.4.   Modelo de Varley, Gradwell y Hasell 

El modelo  Varley Gradwell Hasell [38] [39] se representa como una ecuación en diferencias no lineal que 

rige el comportamiento de algunas poblaciones de insectos, y se define por la ecuación  

𝑦(𝑛 + 1) =
𝜆𝑦(𝑛)1−𝑏

𝛼
        , con  𝑦(0) = 𝑦0       y        𝛼, 𝑏, 𝜆 > 0 . 

(149) 

El parámetro  𝜆 representa la tasa reproductiva y el término  
𝑦(𝑛)1−𝑏

𝛼
    es la fracción de la población que 

sobrevive hasta la etapa adulta. 

Al aplicar la transforma Z multiplicativa podemos hallar la población de insectos  𝑦(𝑛) 

 𝑍𝑚(𝑦(𝑛 + 1)) = 𝑍𝑚 (
𝜆

𝛼
) 𝑍𝑚(𝑦(𝑛)1−𝑏) (150) 

𝑌𝑚(𝑧)𝑧

𝑦(0)𝑧
= 𝑌𝑚(𝑧)1−𝑏 (

𝜆

𝛼
)

𝑧
𝑧−1

 

(151) 

𝑌𝑚(𝑧)𝑧+𝑏−1 = 𝑦(0)𝑧 (
𝜆

𝛼
)

𝑧
𝑧−1

 

(152) 

𝑌𝑚(𝑧) = 𝑦(0)(
𝑧

𝑧+𝑏−1
) (

𝜆

𝛼
)

𝑧
(𝑧+𝑏−1)(𝑧−1)

 

 

(153) 

𝑦(𝑛) = 𝑍𝑚
−1(𝑌𝑚(𝑧)) (154) 

𝑦(𝑛) = 𝑦(0)𝑍−1(
𝑧

𝑧+𝑏−1
) (

𝜆

𝛼
)

𝑍−1(
𝑧

(𝑧+𝑏−1)(𝑧−1)
)

 

(155) 

𝑦(𝑛) = 𝑦0
(1−𝑏)𝑛

(
𝜆

𝛼
)

(
1

𝑏
)(1−(1−𝑏)𝑛)

               ∀ 𝑛 ≥ 0 . 
(156) 

Ejemplo 5.5.   Sistema No Lineal de Ecuaciones en Diferencias. 

Cengiz Cinar  en el 2004 propone analizar un modelo discreto basado en un sistema de ecuaciones en 

diferencias de tipo multiplicativo [40]. El sistema está dado por las siguientes ecuaciones  

𝑥(𝑛 + 1) =
1

𝑦(𝑛)
 

𝑦(𝑛 + 1) =
𝑦(𝑛)

𝑥(𝑛−1)𝑦(𝑛−1)
    , 

con condiciones iniciales del sistema acoplado :  𝑦(0), 𝑦(−1), 𝑥(0)      𝑦    𝑥(−1). 

(157) 

 

(158) 

Con el uso de la transformada Z multiplicativa se resuelve el sistema de ecuaciones propuesto por Cinar.  

𝑍𝑚(𝑥(𝑛 + 1)) =
𝑍𝑚(1)

𝑍𝑚(𝑦(𝑛))
 

(159) 
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𝑍𝑚(𝑦(𝑛 + 1)) =
𝑍𝑚(𝑦(𝑛))

𝑍𝑚(𝑥(𝑛 − 1))𝑍𝑚(𝑦(𝑛 − 1))
 

 

 

(160) 

𝑋𝑚(𝑧)𝑧

𝑥(0)𝑧
=

1

𝑌𝑚(𝑧)
 

𝑌𝑚(𝑧)𝑧

𝑦(0)𝑧
=

𝑌𝑚(𝑧)

𝑥(−1)𝑦(−1)𝑌𝑚(𝑧)𝑧−1
𝑋𝑚(𝑧)𝑧−1  

(161) 

 

(162) 

 

𝑌𝑚(𝑧) =
𝑥(0)𝑧

𝑋𝑚(𝑧)𝑧
 

𝑌𝑚(𝑧)𝑧+𝑧−1−1 =
𝑦(0)𝑧

𝑥(−1)𝑦(−1)𝑋𝑚(𝑧)𝑧−1 

(163) 

 

(164) 

 

La variable 𝑌𝑚(𝑧) de la ecuación (157) se sustituye en la ecuación (158) como se muestra a continuación  

𝑥(0)𝑧(𝑧+𝑧−1−1)𝑋𝑚(𝑧)𝑧−1

𝑋𝑚(𝑧)𝑧(𝑧+𝑧−1−1)
=

𝑦(0)𝑧

𝑥(−1)𝑦(−1)
 

 

(165) 

𝑋𝑚(𝑧)
−𝑧3+𝑧2−𝑧+1

𝑧 =(
1

𝑥(−1)𝑦(−1)
) (

𝑦(0)𝑧

𝑥(0)𝑧2−𝑧+1
)  

(166) 

𝑋𝑚(𝑧) = (
1

𝑥(−1)𝑦(−1)
) 

𝑧
−𝑧3+𝑧2−𝑧+1 (

𝑦(0)
𝑧2

−𝑧3+𝑧2−𝑧+1

𝑥(0)
𝑧3−𝑧2+𝑧

−𝑧3+𝑧2−𝑧+1

)  

(167) 

𝑥(𝑛) = 𝑍𝑚
−1(𝑋𝑚(𝑧)) (168) 

𝑥(𝑛) = (
1

𝑥(−1)𝑦(−1)
)

𝑍−1(
𝑧

−𝑧3+𝑧2−𝑧+1
)

(
𝑦(0)

𝑍−1(
𝑧2

−𝑧3+𝑧2−𝑧+1
)

𝑥(0)
𝑍−1(

𝑧3−𝑧2+𝑧
−𝑧3+𝑧2−𝑧+1

)
) 

(169) 

𝑥(𝑛) =
𝑦(0)

1
2

(cos(
𝜋𝑛
2

)−sen(
𝜋𝑛
2

)−1)

𝑥(0)
1
2

(sen(
𝜋𝑛
2

)−cos(
𝜋𝑛
2

)−1)(𝑥(−1)𝑦(−1))
1
2

(cos(
𝜋𝑛
2

)+sen(
𝜋𝑛
2

)−1)
 

(170) 

De la ecuación (157) despejamos 𝑦(𝑛) en términos de 𝑥(𝑛 + 1) de la siguiente forma 

𝑦(𝑛) =
1

𝑥(𝑛 + 1)
         

(171) 

𝑦(𝑛) =
𝑥(0)

1
2(sen(

𝜋(𝑛+1)
2 )−cos(

𝜋(𝑛+1)
2 )−1)

(𝑥(−1)𝑦(−1))
1
2(cos(

𝜋(𝑛+1)
2 )+sen(

𝜋(𝑛+1)
2 )−1)

𝑦(0)
1
2(cos(

𝜋(𝑛+1)
2 )−sen(

𝜋(𝑛+1)
2 )−1)

 . 
(172) 
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Ejemplo 5.6.   Solución Numérica de una Ecuación Diferencial Multiplicativa 

Considere  una ecuación diferencial con problema de valor inicial  

𝑦∗(𝑡) = 𝑦(𝑡)                 𝑦(0) = 𝑒                           (173) 

Se desea aproximar   𝑦(𝑡) en  𝑡 = 1 por el método de diferencias multiplicativas [41], con diversos valores 

de ℎ cercanos a cero. La derivada multiplicativa de primer orden se aproxima con su correspondiente 

diferencia finita de un paso hacia adelante.  

(
𝑦(𝑛+1)

𝑦(𝑛)
)

1

ℎ
= 𝑦(𝑛)                𝑦(0) = 𝑒 .                          

(174) 

Al despejar 𝑦(𝑛 + 1) de la ecuación (174) se obtiene  

𝑦(𝑛 + 1) = 𝑦(𝑛)ℎ+1                   𝑦(0) = 𝑒    .                       (175) 

Se resuelve la ecuación (175) con transformada Z  multiplicativa de la siguiente forma 

𝑍𝑚(𝑦(𝑛 + 1)) = 𝑍𝑚(𝑦(𝑛)ℎ+1)                                            (176) 

𝑌𝑚(𝑧)𝑧

𝑦(0)𝑧
= 𝑌𝑚(𝑧)ℎ+1 

(177) 

𝑌𝑚(𝑧) = 𝑦(0)
𝑧

𝑧−ℎ−1 (178) 

𝑦(𝑛) = 𝑍𝑚
−1(𝑦(0)

𝑧
𝑧−ℎ−1) (179) 

𝑦(𝑛) = 𝑒(ℎ+1)𝑛
           (180) 

Se considera la relación entre el tiempo continuo y discreto  dada por la expresión   ℎ =
𝑡

𝑛
  y el valor real de la 

ecuación (173)  es 𝑦(1) = 𝑒𝑒 .Luego  

𝑦(𝑛) = 𝑒(1+
1

𝑛
)

𝑛

           , 𝑐𝑜𝑛  𝑛 ∈ ℤ+  . 
    181) 

Se puede ver en (181) que si 𝑛 tiende a infinito entonces el exponente del lado derecho tiene a  𝑒  por tanto 

𝑦(𝑛) se acerca al valor real  𝑦(1) = 𝑒𝑒  que está representado en la gráfica 1 por una línea verde y las 

aproximaciones de 𝑦(𝑛) con puntos rojos. 

 

 

Grafica No 1. Aproximaciones numéricas de la ecuación diferencial multiplicativa con  n = 50 puntos.  
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Conclusiones. 

 

En este trabajo se propuso una nueva transformada análoga a la transformada Z clásica que se denominó 

transformada Z multiplicativa donde el dominio de la función subyacente es tomado en  tiempo discreto. Se 

pudo observar que esta transformada Z multiplicativa es de fácil uso en análisis de algunos modelos de tiempo 

discreto que son no lineales y son muy útiles en algunas temáticas de las ramas de la ciencia como es el 

crecimiento de poblaciones, secuencias de números y la aproximación numérica de algunas ecuaciones 

diferenciales no lineales del cálculo clásico. 

 

Se evidencio como la transformada Z multiplicativa es más eficiente de forma operativa con respecto al 

método propuesto por Khatami, Jahanshahi y Aliev en la resolución de ecuaciones en diferencias lineales 

multiplicativas. También se observó que la transformada Z multiplicativa tiene un alto desempeño en la 

aproximación numérica puntual de una ecuación diferencial multiplicativa cuando es discretizada por 

diferencias finitas, evitando así la recursividad de la ecuación en diferencias y acelerando el tiempo de cálculo 

de la solución numérica. 

 

Las soluciones explicitas de una ecuación en diferencias que se generan con el uso de la transformada Z 

multiplicativa permiten ilustrar gráficamente las soluciones exactas que posteriormente pueden ser 

comparadas con las soluciones numéricas generadas por la recursividad de las ecuaciones en diferencias. Por 

último se presenta una tabla de la transformada Z multiplicativa de algunas funciones clásicas  
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