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Introduccion

La probabilidad de ruina es una medida del riesgo; el riesgo, es un término al que
diariamente se enfrenta el ser humano, existen distintas maneras de asumir el ries-
go, dependiendo el area o el enfoque en el cual se esté considerando. La palabra
riesgo se utiliza para describir sucesos o eventos desconocidos con un cierto nivel
de incertidumbre, dicha incertidumbre puede ser desfavorable o favorable. Es dificil
encontrar actividades humanas donde se pueda tener el control absoluto de tales
eventos. Dentro del entorno financiero esto no es la excepcion, continuamente se
necesitan hacer predicciones para maximizar beneficios y disminuir riesgos. Particu-
larmente para las companias aseguradoras el riesgo y saber medirlo adecuadamente
es de vital importancia para su perduracion.

Una de las principales ramas de la Matematica Aplicada es la Matematica Actuarial,
y dentro de ésta, la Teoria del Riesgo, cuyo objetivo es modelar el flujo de capital
de una compania aseguradora. Dentro de la Teoria del Riesgo encontramos en la
literatura actuarial dos tipos de teorias del riesgo: La Teoria del Riesgo Individual
y la Teoria del Riesgo Colectivo. La teoria individual considera a la cartera como
una suma de riesgos, de forma que la siniestralidad total viene calculada como la
suma de la siniestralidad de cada una de las poélizas. La teoria colectiva considera
un conjunto de un nimero no determinado de contratos de seguros con vigencia en
un periodo de tiempo.

Uno de los problemas mas estudiados dentro de la Teoria del Riesgo es la Pro-
babilidad de Ruina de una compania. A principios del Siglo XX este problema fue
estudiado en la tesis doctoral de Filip Lundberg (1903). En esta época Lundberg uti-
liz6 términos distintos a los actuales debido a que no se habia formalizado la teoria
de los procesos estocasticos. Lundberg introdujo un modelo para estudiar este fené-
meno, denominado el Modelo Clasico de Riesgo también conocido como el Modelo
de Poisson Compuesto o el Modelo Cldsico de Cramér-Lundberg, esto gracias a las
investigaciones que realizé posteriormente Carl Cramér en 1930, el cual retoma las
ideas originales de Lundberg y las pone en el contexto de los procesos estocasticos,
en ese entonces de reciente creacion.

El Modelo Clasico de Cramér-Lundberg es el proceso estocastico a tiempo continuo
{Ci},~, dado por C; = u + pt — SN Y;, donde u representa el capital inicial de
la companfa aseguradora, pt corresponde a la entrada por primas durante el pe-
riodo (0,?] a una tasa constante p > 0 y las Y; son el monto de las reclamaciones
independientes, idénticamente distribuidas e independientes del proceso de Poisson
{Ni},50 €l cual modela la forma en la que las reclamaciones son recibidas, donde N;



es el nimero de siniestros ocurridos en (0, ¢]. El proceso {C}},-, recibe el nombre de
proceso de riesgo o proceso de superavit.

Existen varios métodos para estimar la Probabilidad de Ruina, pero el calculo de
esta probabilidad es una labor que en general no es facil de hacer ya que involu-
cra una ecuacion integro diferencial para la probabilidad de ruina con horizonte
infinito, salvo casos especiales cuando las reclamaciones se distribuyen Tipo Fase,
puesto que estas pueden ser manipuladas de tal manera que se puede calcular y
modelar la probabilidad de ruina de forma exacta bajo condiciones especiales. Este
trabajo trata sobre el calculo exacto de la Probabilidad de Ruina, con el objetivo de
obtener formulas explicitas bajo condiciones especiales o polinomios interpoladores
que permitan determinar tal probabilidad para cualquier capital inicial en el caso
de riesgo a tiempo continuo en el marco de un Modelo de Riesgo Colectivo cuando
los montos de las reclamaciones tienen una distribucién de Tipo Fase (exponencial,
hiperexponencial, Erlang, Mezcla de Erlang, etc.), tomando como fundamentacién
tedrica lo expuesto por Mogents Bladt [1] y otros elementos tedricos de Asmussen y
Rolski (1991) [2] y también Dickson y Hipp (1998) [3].

En el Capitulo 1 se hace un bosquejo sobre los fundamentos tedéricos mas importantes
en los que reposa el Modelo Cléasico de Cramér-Lundberg y las Distribuciones Tipo
Fase haciendo énfasis principalmente en los Procesos de Markov y los Procesos de
Poisson. En el Capitulo 2 se explica brevemente el Modelo de Riesgo Individual y
Colectivo, la Probabilidad de Ruina con Horizonte Infinito y Finito profundizando
los resultados tedricos en los Procesos de Riesgo en Tiempo Continuo finalizando
con el Modelo Clasico de Cramér-Lundberg y las ecuaciones para el calculo de la
Probabilidad de Ruina. En el Capitulo 3 se estudian en detalle las distribuciones Tipo
Fase Continuas y sus principales caracteristicas a partir de resultados importantes,
exhibiendo las distribuciones Tipo Fase mas comunes y retomando el Modelo Clasico
de Cramér-Lundberg suponiendo que las reclamaciones tienen distribucién Tipo
Fase.

Finalmente en el Capitulo 4 se lleva a cabo las aplicaciones y simulaciones corres-
pondientes a través de féormulas explicitas que permiten el cdlculo exacto de la Pro-
babilidad de Ruina (usando el Modelo Clésico de Cramér-Lundberg bajo el supuesto
de que las reclamaciones tiene distribucion Tipo Fase) siempre y cuando la distribu-
ci6on de las reclamaciones y los parametros 7 y T asi lo permitan, en la medida que
no exijan calculos matriciales complejos, y en caso contrario, se aporta un método
implementando polinomios de aproximacién de Newton que permite interpolar una
tabla de valores de la probabilidad de ruina generada por un cédigo en R, para ob-
tener formulas explicitas que facilite calcular tal probabilidad para cualquier capital
inicial en un intervalo dado.



1. Preliminares Matematicos

1.1. Proceso Estocastico y Propiedades Basicas

Los referentes teéricos de esta seccién fueron tomados de [4] y [5].

Definicion 1.1.1

Un sistema F de subconjuntos de un conjunto Q # () se llama o — algebra si posee
las siguientes propiedades:

1. Qe F.
2. Si AeF, entonces A € F.

3. Si Ay, Ay, ... € F, entonces U A, e F.
n=1

Definiciéon 1.1.2

La tripleta (Q, F, P) se llama un espacio de probabilidad si Q # 0, F es una o —
algebra en Q y P es una medida de probabilidad sobre el espacio medible (2, F). Es
decir se cumplen los tres axiomas de Kolmogorov:

1. P(A) >0 para todo A € F.
2. P(Q)=1.

3. Para cada sucesion de eventos Ay, A, ... € F disyuntos dos a dos se cumple
P <U An> => P(A).
n=1 n=1

Considérese un sistema que puede estar en cualquiera de un conjunto de estados que
han debido ser previamente definidos. Supongase que el sistema evoluciona de un
estado a otro a lo largo del tiempo de acuerdo con una regla de movimiento, y sea
X, el estado del sistema al tiempo ¢. Si se supone que la forma en la que el sistema
evoluciona es provocada por algiin mecanismo incierto, entonces X; es una variable
aleatoria para cada valor de t. Esta coleccion de variables aleatorias es un proceso
estocastico, y se utiliza para modelar la evolucién aleatoria de un sistema a lo largo
del tiempo. La definicion de un proceso estocastico toma como base un espacio de
probabilidad (2, F, P) y puede enunciarse asi:
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Definicion 1.1.3

Un proceso estocdstico {Xy},c €s una coleccion de variables aleatorias X, sobre
un espacio de probabilidad comin (Q,F, P) y parametrizadas por un conjunto T
llamado espacio parametral, donde dichas variables toman wvalores en un espacio
medible (E,S) llamado espacio de estados. Los elementos de E se llaman estados.

Definicion 1.1.4

Sea {X;},or un proceso estocdstico definido sobre (2, F, P).

1. Si T € {0,1,...} se dice que el proceso es discreto y se simboliza {X,} =
{Xn}n:[) 1,..°

2. SiT =[0,00) se dice que el proceso es continuo y se simboliza {Xi},5-

3. El evento {X; € E} corresponde a la situacion en donde al tiempo t el proceso
toma algin valor dentro del conjunto E. En particular, {X; =i} es el evento
en donde al tiempo t el proceso se encuentra en el estado i € F.

Un proceso estocastico, puede considerarse como una funcién de dos variables X :
T x Q — E tal que a la pareja (t,w) se le asigna el estado X, (w) := X (t,w) € E
cont €T ywel

Un proceso {X,},., es de ensayos independientes si esta constituido por variables
aleatorias independientes.

Definiciéon 1.1.5

Un proceso {X;},~, es de Markov si conocido el estado presente del sistema, los
estados anteriores no tienen influencia en los estados futuros. Es decir si el proceso
cumple con la siguiente condicion denominada propiedad de Markov:

P(Xy, =in | Xi, ) =in1, 0 Xog = 0) = P (Xy, =i | Xo , = in1),

con to,..o,tp_1,tn €T Y19,y lpn_1,in € F.

Definicion 1.1.6

Un proceso {Xt}t>0 tiene incrementos independientes si para cualquiera tiempos
0<ty<t;<---<ty, las variables Xigs Xty —Xigs ooy, Xy, — X4, Son independientes.
Esto quiere decir que los desplazamientos que tiene el proceso en estos intervalos
disjuntos de tiempo son independientes unos de otros.



1.2 Cadenas de Markov

Definicion 1.1.7

Un proceso { X}, es estacionario si la distribucion de X, es la misma que la de
Xeon para cualquier h > 0 y tiene incrementos estacionarios si para cualesquiera
tiempos s < t se tiene que la distribucion de X1 — Xsin €s la misma que la de
X — Xy para cualquier h > 0. FEs decir, el incremento que tiene el proceso entre los
tiempos s y t solo depende de estos tiempos a través de la diferencia t — s, y no de
los valores especificos de s y t.

1.2. Cadenas de Markov

Los referentes tedricos de esta seccion fueron tomados de [5], [6] v [7].

1.2.1. Distribucién Inicial y Probabilidades de Transicién

Considérese una evolucién en tiempo discreto en el espacio de estado finito £ =
{1,2,...,£}. Sea «; la probabilidad de que la evolucién comience en el estado i € E
en el momento 0. Ademads sea p;; la probabilidad de que en un solo paso la evolucién
se mueva desde el estado 7 al estado j. Se supone que p;; > 0 y ademaés:

L
Jj=1

Cada matriz P = (pij>i7j6 g que cumpla con la Ecuacion 1.1 es llamada matriz es-
tocdtica. El desarrollo futuro de una evolucién a menudo es independiente de su
desarrollo en el pasado, siempre que el estado actual de la evolucién se conozca. For-
malmente se puede definir esta independencia condicional al introducir la siguiente
nocion sobre cadenas de Markov homogéneas.

Definicion 1.2.1.1

Una secuencia Xg, X1, ... de variables aleatorias que toman valores en E es deno-
minada una cadena de Markov homogénea si existe una matriz estocastica P =
(Pij); jep llamada matriz de transicion de {X,} y una funcién de probabilidad o =
(a1, ..., ap) en E, denominada distribucion inicial (o funcion de probabilidad inicial)
de {X,}, tal que para cada n =0,1,... y para cada ig, i1, ...,1, € E se cumple que:

P (XO = io, X1 = ila '-'7Xn = Zn) = aiopioil"‘pin—lin' (12)

Dado que solo se considera el caso homogéneo, se habla brevemente de cadenas
de Markov omitiendo el termino homogéneo. A menudo es més importante no el
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estado exacto de la cadena de Markov {X,} en si, si no su distribucién. En vis-
ta de la Ecuacién 1.2 esta ultima estd determinada tnicamente por la funciéon de
probabilidad a y la matriz estocéstica P.

Teorema 1.2.1.1

Sea {X,} una secuencia de variables aleatorias que toman valores en E. {X,} es
una cadena de Markov si y solamente si, existe una matriz estocdstica P = (p;;)
de tal manera que para todon = 1,2, ... y ig,1,...,1, € E se cumple que:

1,jEE

P (X, =in|Xn1 = tn-1, ..., Xo = 10) = Din,_1in> (1.3)

donde P(Xn—l = in—l; ...,XO = ’Lo) >0

Demostracion:
Sea {X,} una cadena de Markov, entonces de la Ecuacién 1.2 se obtiene:
P (Xn - Z‘n’)(nfl — Z-nfla ceey XO - Z0) = DPip_1in-

Supéngase que {X,,} satisface la Ecuacién 1.3 para alguna matriz estocéstica P =
(Dij); jep- Sea a; = P (Xo = i) para todo i € E, entonces se tiene:

0 oy, = 0
P(onio,Xlzil)Z{ sz‘ao
QiyDigiy, St iy > 0

Es decir, se ha probado la Ecuacién 1.2 para n = 1. Supongase que la Ecuaciéon 1.2
se cumple para n = k — 1. En este caso se tiene que:

P(Xo =10, X1 =11,... X =1) =01 P(Xog=10p,X1 =71,..., X1 = tg_1) =0 .
Por lo tanto:
P(Xo=1ip, X1 =11,...., Xy = i) = P(Xo =0, X1 =1, .00, Xp—1 = g_1) X
P (Xy =g Xp—1 = i1, ..., Xo = 7p)
= Qi Pigiy -+ Pig_oip_1 Pig_1ig >

siempre que P (X = i9, X1 = 11, ..., X)—1 = ix_1) > 0. Luego la Ecuacién 1.2 se cum-
ple para n € N| lo cual completa la prueba. [J

Corolario 1.2.1.1

Si{X,} es una cadena de Markov, entonces:

P (Xn - in’anl — Z-nfl, ---7X0 - Zo) - P (Xn - in’anl — Z'nfl) 5 (14)



1.2 Cadenas de Markov

donde P (X,-1 =tn_1,..., X0 = ig) > 0.

Demostracion:

Es suficiente con observar que:

P(Xp1=1tp1,...,X0=1p) > 0 implica P (X, 1 =1i,-1) > 0.
Ahora de la Ecuacion 1.2 se obtiene:

. . Z QigPigiy - Pin—2in_1Pin_1in
P(Xn = ZnaXn—l - Zn—l) _G0yin—2€E

: = = Di i,
P (X1 = ip-1) > QigPigiy - Pin—sin-1 e

7:07~~~7in72€E

Luego usando la Ecuacion 1.3 se tiene la Ecuacion 1.4 . [

La propiedad de independencia condicional indicada en el corolario 1.2.1.1 es lla-
mada la propiedad de Markov de {X,}. Paran > 1 e i,j € E fijo, el producto

DiiyPivio---Pin_,j Puede ser visto como la probabilidad de la ruta ¢ — 4, — -+ —

in—1 — j. Analogamente la suma pg?) = Y ir.in_1€E DiiyDiyis---Pin_.j S€ interpreta

como la probabilidad de transiciéon desde el estado ¢ al estado 7 en n pasos. En

particular, si {X,} es una cadena de Markov con P (X, = i) > 0, entonces pz(-;l) es la

probabilidad de transicién de la n — esima etapa. Donde pl(?) =P (X, =jlXo=1).

De acuerdo con esto la matriz P = (pE?) e llamada la matriz de transicion
Z?J

de la n— ésima etapa de P. También se establece que PO = I, donde I es la matriz
idéntica. Del siguiente lema es facil concluir que P™ es una matriz estocéstica.

Lema 1.2.1.1

Para todo n,m = 0,1, ... se tiene que:

P = P, (1.5)
Por lo tanto:

prtm) — p)pm) (1.6)

Demostracion:

Se probara por induccién que P = P". Para tal efecto es claro que para n = 1 es
valido lo afirmado. Veamos que la afirmacién se cumple para n = 2:

2
P(Q) = pg]) = Di1D1; +pi2p2j —|—pi3p3j + -+ DieDej-

[
= Zpikpk j
k=1
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:[pil Di2 Pi3z - pie}[plj P2j P3j -t D '

= PP = P2

Supongase ahora que la afirmacion es cierta para n — 1 y veamos que es valida
también para n:

n n n—1 n—1 n—1 n—1
pm =p§j) = i} )pu +plh )p2j +pl )P3j +o +P§z )Péj

l
n—1
= sz(k: )ij
k=1

n— n— n— n— T
= [pz('l ) pz('2 g pz('3 Do pz('@ ) } {Plj P2j P3j - péj}
=P VP = pP1pP = P

Ademés segiin lo anterior Pt = pritm — prpm — p(p™ O

La matriz de la Ecuacion 1.6 es usualmente llamada ecuacion de Chapman-Kolmogorov.
Usando el lema 1.2.1.1 se obtiene la siguiente representacion de la distribucion de la
variable X,,. Por conveniencia se escribe P (X,, = j|Xo =j) =0sia; = P (X =1) =
0.

Teorema 1.2.1.2

Si {X,} es una cadena de Markov con matriz de transicion P y funcion de proba-
bilidad inicial o, entonces la distribucion o, de X,, viene dada por:

a, = aP". (1.7)

Demostracion:
Se tiene que, para j = 1, ..., se cumple:
M =P (X, =)= P (Xa=jlXo=1)
icE
= Zaipz(;‘l)
icE

2[041 y e WHpg?) pg;) pé?) T

1.2.2. Calculo de la Matriz de Transicion de la n-ésima Etapa

De la Ecuacion 1.7 se observa que el calculo de la funcién de probabilidad «,, de la
variable X, estd estrechamente relacionado con el calculo de la n — ésima potencia
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de la matriz P. Se plantea un método algebraico para calcular P™ el cual hace uso
del concepto de wvalores propios y vectores propios. Supdéngase que A es una matriz
cualquiera de tamafio ¢ X ¢ (no necesariamente estocastica), y que ademds ¢ es un
vector ¢ — dimensional con por lo menos una componente diferente de cero, y sea
f un nimero real o complejo. Una matriz de cualquier dimension donde todas sus
entradas son cero se representa por 0. La transpuesta de la matriz A = (aij)mzl’m’e
se denota por AT, es decir AT = (a;;)

Si:

i?j:17"'7£.

AGT =047, (1.8)

entonces # es un valor propio de A y ¢ es un vector propio derecho asociado a 6.
Si la Ecuacién 1.8 la se escribe como (A — 0I) ¢ = 0 se observa que los valores
propios son exactamente las soluciones de la ecuacion caracteristica:

det (A — 0I) = 0. (1.9)
Si ¢ es un vector distinto de cero, solucién de:
VA = 0. (1.10)

Entonces se dice que 1 es un vector propio izquierdo asociado a #. Es facil ver
que para cada valor propio 6, una solucién 1 de la Ecuacion 1.10 siempre existe
ya que la Ecuacion 1.9 implica que det ((A — BI)T) = 0, es decir existe un vector

columna ¥ tal que (A — HI)T YT = 0, lo cual es equivalente a la Ecuacién 1.10.
Note que la Ecuacion 1.9 es una ecuacion algebraica de orden ¢, por lo tanto se
obtendran ¢ soluciones 64, ..., 8y, los cuales pueden ser complejas y algunas de ellas
pueden coincidir. Se asume que los valores propios son numerados de manera que
61| > |62] > -+ > |0;]. Sea ® = ( T ...,¢{) una matriz de tamaiio £ x £ conformada
por vectores propios derechos (vectores columnas) y sea:
U1
P = :

Ve
una matriz de tamano ¢ x ¢ constituida por vectores propios izquierdos y sea 8 =
(01, ...,0,) un vector de valores propios. De esto resulta la ecuacién:

A® = ®diag (0), (1.11)

donde diag (@) representa la matriz diagonal con los elementos 04, ..., 0, en la dia-
gonal y los demas elementos iguales a cero. A continuacién se hace una serie de
observaciones:

= Si todos los vectores propios ¢, ..., ¢y son linealmente independientes, lo cual
se supondra en adelante, entonces ® ! existe. en este caso ¥ = &L
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= Una consecuencia directa de la Ecuacién 1.11 es A = ®diag (6) @' = ®diag (0) V.
Por lo tanto:

A" = & (diag (0))" @' = ® (diag (0))" ¥. (1.12)

= De la Ecuacion 1.12 se tiene que:

W
A" =[], ..., 07| (diag (8))" | :
(0
(0
= [orel, ... 000F] | |,
e

lo cual produce la representacion espectral de A™. Es decir:

L

A" =3 61670, (1.13)

i=1

La aplicacion de este procedimiento a la matriz de transicion P y la representacion
espectral dada en la Ecuacion 1.13, ofrece una base para el calculo de la matriz de
transicion de la n — ésima etapa P". Existe por supuesto la dificultad de hallar los
valores propios y los vectores propios de P. Sin embargo en muchos casos esto se
puede hacer por medio de un software como por ejemplo MATLAB. Una ventaja
importante del método de la representacion espectral es que la complejidad de los
calculos numéricos no aumenta con n, ya que una vez que se conocen los valores
propios y los vectores propios de P, es facil determinar P™ por la Ecuacion 1.13.
El supuesto crucial para la validez de la Ecuacién 1.13 es que los vectores propios
@1, ..., ¢¢ sean linealmente independientes.

1.2.3. Comportamiento a Largo Plazo

Para n grande, puede ser dificil calcular la funciéon de probabilidad «,, = (aﬁ"), ey aé’”)

de {X,} usando la Ecuacién 1.7. Una opcién es encontrar las condiciones bajo las
cuales «, converge a un limite, por ejemplo m = Lim (ay,), y luego se utiliza 7 como
n—oo

una aproximacion a «,,. Este método es de importancia practica debido a que en
muchos casos el calculo de m es mucho mas facil que el de los «a,,. Considérese el caso
en el que:

p_|1-p P ’
g 1—g¢

10



1.2 Cadenas de Markov

con 0 < p, ¢ < 1. Se mostrara que la matriz de transiciéon de la n — ésima etapa es:

1 1—p—¢q)" —
pr_ Lt jaer | Uopma oy b (1.14)
ptql4q P p+yq —q q
Para probar la Ecuacion 1.14, se tendra en cuenta que si
(n) (1)
p— | Po Po , entonces P = p(()g) p(()}l) =P",
Pio P11 Pio Pu

n I—p-— "
y ademas solo se mostrara que péo) - + rl=p=4q) .
Ptq Ptq

Los demas elementos se demuestran de forma similar. Para tal efecto se tiene que:

n—1 n—1
Poozl—Paplo:qyp((n ):1—29(()0 )-

Por lo tanto:

P = poo+p6 po=p " (1—p)+ (1-pp V) a=g+pl " (1—p—q).

De esta manera:

Py = q+ sy (1—p—q)=

)=4q
P =g+ (1—p—q)=g
Py =q+p5 (1—p—q)=q
(4)__ 0 1 2 3
po=q(l—-p—q) +q(l-p—q) +q¢(1—p—q)"+1-p)(1—-p—q)°.
Es decir:

n—2
P =a> (l—p—g)f +(1—p)(1—p—q" "
k=0

n—2
Supongase que s = Z t*. donde t =1 — p — ¢. Por lo tanto:
k=0

s=1+t+t*+--- 4"
st=1+t+t?+ - +t"Ht=t+2+34 - +t"L.

De esta manera:

s—st=14t+t*4+ - +t" 22—t -2 -3 — ... l=1 1
Con lo que:
n— n— n—1 n—1
=0 1—t I1-(1-p—q) p+q
Es decir:
n I—-(1—p—q)""' e q p(l—p—q)"
P ) +(1-p(l-p—a" ' = + 2 Lo

p+q  ptg p+gq

11



Capitulo 1 Preliminares Matematicos

Por otro lado si se supone que p + g < 2, entonces se obtiene:

1
LimP" = —— [ ¢ p ] . (1.15)

Lo anterior significa que:

(n)

Limpy) = —— = mgg = T
L HOOpoo P+q 00 0
Anélogamente:
Limp™ = 2 = 7 = 7.
n—>00p01 p + q 01 1

Es decir segin la Ecuacion 1.7:

© = Lima,, = [q, p] . (1.16)
T p g ptg

Sin embargo, si p 4+ ¢ < 2, entonces:

pr_ P sin es par
I sin es impar

Hay que tener en cuenta que la distribucién limite 7 en la Ecuacién 1.16 no depende
de la eleccion de la distribucién inicial o = «. Esta propiedad de invariancia de w
estd asociada con la nocién de ergodicidad de cadenas de Markov.

Definicion 1.2.3.1

Una cadena de Markov {X,} con matriz de transicion P = (pij), ;. se dice que es
ergodica si:

1. Ezisten los siguientes limites para cada j € E:

Limp? = 7. (1.17)

2. Los mj son estrictamente positivos y son independientes de i.

3. m; es una funcion de probabilidad. Es decir: Z T = 1.
JjeE
Una matriz A = (a;;) de tamano € x { es llamada no negativa si todas las entradas

a;; son no negativas. Una matriz A no negativa es llamada regular si existe algin
ng > 1 tal que todas las entradas de A™ son estrictamente positivas.

12



1.2 Cadenas de Markov

Teorema 1.2.3.1

Una cadena de Markov {X,,} con matriz de transicion P es ergodica si y solamente
si P es reqular.

Demostracion:

Primero se demostrara que la condicion:

: Gy
min {pij } > 0. (1.18)
Es suficiente para ergodicidad. Para tal efecto sea:

m; = min {p}y a7 = mag '}

De la Ecuacién 1.6 se tiene que pgbﬂ) =Y pikpgg). En consecuencia:
=y

o) = i (7} =i S | = i { i 7} =
(n+1)

. : (n) (n+1)
m; para todo n > 1. Analogamente se tiene que M; < M;

Es decir m; "~ <
> 1. Por lo tanto para probar la Ecuacion 1.17 es suficiente mostrar

(n

]
para todo n
que:

Lim (M = m{") =0, (1.19)

n—00 J J

para cada j € E. Para tal efecto sea a = min {pl(?‘))}, entonces:

L,jelE
p ™ =3 pip = Y (0 — aply) by + 0> Pl pk)
ker keE keE
=3 (i = apl) bl + apl”
kelE

Dado que pii®) — apy,? > 0, se obtiene:

n +n (n _ ) ( ) ( )

ot > Ig;g (plko ap;y, ) ng {p } +ap;; -

pz(;no-FN) > m§-n) Z ( Z( no) ap§ )) + ap(Qn) _ ( ) (1 . a) + ap(zn).
kelE

Por lo tanto: m§-n0+n) > m( (1 —a)+ ap(2")

Andlogamente se tiene que: M;"OM) < MJ( n) (1—a)+ apﬁ").

De esta manera: M}nﬁn) - m§-n0+") < (M](") - m§")) (1—a),

y por induccién sobre k se tiene:

kno+n kno+n n n k

13
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para cada k£ > 1. Esto significa que hay una secuencia nq, no, ... de nimeros naturales
que tienden al infinito de tal manera que:

Lim (M™ —m{™) =0, (1.21)

k—o00 J

para cada j € E. Dado que las diferencias M ](n) — m§n)

que la Ecuacién 1.21 se cumple para cada secuencia nq,ns, ... de niimeros naturales
que tienden al infinito. Es decir se ha demostrado la Ecuacién 1.19. Por otro lado
se tiene que los limites 7; son positivos ya que:

son monotonas en n, se tiene

;= Lzmp( n) > Lzmm( n) > m§-n°) >a>0.

n—oo n—oo
Adema4s:
I - )
>om =Y Limpl) = Lim Y pff) =1
JEE JEE JEE

La Ecuacién 1.18 es una consecuencia inmediata de mz’bn {m;} > 0yla Ecuacién 1.17
VIS

teniendo en cuenta que FE es finito. [

Como los limites 7; = M@p@

;;. no dependen de i, entonces se tiene que la Ecuacion 1.5

y la Ecuaciéon 1.7 implican:

Lima,, = aLimP®™ = 7.
n—o0 n—o0

Corolario 1.2.3.1

Si la cadena de Markov {X,} es ergddica, entonces m = (m,...,m) es la unica
solucion probabilistica para el sistema de ecuaciones lineales:

=Y mpy, JjEE. (1.22)
icE
Demostracion:

De la Ecuacion 1.6 y la Ecuaciéon 1.17 e intercambiando limites en las sumatorias se
obtiene que:

T = ,f;g@p( = LimYy ELTEDY gg@pm Upy =Y Ty
i€EE 1€ER 1€ER

Supéngase ahora que existe otra funcién de probabilidad 7’ = (71,...,m) de tal
manera que 7 = Z m.p;; para j € E. Primero se probard por induccién que:
i€k

= mpl, jek. (1.23)
i€l

Es claro que lo afirmado se cumple para n = 1. Veamos que la afirmacion es cierta
para n = 2. Se tiene que:
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1.3 Procesos de Markov

(n+1)
Somiply = Y- Limp('p =3 Limpii™py = 3 mipy =
i€l i€l i€l i€l

Supongase que la afirmacion es cierta para n — 1 y veamos que se cumple para n:

1) ),,(n—1) (n—1) (
=Y mpy =Y Limpp T = 3 Limplpl) = 3 il

n—00
i€l i€l i€l i€l

Ahora si se deja que n — oo en la Ecuacion 1.23, se obtiene:

mh = Lim ) W;pgf) => W'Lzmp ZLzmp )Lzmpw ZLzmpk:)pEJn)
n—oo icE icE ZEE el e

n—o0
i€E

. 2n—1
= Lim > _pi" " py

:7Tj. D

En notacion matricial la Ecuacion 1.22 se puede escribir como 7 = wP. Esta ecuacion
se llama ecuacion de equilibrio para P.

1.3. Procesos de Markov

Los referentes teéricos de esta seccion fueron tomados de [1] , [6], [8], [9] v [10].

En la seccion anterior se estudié las secuencias de variables aleatorias, llamadas ca-
denas de Markov, que describen la evolucion en periodos de tiempo discreto. En
ocasiones es conveniente tener un modelo que describa situaciones en las que los
estados cambien en momentos arbitrarios. Esto se obtiene teniendo en cuenta una
coleccién de variables aleatorias {X,},.,, donde el parametro ¢ recorre toda la se-
mirrecta no negativa R*. Hay que recordar que una de tales colecciones numerables
de variables aleatorias se llama un proceso estocastico. El equivalente en tiempo
continuo para la clase de cadenas de Markov consideradas en la seccién anterior son
los procesos de Markov en tiempo continuo, procesos de Markov de Saltos o simple-
mente procesos de Markov con un espacio de estado numerable. Con el objetivo de
evitar dificultades técnicas se inicia esta seccién con el caso de un espacio de estados
finitos £ = {1,2,...,¢}

1.3.1. Matriz de Funciones de Transicion
En la secciéon anterior se definieron las cadenas de Markov por medio de una funcion
de probabilidad a y una matriz de transicion de un solo paso P, o equivalentemente

por la, funcién de probabilidad « y la familia de matrices de transicion P con n =
1,2, .... Se debe recordar que P cumple con la ecuacién de Chapman-Kolmogorov

15



Capitulo 1 Preliminares Matematicos

descrita en la Ecuaciéon 1.6. En tiempo continuo tambien se considera una funcién
de probabilidad o« = (o, ...,q¢) y una familia de matrices estocasticas P (h) =
(pij (h))i,jeE’ donde h > 0y p;; (h) es la probabilidad de que en el tiempo h, la
evolucion se mueva desde el estado ¢ al estado j.

Teorema 1.3.1.1

Ecuacion de Chapman-Kolmogorov. Para hy, he > 0 se tiene que:

Demostracion:
Por la ley de probabilidad total, se tiene:
pij (hy + hg) = P (Xp, 1, = j | Xo =)

M~

P(Xh1+h2 :j7 Xhl =k | XO = Z)

i

1

I
MN

P(Xpsn, =7 Xn, =k Xo=19)P(Xp, =k | Xo=1)

£
Il

1

I
Me\

P(Xh1+h2 :j|Xh1 :k)]P)(Xhl :k|X0:Z)

B
Il

1

I
MN

Pik (h1) prj (he). O

i

=1

La matriz de la Ecuacion 1.24 es llamada la ecuacion de Chapman-Kolmogorov para
tiempo continuo. También se asume continuidad en cero. Es decir:

LimP (h) =P (0) = L. (1.25)

h—0

P es uniformemente continua en 2 > 0. Una familia de matrices estocasticas {P (h)}, -,
que cumplan con la Ecuacion 1.24 y la Ecuacién 1.25 es llamada una matriz de fun-
ciones de transicion.

Definicion 1.3.1.1

Un proceso estocastico {Xt}t20 que toma wvalores en E, es llamado un proceso de
Markov homogéneo si existe una matriz de funciones de transicion {P(h)},5, ¥
una funcion de probabilidad oo en E tal que:

P (Xo =g, X4, =11, .., Xi,, = in) = QigPigis (1) Dirio (t2 — 1) <-Dins vy (tn — tn=1),
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1.3 Procesos de Markov

conn =iy, i1,...0, € Ey0<t; <. <t,, a; la probabilidad de que la evolucion
comience en el momento 0 en el estado © € E y p;; (h) la probabilidad de que en el
tiempo h, la evolucion se mueva desde el estado v al estado j.

La funcién de probabilidad a = (ay, ..., ;) es llamada la distribucion inicial. Hay
que tener en cuenta que para cada h > 0 fijo, la matriz P = P (h) es la matriz de
transicion de la cadena de Markov {Xn}neN con X,, = X,;,. De acuerdo con esto, no
es de extranar que los procesos de Markov en tiempo continuo tengan la siguiente
propiedad de independencia condicional.

Teorema 1.3.1.2

Un proceso estocdstico {X;},~, que toma valores en E es un proceso de Markov siy
solamente si, existe una matriz de funciones de transicion {P (h)},, tal que para
todon >1, ig,01,....,0, € B y0<t; <--- <t,, se cumple que:

P (th - in|th,1 - 7:”_1, ceey th - 7:17 XO - 7’0) - pin,lin (tn - tn—l);
donde P (X, , = in-1,.., Xy, = i1, Xo = ig) > 0.

La demostracion del teorema 1.3.1.2 es andloga a la demostraciéon del teorema 1.2.1.1.
Por otro lado y de manera similar al corolario 1.2.1.1, se obtiene la siguiente propie-
dad de independencia condicional de los procesos de Markov en tiempo continuo.

Corolario 1.3.1.1

Si {Xt}5q €s un proceso de Markov, entonces:
P Xy, = in|Xp, , = ino1, oo Xoy = i1, Xo = d0) = P (Xp, = in| Xy, , = in1),

donde P (X, , =in_1,.., Xp, = i1, Xo = ig) >0

A continuacién se procede al estudio de la propiedad principal de las funciones de
transicién p;; (h), h > 0, es decir la existencia de las intensidades de transicién. Sea
dij =1sii=7y0 en otro caso.

Teorema 1.3.1.3

St {P (h)},>, €s una matriz de funciones de transicion, entonces los siguientes li-
mites existen y son finitos:

. Pij (h) — 0y
Gij = Lim—————. (1.26)
Demostracion:
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Sin pérdida de generalidad se puede suponer que P (Xo =) > 0 para todo i € E.
Inicialmente se demostrard la Ecuacién 1.26 para i # j. Definase pl, (h) =1y
ademas:

Pl (h) = P (Xy = i3 Xon # 4,1 < k < 0| Xo = ).
5 (h) = P (Xon = J; Xon # J, 1 < k <v[Xo =1).

Entonces por la Ecuacion 1.24, se tiene que:

pij (nh) Zpu ) pij (h) pj; (n —v —1)h). (1.27)
Y
pii (V) p“ )+ Z h)pji (v —m)h). (1.28)
v—1
A partir de Y f7 (h) <1, la Ecuacién 1.28 se obtiene:
m=1
P () 2 i (o) = g i (0 = m) ). (129)

Ahora, segtin la Ecuacion 1.25 se obtiene que para e > 0y i,7 € F con i # j existe
ho > 0 tal que:

oA Pji (h) <e, OQ}L@L pii (h) > 1 —¢, 02}127}10]9” (h) >1—e. (1.30)

Por lo tanto si nh < hg y v < n, entonces la Ecuacién 1.29 implica que pl (h) >
1 — 2¢. Introduciendo esto en la Ecuacién 1.27 se obtiene:

ng (nh 1 - 25 sz] 1 - 5) (1 - 38) nplj (h)

Y equivalentemente queda:

pij (nh) pij (h)
nh h

> (1—3¢) (1.31)

ij (1 o
siempre que nh < hg. Si hacemos a;; = %ngf {p ]}5 ) }, esto implica que a;; < oo.
H
pij (h)
h

En efecto si a;; = 0o, se halla h arbitrariamente pequeno para que y tambien

i (nh
M sean arbitrariamente grandes. Por otro lado la eleccién
n

i (nh 2e
perZ ) < % < e Por lo tanto

por la Ecuacién 1.31

h
de n tal que ?0 < nh < hgy, la Ecuacién 1.30 daria
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1.3 Procesos de Markov

a;; < ooy falta por demostrar que:

Limsup{pijh(h)} < a;;. (1.32)

h—0

pij (h1)
hy
pij (h) es continua, para todo ¢y lo suficientemente pequeio tal que hy + tg < ho se

pij ()

Por la definicién de a;; existe hy < hg de tal manera que < ai;+¢. Dado que

tiene que < a;j+¢ para h—ty <t < h; +1y. Ahora por la Ecuacién 1.31, para

cualquier h < t; se puede encontrar un numero entero n; tal que hy — tg < nph <
pij () _ pij (nnh)
hi+t 1—3e <
oy (1=36) == <=0
la Ecuacion 1.32. Por lo tanto la existencia de los limites ¢;; en la Ecuacion 1.26 se
prueba para i # j. Dado que el espacio de estados F es finito y la matriz P (h)es
estocastica, se obtiene:

< aj;+e€. dado que € > 0 es arbitrario, se obtiene

opi(h) =1 pij(h) - pij(h) )
e LY e L e Y

Esto completa la demostracién. [

La matriz Q = (‘Jij)i,j:L... , s denominada la matriz de intensidad y sus entradas g;;
intensidades de transicion. La matriz de intensidades de transiciéon Q en ocasiones
es llamada ¢ — matriz. En el caso de un espacio de estados finito, Q es el generador
de {P (h)},, en el sentido de la teorfa de semigrafos de transicion.

Corolario 1.3.1.2

Para cada i # j, se tiene que ¢;; > 0, g; < 0. Ademds Qe’ =0, o equivalentemente
para cada i € E se tiene Zqij = 0.

JEE
Demostracion:

De la Ecuacion 1.26 se concluye que ¢;; > 0y ¢; < 0. Por otro lado de la Ecuacion 1.33
se tiene que: Zq’ij =0. O
jEE
Hay que tener en cuenta que la definicién 1.3.1.1 y el teorema 1.3.1.1 son completa-
mente analogos para procesos de Markov en un espacio de estado infinito numerable
E ={1,2,...}. El teorema 1.3.1.2 sigue siendo vélido en una forma ligeramente mo-
dificada. En la demostracién del teorema 1.3.1.2, la finitud del espacio de estados
no se ha utilizado al probar la existencia y la finitud de g¢;; para ¢ # j. En el caso
de un espacio de estados infinito numerable, se puede demostrar que los limites ¢;;
en la Ecuacion 1.26 existen, pero pueden ser infinitos. Por otro lado, en lugar de la
Ecuacion 1.33, se puede demostrar solamente que ¢; > —Z ¢i; para todo ¢ € E. El
J#
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caso en el que la igualdad prevalezca es de vital importancia. Una matriz de funcio-
nes de transicion {P (h)},,, que actia en un espacio de estados infinito numerable
E, se denomina conservativa si ZQij = —q; < oo para todo i € F.
J#i
Un estado 7 € E es llamado absorbente si g; = 0. La nocién de un estado absorbente
juega un papel importante en la definicién de la clase de distribuciones tipo fase.
Alternativamente un estado ¢ € E es llamado estable si 0 < —g;; < 00, e instantdneo
—qii = 0

1.3.2. Ecuaciones Diferenciales de Kolmogorov
En esta secciéon se muestra que hay una relaciéon uno a uno entre la matriz de
funciones de transicion y su matriz de intensidad. En una extension al teorema 1.3.1.2

primero se demostrara que las funciones de transicién p;; (h) son diferenciables para
todo h > 0.

Teorema 1.3.2.1

Para todo i,5 € E y h > 0, las funciones de transicion p;; (h)son diferenciables y
satisfacen el siquiente sistema de ecuaciones diferenciales:

p) (h) =3 quprs (h (1.34)
keE
Demostracion:

Sea h' > 0. A partir de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov de la Ecuacién 1.24
obtenemos:

pij (h+ 1) —pij (h) = pir (W) pij (B) — pij (h)

keE
k#i
De manera similar:

pij (h— 1) = pij (h) = pij (h— 1) = pi (') pij (R — 1)

keRE
==Y pu (W) prj (h— 1) — [ps (W) = 1] ps; (b — 1).
ki
Por lo tanto:
L . =" pir (W) pr (b= 1) = [pis (W) = 1] pij (h — 1)
Limpw( - )_pw( ) — Lim k#i
h'—0 h' B —0+ h!
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. , o

h'—0t h' R/ —0+ b

_ . plk ( ) _ / [ n( /) - ] _ ,
— kzﬁﬁzﬁ P (h = W)= Lim === Lim p;; (h — 1)
_ pzk ) Y
- Z %,90 7 Limpy; (h —1') = qiips; (h)
= > awpk; (h) + qupij (h)

ki
=D apij (h)

kekE

De manera similar se tiene que:

ik ki ( i (B) — 1pij (b
pij(h+h/)_pij<h):LZ. kzsézp 1P (1) + i () = Alpis (R)

%’Z—TJOL h' h'—0+ h
Zpik (h') prj (h) s () — 1
o kA B . ii -
=Ty i () Lim === —

:Z% pzk h) ki (B) + pij (h) g

= Z qixPrj () + qiipij (h)

kot
= Z qikPkj (h)
keE
=B — s (R (R — e (B
Finalmente como Lim 2 ( )~ Py (1) — LimY4 (h+ 1) =i ( ), entonces:
h—0 h' h'—0 h'
pz] Z qkak] 0

keE
Las ecuaciones diferenciales en la Ecuacién 1.34 se llaman las ecuaciones de Kolmo-
gorov hacia atras. En notacién matricial la Ecuacién 1.34 toma la forma PM) (h) =
QP (h) para todo h > 0. En la misma forma que se demostré la Ecuacion 1.34, se
puede demostrar que P (h) = P (k) Q para todo h > 0, la cual es la notacién
matricial de las ecuaciones de Kolmogorov hacia delante. La condicion inicial para
ambas ecuaciones de Kolmogorov es P (0) = 1.

1.3.3. Saltos en los Procesos de Markov

Sea F; = 0 (X; : s < t) una o—-algebra. Una variable aleatoria no negativa 7 es llama-
da un tiempo de parada para {X;},., si {7 <t} € F, para todo t. La o-algebra F;
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consta de los conjuntos medibles A tales que AN{r <t} € F, Vt> 0. Cualquier
proceso de Markov de salto {Xt}tzo satisface la propiedad fuerte de Markov, es decir:

P (Xoin, = i1y Xopn, = in | Fr) = P(Xp, = ig, ooy Xp, = | Xo = X;) .

A menudo 7 se define en términos de los valores de X; tal que X, es determinista.
Por ejemplo 7 podria ser la primera vez que {X,},-, esta en el estado 4. En este caso
X, =iy {Xo=X,} ={Xo=1i}. Sea Wy =0 < W; < Wy < --- los tiempos de los
saltos. Las diferencias T,, = W,, .1 — W, son los tiempos entre saltos. Por lo tanto Tj
es el tiempo hasta el primer salto, T es el tiempo entre el primer y segundo salto

y asi sucesivamente. Finalmente sean Vy, Vi, ... la secuencia de estados visitados, es
decir, V; = X (W;) = i. En caso que existiera un dltimo W,, (por ejemplo, si existe
un estado absorbente), entonces T,, = T,11 = -+ =00y V, = Vg = -+ = i si

X (W,,) =i. Es claro que las trayectorias de X; se pueden reconstruir conociendo
{(Vs, T)},,>0- Entonces la distribucion conjunta de (V},,7T},) es de principal interés.

Teorema 1.3.3.1

Sea p, = P; (Vi =i, Tp—1 > tg) con k =1,...,n, entonces existen nimeros A\; > 0
y una matriz de transicion Q tal que:

n

R | [T (1.35)
k=1
Demostracion:

Definase f (t) = P; (T, > t). Entonces:
ft+s) =P (Ty >t+s)

E; (P, (To > t+ s| F))

=FE; (P, (To > t+ s, Ty > t| F))
=E,(I{Ty>t}P,(Ty >t+s| F))
=E; (I{Ty > t} K (Ty > s))

= f () f(s).

Dado que f es no creciente se tiene que f es de la forma f (t) = e~ para algunos
A; > 0. Por lo tanto:

P(Vi=jTo>t)=E (P Vi=34To>t]F))

— B (I{Ty > 1} P (Vi = )

= gie M,
donde ¢;; = P; (Vi = j). La férmula general sigue por induccion y la propiedad fuerte
de Markov. Supongase que p,, es valido para m = n — 1. Entonces:
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1.3 Procesos de Markov

Pn=Pi(Vi=1tp, Ty > ti, k=1,...,n)
:PZ(Vn = in, Tn—] > tn, Vk: ’ik, Tk—] > tk,k‘: 1,...,’/1— 1)
= B (P (V= tn, Tueg > oy Vi =i, Toms > ik =1,.,n— 1| Fs,,))

= B (I{Vi =ik, Tos > ti k= 1,.n=1} Py (Vi = in, Tug > tn, | Fs, )

- -Pz (‘/1 - inaTO > t) Pn—1

n—1

_Ain—ltn

= Gip_1in€ Pn-1-

Luego el resultado se sigue por induccion. [J

Corolario 1.3.3.1

Ezxisten nimeros \; > 0 tales que {T,}son condicionalmente independientes con
T, ~ exp(Ay,).

Demostracion:
Observese que:
‘PZ(TO > 1, ...7Tn_1 > th1 | ‘/1 = il, . Vn = Zn)

P1<T0 > 1o, "'7Tn71 > tnfhvvl =01,y Vo = Zn)
P(Vi=iy,.,V,=1y,) '

Pero segtn la Ecuacién 1.35:

P(To > to, ... Tyo1 >ty | Vi =1, ...,V = i)

n
Hqikflikei)\ikfltk
= =1 n (ZO = Z)
HQik,lik
k=1

n
= H ei)wkfltk .
k=1
Lo anterior implica la independencia condicional y que las distribuciones son exponenciales. [J

Con esto se demuestra que si {X;},., es un proceso de salto Markov entonces existe

numeros \; > 0y probabilidades g;; con las propiedades anteriores. Sea W,, = T +

-+ T,_1 con Wy = 0 el tiempo de la n — ésima transicién y sea w (A) = SupW,,. Si
n

w (A) < oo se dice que el proceso de markov es explosivo lo cual es una propiedad no
deseable la cual se descartara imponiendo condiciones adicionales sobre la estructura
del proceso.
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Teorema 1.3.3.2

Sea R =Y\, entonces se tiene que R < 0o <= w (A) < oo.
n=0

Demostracion:
Si V,, = i entonces T}, ~ A\; *exp (1) . Ahora:
WD) = ST,
n=0
Asi que:

w (D) | Vi~ A\ By,

n=0
donde { B, } son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
distribucion exp (1). Ademas:

R= 307 = B (S0 | 1h}) = Bl(2) ] ()

Tal que si R < oo entonces w (A) < oo. Por otro lado, si w(A) < oo, entonces
queda que:

iE (A, Bn) < 0.
n=0

Pero la expresion anterior es exactamente R. Por tanto R < co. [

Corolario 1.3.3.2

Los siguientes criterios son suficientes para que P (w (A) < 00) =

L. Sup); < oo.

2. FE es finito.
3. V, es recurrente.

Demostracion:

oo
Si el proceso es explosivo entonces w (A) < oo y por lo tanto R = Y Ay! < oo,
n=0
implica que Ay, — o0, lo cual es imposible si Sup),, < co. Si E es finito se tiene
n

que Sup), < oco. Si {V,} es recurrente entonces {\y, } es recurrente y \; apareceria
n

a menudo infinitamente en {\y, } , lo cual hace que A\, — oo sea imposible y por lo

tanto, necesariamente R = Z)\‘_,nl =o00. U

n=0
En lo que sigue se supone que \; > 0 para todo i y que la cadena de Markov {V,,}
tiene matriz de transiscién Q={g;;} . En particular, ¢;; = 0 por definicién de V.
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1.4 Procesos de Poisson

Definicion 1.3.3.1

La matriz de intensidad (o generador infinitesimal) Q = {q;;}

definida por qi; = N\ipij para i # j y G = —y_qij = —Ai-
i

de { Xt} esta

ijEE

Observese que la suma de los elementos de las filas de Q es cero. Puesto que los
tiempos de espera en cada estado i se distribuyen de manera exponencial exp ()\;), la
probabilidad de un salto fuera del estado i durante el intervalo de tiempo [t, ¢ + dt)
es \;dt o formalmente A\;h+o (h), donde o (h) es una funcién tal que %h) — 0 cuando
h — 0. Condicionalmente en el caso de que haya un salto en [t,t 4+ dt) y X;- =i
(limite por la izquierda), la probabilidad de que el siguiente estado al que salta el
proceso sea j es p;;. Por lo tanto la probabilidad de saltar de un estado 7 al estado

J durante [t,t + dt) es \dtp;; = \;;dt.

Definicion 1.3.3.2

Para una matriz A = (a;;) de tamano { x (, la serie » '
n!

es una funcion
n=0
matricial bien definida la cual es continua con respecto a h en todo R. Se llamard a

esta funcion, la funcion matricial exponencial y se denota por:

e(hA):I+hA+..._|_<hA) +...:Z(hA) )
n! = n!
. . . . = Qi
Si E es finito, entonces P! = eQt = Z ;
n=0 n.

1.4. Procesos de Poisson

Los referentes teéricos de esta seccién fueron tomados de [1] y [4].

Supodngase que un mismo evento ocurre repetidas veces de manera aleatoria a lo largo
del tiempo. Supéngase también que las variables aleatorias 17, T5, ... representan los
tiempos que transcurren entre una ocurrencia del evento y la siguiente ocurrencia.
Supongase que estos tiempos son independientes uno del otro y que cada uno tiene
distribucién exp (A). Se define el proceso de Poisson al tiempo ¢ como el niimero
de ocurrencias del evento que se han observado hasta ese instante ¢. Esta es una
definicion constructiva de este proceso y se formaliza a continuacion.
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Definicion 1.4.1

Considérese 0 < Wy < Wy < -+ como los tiempos de llegada de ciertos eventos y
sea Ny el nimero de llegadas observadas en (0,t] es decir:

N, =sup{n e N| W, <t} => IT{W, <t}.

n=0

Entonces Ny son variables aleatorias y la coleccion {Ni},~, es un proceso estocdstico.
FEste tipo de proceso se denomina un proceso de conteo, ya que se incrementa paso
a paso con incrementos de una unidad.

Definicion 1.4.2

Sea Ty, T,, ... una sucesion de variables aleatorias independientes cada una con dis-
tribucion exp (N). El proceso de Poisson de pardmetro X\ es el proceso de conteo a
tiempo continuo {N},~, definido de la siguiente manera:

Ny=maz{neN: Ty +---+T, <t}.

Se supone que el proceso comienza en cero y para ello se define max@ = 0. N; es
el entero n maximo tal que 7} + --- 4+ 7,, es menor o igual a t y ello equivale a
contar el nimero de eventos ocurridos hasta el tiempo t. A este proceso se le llama
proceso de Poisson homogéneo, tal adjetivo se refiere a que el parametro A no cambia
con el tiempo, es decir es homogéneo en el tiempo. A los tiempos 17,75, ... se les
llama tiempos de estancia o tiempos de inter-arribo. En consecuencia la variable
W, =T + --- + T, tiene distribucién gamma (n, ) y representa el tiempo real
en el que se observa la ocurrencia del n — ésimo evento. Una de las caracteristicas
sobresalientes de este proceso es que puede encontrarse explicitamente la distribuciéon
de probabilidad de la variable N; para cualquier valor de t > 0 por medio de la
distribucién Poisson, por esta razon es que el proceso adquiere su nombre.

Teorema 1.4.1

Si{Ni},>¢ €s un proceso de de Poisson con intensidad A, entonces Ny ~ Poisson (\t)
para todo t.

Demostracion:
Sea P, (t) = P (N; = n).
Supoéngase que n = 0, por lo tanto:

Py (t+h) = P(0llegadas en [0,t] N0 llegadas en [t,t + h])
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1.4 Procesos de Poisson

= Py (t) P (Nyyp — N, = 0)
= Py (t) P (N, = 0)
= Py (t)[L = A+ o (R)].

Por lo tanto:

Lo Pt ) — Ry (1)
h—0 h

Es decir se obtiene la siguiente ecuacion diferencial de variables separables:

ipo (t) = —)\P() (t), con P() (O) =1

o(h)

= —AFRy () + P (t) Lim

dt
Cuya solucion es:
B (t) = e M,

Sea ahora n > 0, entonces en el intervalo ¢ + h ocurren n llegadas, es decir Ny = n
si:

1. Suceden n eventos en [0,¢] y 0 eventos en [t,t + h].

2. Suceden n — 1 eventos en [0,t] y 1 evento en [t,t + hl.

3. Suceden n — k eventos en [0,t] y k eventos en [t,t + h], con k = 2,3, ..., n.
Acumulando las probabilidades asociadas se obtiene:
P,(t+h)=P,(t)[1 = Ah+o(h)]+ AP, (t) +0(h).

Por lo tanto:

P,(t+h)—P,(t) = AP, (t) + AP, (t) + O<h).

h h
Es decir:
P (t+h) =P (t) . o (h)
[ = i AR D F AR () +

= AP, (t) + AP,y (1)

Es decir se obtiene la siguiente ecuacion diferencial:

d
%P" (t) = =AP, (t) + AP,_1 (t), con P, (0) = 0.
Cuya solucién es:
—At M\ n
Pty = AT
n!

Dado que N; tiene una distribucién Poisson (At), se tiene que E (Ny) = Var (N;) =
At . Por lo tanto At es el promedio de observaciones o registros del evento de interés
en el intervalo [0, ¢].

Una de las propiedades que caracterizan de manera tinica a la distribucién exponen-
cial dentro del conjunto de distribuciones absolutamente continuas es que satisface
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la propiedad de pérdida de memoria, esto es, si T tiene distribucion exp (\), entonces
para cualesquiera tiempos s,¢ > 0 se cumple la igualdad:

PT>t+s|T>s)=P(T>t).

En otras palabras la variable T' — s condisionada al evento {T' > s}, sigue teniendo
distribucion ezxp (). Esto significa que, para un valor de s > 0 fijo, todos los tiempos
de inter-arribo a partir de s, incluyendo el primero, siguen teniendo distribucién
exp (N), y por lo tanto el proceso de conteo de eventos a partir del tiempo s es un
proceso de Poisson. Se demuestra a continuacion que los incrementos de este proceso
son estacionarios y tienen distribucion Poisson.

Teorema 1.4.2

Para cualesquiera tiempos 0 < s <t, y paran =0,1,... se tiene que:

P(N,—N,=n)=P(N,_, =n) = eMtS)W. (1.36)

Demostracion:

Por el teorema de probabilidad total, se tiene que:
P(N;— Ng=n)= ZP(Nt—NS =n|Ngs=k)P(Ns;=k).
k=0

Dado que al tiempo s el proceso de Poisson se encuentra en el nivel k, por la
propiedad de pérdida de memoria se puede considerar que en ese momento reinicia
el proceso de Poisson, y la probabilidad del evento {N; — Ny = n} es igual a la
probabilidad del evento {N;_s; = n}. Es decir:

P(N,=N,=n) =Y P(Ni_y=n) P(N, = k)
k=0

:P(Nt—s:n)ip(stk)

= P(N,_,=n). O

Lo anterior significa que no solamente la variable N; del proceso de Poisson tiene
distribucion Poisson (At), sino también los incrementos N; — N tienen distribucién
Poisson, ahora con parametro A (t — s), cuando 0 < s < t.

Proposicion 1.4.1

El proceso de Poisson {Ny},5 satisface las siguientes propiedades:

1. Es un proceso de Markov.
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2. Tiene incrementos independientes.
3. Tiene incrementos estacionarios.
Demostracion:

Para probar (1), se consideran las probabilidades condicionales:

P(Ny, =i | Ny, =1, Ny = ia) ¥ P(Ny, =i | Ny, = in1)

para cualesquiera n tiempos 0 < t; < --- < t,, y cualesquiera estados 0 < ¢; < --- <
i,. En ambos casos se establece que en el tiempo t,,_; ha habido 7,,_; ocurrencias del
evento en cuestiéon. A partir de ese momento inicia un nuevo proceso de Poisson y
para que en el tiempo t,, haya 7,, ocurrencias es necesario que en el intervalo de tiempo
(tn_1,t,] hayan ocurrido i,, —i,_; eventos. Ambas probabilidades coinciden entonces
con la probabilidad P (Ntn — Ny, |, =tp — in_1> y esto demuestra la propiedad de
Markov.

Para probar (2) se considera cualesquiera n tiempos 0 < ¢; < --- < t,,, y cualesquiera
estados 0 < 7; < --- < 1,. Por conveniencia se llamara s, a la suma 21 + - -+ + 7,
para cada n > 1. Por la propiedad de Markov y por la propiedad de pérdida de
memoria, la probabilidad conjunta:

P(Ny =iy, Ny, = Ny =i, .., Ny = Ni_y = i),

n

es igual a:

P(Nt1 :Sl7Nt2 :SQ,...,Nt :Sn)

n

= P(Niy =51) P(Nyy = 53 | Ny = 51) -+ P (Ny,, = 5 | Nip L, = 501)
= P(Ny, = 51) P(Niy = Nyy = i)+ P(Ny, = Ny, = i),

La propiedad (3) es consecuencia inmediata de la Ecuacién 1.36. La estacionariedad
de los incrementos significa que la distribucién de la variable N; — Ny, para 0 < s < t,
depende de s y de t inicamente a través de la diferencia t — s, lo cual es evidente
de la Ecuaciéon 1.36. [

La Definicién 1.4.2 de proceso de Poisson es constructiva pues a partir de los tiempos
de inter-arribo se construye el proceso de conteo correspondiente. Existen otras
formas equivalentes y un tanto axiomaticas de definir a este proceso. Se comentara
a continuacion una de ellas.

Definicion 1.4.3

Un proceso de Poisson con intensidad X\ > 0 es un proceso de conteo a tiempo
continuo {Ni},5 con espacio de estados {0,1,...} y que cumple las siguientes pro-
piedades:

1. NOIO
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2. Tiene incrementos independientes y estacionarios.
3. P(Nyyp —Ny=1)=P(N,=1)=Mn+o(h),cont >0y h— 0.
4. P(Niyp — Ny >2) =P (N, >2)=o0(h),cont >0y h— 0.
Por lo tanto:
=1—[A+o0(h)+o(h)
=1-—Xh+o(h).
Esta definiciéon hace uso de las probabilidades infinitesimales del proceso y ello tiene
algunas ventajas desde el punto de vista de la interpretacion de lo que sucede en
un intervalo infinitesimal de tiempo (t,¢+ h]. El proceso empieza en cero y segin
lo anterior la probabilidad de que pase al estado uno al final de un intervalo de
tiempo pequeno (0,h] es Ak + o(h), la probabilidad de que el proceso no tenga
ningin cambio en dicho intervalo es 1 — Ah + o (h), y finalmente la probabilidad de
que el proceso tenga dos o més incrementos en tal intervalo es o (h). Es decir, en un

intervalo cualquiera de longitud infinitesimal A sélo pueden ocurrir dos situaciones:
que haya un incremento o que no lo haya.

Teorema 1.4.3

Si {Ni},5¢ tiene incrementos independientes y Ny ~ Poisson (At) para todo t, en-
tonces los tiempos entre llegadas Th,T5...., son independientes e idénticamente distri-

buidas con distribucion exp (N), donde Ty = Wi, Ty = Wo — W1, ..., T, = W, — W, 1,

con 0 < Wy < Wy < --- como los tiempos de llegada de ciertos eventos.

Demostracion:

Primero se probard que {N;}., tienen incrementos estacionarios, donde Nyyj ~
Poisson (X (t+ h)). En efecto:

Q=N (t+h) — B (ZNt+h)
= B (N Mz
_E (ZNt+h_Nh> E (ZNh)
= B (M) e,

Nt+h7Nh AZ*)\)t

Lo anterior significa que F (z = ¢l . Por tanto se tiene que Ny — N, ~
Poisson (At) . Entonces la distribucién de Ny, j, — Nj, no depende de h. Ahora se debe
calcular la densidad conjunta f de los tiempos entre llegadas. Sea to = 0 < wy <

th<wy <ty <wy<it3<---<w, <t,. Entonces:
P(wk < Wi <ti, k=1, ,77,)
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= P (N(tkflvwk) = 0>N(wk,tk) = 1, k = 1, ey U — ]‘7N(tn—17wn) = 0>N(wn,tn) 2 1).

Lo anterior ocurre ya que el evento W,, € [wy,t,] no excluye que W, € [wy,t,],
para m > n + 1. Este fenémeno, sin embargo, no ocurre en las anteriores n — 1
llegadas ya que por construccion las llegadas se colocan en intervalos disjuntos.
Usando N(ap5 = N, — N, y los incrementos independientes y estacionarios, se tie
que:

IP’(wk, < Wy < tk,k} =1, ,n)

_ (1 _ efA(tnfwn)) efA(wnftn_l)ﬁ (/\ (te — w) efA(tkfwk)ef/\(wkftk,l))
k=1

— (67)‘1”" — efkt") )\nilri:f (tk — wk).

k=1

tn _ _ _
Ahora fw e Mdx = % (e An _ o ’\t") da como resultado:

n—1 tn
Plwp < Wi <ti b =1,...n) = X" [T (8 — wk)/ e~ Mndy,

k=1 Wn,
t1 tn—1 tn
w1 Wn—1 Y Wn
Por tanto la densidad conjunta de (W7, ..., W,,) esta dada por:

Ate™Mnsi 0< iy <y <o <Y
f(Wl,...,Wn) (yla 7yn) - { 0 en otro caso .

Para calcular la densidad de (T}, T5,...T,) se hace uso de un argumento de trans-
formacién estandar. Si g (Wh,...,W,,) — (W, Wy — Wy, ..., W,, — W,,_1), entonces ¢
es una transformacion lineal dada por:

1 0 0 0 - 0 0]1[W Wi

1 1 0 0 - 0 0| W Wy — W,
0 -1 1 0 0 0] Ws W — W
0 0 —-11 0 0| Wy |~ | Wyi—Ws
0 0 0 0 -~ =1 1] [ W,] | Wn=Wuy|

El Jacobiano de ¢ es la matriz de coeficientes del sistema anterior llamada T, cuya
inversa es:

1000 0 0
1100 0 0
| 1110 0 0
TV =11111 0 0
(1111 -+ 1 1]

Su determinante es 1 y el teorema de transformacion afirma que:
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f(W17"'7Wn) (gil(x17 tt xn))
Jg (gil('xla RS xn))
El denominador es 1 y ademas:

f(Tl,...,Tn) (.Z']_, ’xn) =

Jn, ) (@1, 20) = fovn, o) (@1, £1422, ..., 1+ - -+xy,) para todo x1, g, ..., T >

0.

Por lo tanto:
f(T1,...,Tn) (1:1, 7ZL'n) = /\nef)‘(ler"-ern) — H)\@i/\xk
k=1

Lo cual es un producto de densidades de distribuciones exponenciales. Por lo tanto
Ty, ..., T, son independientes e idénticamente distribuidas con distribucién exp (A) O

Teorema 1.4.4

Sea {Mi},5o y {Nt},5¢ dos procesos de Poisson independientes con intensidad o y
B. Entonces el proceso { M, + Nt}tzo es un proceso de Poisson con intensidad o+ 3.

Demostracion:

Primero se vera que Mg, — M, tiene distribucién poisson (at), donde S es una va-
riable aleatoria continua con soporte el intervalo (0, 00) e independiente del proceso
{M,},~q y t > 0. En efecto para cualquier entero k > 0, y bajo el supuesto que F (s)
es la funcién de distribucion de S se tiene:

P(MSH—Mt:k):/ P(Moy— M, = k| S = s)dF (s)
0
:/ P(M5+t—Mt:k)dF(S)
0

:/OOP(Mt:k)dF(s)
— POy = k)

Ahora sea T1, Ty, ... los tiempos de inter-arribo del proceso {M; + Ni},»q. Se de-
mostrara que estas variables aleatorias son independientes con idéntica distribucion

exp (o + B).

El termino M|, denotara la diferencia M; — M, para 0 < s < t. Entonces para
cualquier valor natural de n y para cualesquiera tiempos %4, ...t,, el evento:

(Ty > ty, Ty > to, ..., T, > t,,), puede expresarse como:
(M 4+ N =0, (M + N)gy gy 1y = 0o (M A+ N)y oy =0)).
Es decir:

(M[O,tl] = O) N (N[O,tl] = 0)
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N (M (T3, Ty+] = 0) N (N [T1,T1+t2] = 0)

N (M[Tnfl,Tnflthn] = O) A (N[Tn—thlen] - O)

Por la independencia de los procesos, la propiedad de incrementos independientes
de cada uno de ellos, y del hecho que Mg, — M, tiene distribucién poisson (at), la
probabilidad del evento anterior es:

P (M) = 0) P (Njgsy) = 0)

P (M[T1,T1+t2] = 0) P (N[T17T1+t2} = 0)

P (M[Tnfl»Tnfl‘i’tn} = O) P (N[T7L717T7L—l+tn] = 0)

Por lo tanto:
P (Tl > t1’ T2 > t27 e Tn > tn> — e_(o‘+6)tle_(a+ﬁ)t2 . e 6_(a+ﬂ)tn

Esta identidad demuestra que las variables 17, T5, ... son independientes con idéntica
distribucién exp (o + 3), es decir que {M; + N;},~, es un proceso de Poisson con
intensidad o + 5.

1.4.1. Proceso de Poisson Compuesto

Esta es una de las generalizaciones del proceso de Poisson més conocidas y de am-
plia aplicacion. La generalizacion consiste en que los saltos no son necesariamente
unitarios.

Definiciéon 1.4.1.1

Sea {N;},~, un proceso de Poisson y sea Y1,Y5, ... una sucesion de variables aleato-
rias independientes, idénticamente distribuidas e independientes del proceso Poisson.
Sea Yo = 0. El proceso de Poisson compuesto se define de la siguiente forma:

Ny
Xt - Z YZ
=0

Obsérvese que la variable X; del proceso de Poisson compuesto es una suma de va-
riables aleatorias en donde el nimero de sumandos es aleatorio. Tal tipo de modelos
encuentra aplicacién natural en distintos contextos. Cuando las variables Y7,Y5, ...
toman valores en el conjunto {1,2,...} se dice que este proceso es un proceso de
Poisson generalizado, pues los saltos ya no son necesariamente unitarios. Obsérve-
se que si las variables Y7, Y5, ... son todas idénticamente uno, el proceso de Poisson
compuesto se reduce al proceso de Poisson. El proceso de Poisson compuesto cumple
las siguientes propiedades:
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Tiene incrementos independientes y estacionarios.
E (X)) =XE(Y).

Var (X;) = ME (Y?).

Cov (Xy, X) = AE (Y?) min (s, t).

AN

La funcién generadora de momentos de la variable X; es My, (u) = eMMy (=1,

1.5. Procesos de Renovacion

Los referentes teéricos de esta seccién fueron tomados de [1] y [4].

A continuacion se presenta una generalizaciéon del proceso de Poisson. Se considera
que los tiempos de inter-arribo no son necesariamente exponenciales. A tales procesos
de saltos unitarios se les denomina procesos de renovacion, y en general dejan de
cumplir la propiedad de Markov. Esta seccion es breve y se presentan sélo algunos
aspectos elementales de los procesos de renovacion.

Supongamos que se pone en operacion un cierto componente cuya duracién de vida
util se modela mediante una variable aleatoria T;. Una vez que el componente falla
se reemplaza con otro componente cuyo tiempo de vida es Th, y asi sucesivamente.
La coleccién de variables aleatorias 17,15, ... representa la sucesion de tiempos de
vida de componentes puestos en operacién uno tras otro. En este contexto es na-
tural suponer que las variables que modelan los tiempos de vida son no negativas,
independientes y con la misma distribucién de probabilidad. Un proceso con estas
caracteristicas se denomina proceso de renovacion. Obsérvese que exactamente en
los tiempos en los que se efectiian las renovaciones, el proceso reinicia probabilisti-
camente.

Definicion 1.5.1

Un proceso de renovacion es una sucesion infinita de variables aleatorias T1,Ts, ...
que son no negativas, independientes e idénticamente distribuidas.

Otra forma equivalente de definir a este proceso es por medio del registro de los
tiempos reales en los que se observan las renovaciones, o a través del conteo de
renovaciones observadas hasta un tiempo ¢ cualquiera.

Definicion 1.5.2

Dado un proceso de renovacion {11,Ts, ...}, se definen los tiempos reales de reno-
vacion como Wy =0 y W, =Wy +---+ W, para n > 1. El proceso de conteo de

34



1.5 Procesos de Renovacién

renovaciones para cada t > 0 es:
Ny=mazx{n>0: W, <t}.

La variable aleatoria W,, representa el tiempo real en el que se realiza la n — ésima
renovacion, mientras que N, indica el nimero de renovaciones efectuadas hasta el
tiempo ¢. Se considera proceso de renovacién a cualquiera de los procesos {710, }, ;5
{Wn}n:m’_._ 0 {Ni},>0, Pues por construccién existe una correspondencia biunivoca
entre cualesquiera dos de estos procesos.

Se denota por F'(t) la funcién de distribuciéon de los tiempos de vida. Luego, la
funcion de distribucion de W, es la convolucién de F'(t) consigo misma n veces, es
decir:

Fy, ) =P(Th+ -+ T, <t)y=F"(t) = (F*---%)(t).

Es de vital importancia conocer la distribucion de la variable N,;. Esto no es facil de
hacer, pues la distribucién de esta variable depende de la distribucion de los tiempos
de vida como indica la siguiente férmula general.

Proposicion 1.5.1

Para cualquier n > 0 se tiene que:
P(N;=n)=F"(t) — F*™ (1)

Demostracion:
Considerando que S, y T,,;1 son independientes, se tiene que:
P(N;=n)=P(W, <t,W,41 >1)

=P(W, <t,W,+ T, >1)

=Pt —Thy1 <W,<t)

= Fw, () = Fw, (t = T41)

= " (t) — /000 Fw, 1., (t —u | u)dF (u)

= () — /OOO ™ (t — u) dF (u)

= F7(t) — 0D (1), O

En muy pocos casos es posible encontrar la distribucién explicita del nimero de
renovaciones N;. Salvo cuando los tiempos de vida son exponenciales se sabe que la
respuesta es la distribucién Poisson.

Otro aspecto que se desea conocer en un proceso de renovacion es el nimero promedio
de renovaciones efectuadas hasta un tiempo t cualquiera. A lo cual se le denomina
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funcion de renovacion, y definida por ¢ (t) = E (N;). En general tampoco es facil
encontrar una forma explicita para determinar esta funcién. Sin embargo, se cuenta
con la siguiente ecuacion integral general.

Proposicion 1.5.1.1

La funcion de renovacion ¢ (t) satisface la ecuacion:

o ((t)=F(t)+ /Otgo (t —s)dF (s), (1.37)

donde F (t) la funcion de distribucion de los tiempos de vida.
Demostracion:

Condicionando sobre el valor del primer tiempo de vida 77 se obtiene que:

gp(t):/oooE(Nt|T1:s)dF(s).

Donde:

0 st s>t

E(Nt|T1:s):{ l+o(t—s) si s<t

Por lo tanto:
p(t)=Jy (L+@(t—s)dF (s)
= [JdF (s)+ [y (t —s)dF (s)

:F(t)+/0tcp(t—s)dF(s). O

Obsérvese que la Ecuacién 1.37 puede escribirse como ¢ (t) = F (t) 4+ (¢ * F) (t).
Debido a que se condiciona sobre el valor del primer tiempo de renovacion, a la
demostracion de este resultado se le denomina andlisis del primer paso o que se ha
empleado un argumento de renovacién, pues es muy frecuente su uso en el calculo
de probabilidades de ciertos eventos en los procesos de renovacion.
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2. Riesgo y Probabilidad de Ruina

Los referentes teéricos de este capitulo fueron tomados de [10], [11], [12], [13], [14],
[15] y [16].

Se presenta una introducciéon al esquema del seguro y al concepto general de riesgo
desde una perspectiva individual y colectiva para modelar el riesgo correspondiente
al conjunto de reclamaciones que afronta una compania aseguradora. Posteriormente
se asume el modelo colectivo como modelo fundamental.

El riesgo puede definirse como la posibilidad de experimentar ciertos eventos de
interés y las consecuencias derivadas de dichos eventos. Pueden tener un sentido
positivo o negativo, pero en general tienen una connotacién de pérdida. En seguros
el riesgo puede definirse como el monto de las reclamaciones totales de los asegurados.

En general la forma en la que opera un seguro es la siguiente. Un grupo de personas
reconocen que estan expuestas a sufrir algin tipo de siniestro y que dichos siniestros
pueden causarles efectos irreparables. Al contratar un seguro, cada una de estas
personas paga por adelantado una cantidad de dinero llamada prima a una compaiia
aseguradora, quien se compromete a indemnizar monetariamente a todas aquellas
personas aseguradas que sufrieron algtin siniestro durante el tiempo de vigencia
del seguro. Es claro que el nimero de siniestros, los momentos en los que éstos se
presentan y el monto de las reclamaciones son variables aleatorias.

2.1. Modelo Individual

Supongamos que se tiene un portafolio de n pédlizas individuales de seguros validas
por un tiempo determinado. Sea p; la probabilidad de que el i — ésimo asegurado
no efectiie ninguna reclamaciéon durante el tiempo de vigencia del seguro, y sea g;
la probabilidad de que se observe exactamente una reclamacién por el ¢ — ésimo
asegurado. Supongamos que p; + ¢; = 1 (no puede haber mas de una reclamacién
por cada asegurado). Definase la variable aleatoria:

D — { 1 st hay reclamacion en la poliza i

0 si no hay reclamacion en la poliza i

Es claro que D; ~ Ber (¢;) y que el nimero total de reclamaciones esta dado por
la variable aleatoria N = Dy + --- 4+ D,,. Supdngase que cada poéliza efectiia una
reclamacién y sea la variable aleatoria C; > 0 el monto de la reclamacién efectuada
por la péliza 2. La verdadera reclamacion de la poéliza ¢ estd dada por el producto:
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D’C’:{ 0 siD;=0"

Definicion 2.1.1

El monto de reclamaciones agregadas, o también llamado agregado de reclamaciones,
en el modelo individual, es la variable aleatoria:

S => DG, (2.1)
i=1

donde D+, ...,D, yCi,...,C, son variables aleatorias independientes con C; > 0 y
D; ~ Ber (q;)

La variable aleatoria S es el monto que afronta una compania aseguradora por
concepto de reclamaciones durante el periodo completo del seguro y se denomina
riesgo. La Ecuaciéon 2.1 representa el modelo individual para una péliza de seguros
con las caracteristicas anteriores.

2.2. Modelo Colectivo

Considérese un conjunto de un niimero no determinado de contratos de seguros con
vigencia en un periodo de tiempo [0,7]. Sea N la variable aleatoria que denota el
numero de reclamaciones ocurridas en este intervalo y sean las variables positivas
Y1, ..., Yy los montos de estas reclamaciones. Considérese que N y las Y7, ..., Yy son
variables aleatorias independientes. Ademas se supone que las reclamaciones mismas
son independientes entre si y que comparten la misma distribucion de probabilidad.

Definicion 2.2.1

El monto agregado o monto acumulado de todas las reclamaciones efectuadas es la
variable aleatoria S, llamada riesqo, y estda definida como sigue:

N
S=3 Vi (22)
i=1
donde Y1, ...,Yyn es una coleccion de variables aleatorias independientes, positivas,

idénticamente distribuidas e independientes de la variable aleatoria N con valores
en el conjunto {0,1,2,...}. Cuando N = 0 se define S como cero.

La Ecuacion 2.2 representa el modelo colectivo para un contrato de seguros.
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2.3 Proceso de Riesgo a Tiempo Discreto

2.3. Proceso de Riesgo a Tiempo Discreto

Supongamos que u = {0, 1, ...} es el capital inicial de una aseguradora y que en cada
unidad de tiempo recibe una unidad monetaria por concepto de primas. Si Y7, Y5, ...
representan los montos de las reclamaciones en los periodos sucesivos, entonces el
capital de la compania aseguradora al tiempo n > 1 es la variable aleatoria C,
definida a continuacion.

Definicion 2.3.1

El proceso de riesgo a tiempo discreto {Cn}nzo esta dado por:

=1

donde v > 0 es un entero y Y1,Ys, ... son variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas con valores en el conjunto {0, 1, ...}, tales que E (Y') < 1.

Dada la hipotesis de independencia e idéntica distribucion de las variables aleatorias
Y1,Ys,... , se puede verificar que el proceso {C,}, -, tiene incrementos independien-
tes v estacionarios. Al suponer que las variables aleatorias Y;, Y5, ... son tales que
E (Y) < 1, se establece que por cada unidad de tiempo, la cantidad de dinero re-
cibida por concepto de primas (en este caso una unidad monetaria) es mayor al
valor promedio de las reclamaciones. A esta condicion se le denomina condicion de
ganancia neta.

Dadas las caracteristicas que se han especificado para la definicién del proceso
{Cy},50, éste resulta ser una cadena de Markov con espacio de estados o valores
dado por el conjunto discreto Z.

Definicion 2.3.2

Se dice que la compania asequradora se encuentra en ruina al tiempo n > 1 si
C, <0 y se define el tiempo de ruina T como el primer momento en que la Tuina
se presenta, es decir:

T=min{n>1: C, <0}. (2.3)

Si en la Ecuacién 2.3 se presenta que {n >1: C,, <0} = &, entonces 7 = 00 y
equivale a la situaciéon cuando la ruina nunca se presenta. El problema de la ruina
consiste en encontrar la probabilidad de que la ruina ocurra en algin conjunto de
tiempos especifico.
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2.3.1. Probabilidad de Ruina con Horizonte Infinito

La probabilidad de ruina con horizonte infinito es P (7 < 00), se denota como ¢ (u)
y se define de la siguiente manera:

Y(u)=P(tr<oo|Co=u)=P(re{l,2,...}| Co=u).

Es claro que la funcién v (u) es decreciente, es decir, a mayor capital inicial menor
probabilidad de ruina. Esta propiedad puede escribirse como ¢ (u + 1) < ¢ (u) para
cualquier © > 0. Ademds para el modelo de riesgo a tiempo discreto y bajo la
condicion de ganancia neta se tiene que:

¥ (00) = Limy (u) = 0.

El siguiente resultado ofrece un mecanismo recursivo para calcular la probabilidad
de ruina con horizonte infinito en el proceso de riesgo a tiempo discreto.

Proposicion 2.3.1.1

Para el proceso de riesgo a tiempo discreto {Cy}, <, con valor inicial u > 0, se tiene
que:

1.wu):w<o>+2w<u—y><1—F<y>>—uiOu—F(y», w>1

2. 9(0)=E(),
donde F' es la funcion de distribucion de Y .

Una demostracién rigurosa de este resultado puede encontrarse en [11].

2.3.2. Probabilidad de Ruina con Horizonte Finito

La probabilidad ruina con horizonte finito n > 1 es P (7 <n), se denota como
¥ (u,n) y se define de la siguiente manera:

Y(u,n)=P(r<n|Cy=u)=P(re{l,2,...,n} | Cy=u).

Se puede verificar que:

Lima) (u,n) < Lima (u) = 0.

U—00

Condicionando sobre el monto de la primera reclamacién tal como se hizo en el caso
de horizonte infinito, se muestra a continuacién una forma recursiva de encontrar

v (u,n).
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Proposicion 2.3.2.1

Para el proceso de riesgo a tiempo discreto {Cy}, <, con valor inicial u > 0, se tiene
que:

L ¢(u,1)=1—F(u).

u

2. ¢ (un)=1-—Fu)+> Y(u+l-yn-1)f(y), n>2,

y=0
donde F' y [ son las funciones de distribucion y probabilidad de 'Y respectivamente.

Una demostracién rigurosa de este resultado puede encontrarse en [11].

2.4. Proceso de Riesgo a Tiempo Continuo

A continuacion se presenta una versién a tiempo continuo del proceso de riesgo
conocida como el modelo cldsico de Cramérr-Lundberg. Tal modelo es una versiéon a
tiempo continuo del modelo a tiempo discreto visto anteriormente.

2.4.1. Modelo Clasico de Cramér-Lundberg

El modelo clasico de Cramér-Lundberg es el proceso estocastico a tiempo continuo
{Ct},50 dado por:

Nt
Ct:u+pt_ZY;a
=1

donde u y p son constantes positivas, Y7, Y5, ... es una sucesion de variables aleatorias
no negativas, independientes, idénticamente distribuidas, con media finita E (Y;) =
p, varianza Var (Y;) = 0? < oo e independientes del proceso de Poisson {N;},., de
parametro A. -

La constante u representa el capital inicial de la compania aseguradora, pt corres-
ponde a la entrada por primas durante el periodo (0,t] a una tasa constante p > 0,
Y; es el monto de la i — ésima reclamacion, y el proceso de Poisson{V, },., modela la
forma en la que las reclamaciones son recibidas, donde N, es el ntimero de siniestros
ocurridos en (0, t]. El proceso {C}, recibe el nombre de proceso de riesgo o proceso
de superavit y tiene trayectorias como se muestra en la siguiente figura:
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Figura 2.1: Trayectorias del proceso de riesgo {C},5.

Tales trayectorias comienzan siempre en el capital inicial u. Los intervalos en donde
estas trayectorias son continuas y crecientes corresponden a periodos en donde no
hay reclamaciones. El crecimiento es de la forma pt. Las discontinuidades son siempre
saltos hacia abajo, y aparecen en el momento en que se efectiia una reclamacion. El
tamano de un salto es el tamafo de la reclamacion dada por la variable Y . Usando
la independencia de las reclamaciones y la estacionariedad de los incrementos en
el proceso de Poisson, puede demostrarse que el proceso de riesgo {Ct}tZO tiene
incrementos independientes y estacionarios. Dadas las caracteristicas del proceso
{Ci} >0, éste resulta ser una cadena de Markov en tiempo continuo.

Sean Wy, Wy, ... los tiempos aleatorios de paro en donde la aseguradora recibe re-
clamaciones y supondremos W, = 0. Los tiempos que transcurren entre dos re-
clamaciones sucesivas T, = Wy, — Wy_1, para kK = 1,2,... se denominan tiempos

de inter-arribo, tales tiempos son independientes e idénticamente distribuidos con
distribucién exponencial y media finita:

E(T,) = i

Teniendo en cuenta que dado un proceso de Poisson {N;},., y una sucesién de varia-
bles aleatorias {X;};~, idénticas e independientemente distribuidas, e independientes
de N, , entonces {St}tzo es un proceso de Poisson compuesto si S; = YN, X;. Lo

anterior significa que {S;},., con S, = SN V; es un proceso de Poisson compuesto
tal que Sy =0 si N; = 0.

Lema 2.4.1.1

Para cada r > 0, el agregado de reclamaciones S; tiene funcion generadora de mo-
mentos:

Mg, (r) = E (") = My, (LnMy, (r)).

42



2.4 Proceso de Riesgo a Tiempo Continuo

Demostracion:

Se usa el hecho de que el proceso del nimero de siniestros {V;},-, es independiente
del proceso de montos de reclamacién {Yy}, -,

Ms, (r) = E (erzm>

-
-3
-5

_k)P(N — k)
(e
E(ﬁe ) (Ne— )

k=0 =1
f: E(e) PN, = k)
=0
= B ((My (m)")
- B (eNthMyi(r))

= MNt (LTZMYI (T)) g

Para el modelo clésico de Cramér-Lundberg N; es el niimero de siniestros ocurridos
n (0,t], la cual se distribuye Poisson con pardmetro At y tiene funcién generadora
de momentos My, (r) = eM(€" =1 Por lo que la funcién generadora de momentos de

S; es:

MSt (T) — eAt(Myi(T)fl)'

Proposicion 2.4.1.1

Para cada r > 0, el capital Cy tiene funcion generadora de momentos:
Mg, (r) = E () = "™ Mg, (—7).
Demostracion:
MCt (7’) =L (GTCt)
—F (er(u+pt)—r5t)
e g (). O
Para el modelo clasico de Cramér-Lundberg se tiene que:

Mo, () = erterag(am-n-1)
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Proposicion 2.4.1.2

Sea {Cyi},~, un proceso de riesgo, entonces para el modelo de renovacion se tiene
que:

E(Cy) =u+pt — pE (Ny).

Demostracion:
E(C)=E(u+pt—=S)=u+pt—E(S), conS; =Y.

Teniendo en cuenta que el niimero de siniestros /N; y el monto de las reclamaciones
Y; son independientes, entonces:

E (St) =F (E (St | Nt))

:§E<in|Nt:k>P(Nt=k)

— S S B PN, = k)

k=0i=1

= ,uf:kP (Ny =k)

k=0
= pE(Ny)
Por lo tanto E (C}) = u+ pt — pE(Ny). O

Para el modelo clasico de Cramér-Lundberg { Nt} es un proceso de Poisson ho-
mogéneo de pardmetro A, luego E (N;) = At. Por lo tanto:

E(Cy) =u+pt — put =u+ (p— p)t.

Proposicion 2.4.1.3

Sea {C;},~, un proceso de riesgo, entonces para el modelo de renovacion se tiene
que:

Var (Cy) = pi*Var (N;) + 0*E (Ny) .

Demostracion:
Sea C} el proceso de riesgo en t > 0, entonces:
Var (Cy) = Var (u+ pt —S;) = Var (S).

Teniendo en cuenta que el nimero de siniestros NV, y el monto de las reclamaciones
Y; son independientes, entonces:

44



2.4 Proceso de Riesgo a Tiempo Continuo

Var (S;) = E(S?) — E*(S;)

= (E ((23/) \M)) — 2E? (V)
- iE ((ZK) | Ny = k’) P(N; = k) — (i’ E* ()
-y (ZE V) + Y B mm) PNy = k) - p2E ()

=3 (k(@®+ ) + k (k= 1) ) P (N, = k) — 2 E* (N,)
= (02 + 1) E (N) + pE (N?) — p*E (Ny) — 2B ()

= 0?E (Ny) + p*Var (N,). O

Para el modelo clasico de Cramér-Lundberg {N:},., es un proceso de Poisson ho-
mogéneo de parametro A, luego F (IV;) = At. Por lo tanto:

Var (S;) = oMt + p2 Mt = M (0% + p?).

2.4.2. Condicion de Ganancia Neta

Por la ley fuerte de los grandes ntimeros se tiene que:
Lim-Cy = L ! t—> Y, L Y, = L N L Lt Y;
pin o= i (90~ 3201) =m0 = p=(pin ) (imr v

Pero la velocidad de crecimiento % del proceso de Poisson converge casi seguramente
al parametro A cuando ¢t — oo. Por lo tanto:

o1
HpGe=p—Au
Ademas:

1
Lzm (S — Lzm (;Y; pt) = tL_z}gggng —p=Au—0p.

t—

1
Si p < A, entonces tL_z;m;Ct <0y Limf (S; — pt) > 0 casi seguramente.

Como consecuencia Lim (S; —pt) = o0 y Sup (S; — pt) = oo casi seguramente.
t—00 <t<oo

Ademas P ( Sup (S; — pt) > u) = 1 lo que indica que la compania aseguradora no
0<t<oo

tiene solvencia. Por lo que, una condicion necesaria para la solvencia de la compania
aseguradora es que p > Au.
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La desigualdad anterior se denomina condicion de ganancia neta y significa que la
entrada por primas por unidad de tiempo p, es mayor que la intensidad de la llegada
de los reclamos por el valor esperado de estos ultimos Au, para poder cubrir todos
las reclamaciones sin tener pérdidas, esto significa que E (C;) > 0 a medida que
t — o0.

2.4.3. Ruina

Por razones naturales es necesario que C; permanezca por encima de cierto nivel
minimo a, con 0 < a < u. Suponiendo un nuevo capital inicial de magnitud v — a,
se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que este nivel minimo es cero. De esta
forma cuando C} < 0 para algtin ¢t > 0 se dice que hay ruina.

Definicion 2.4.3.1

Se dice que el proceso de riesgo se encuentra en ruina al tiempo t > 0 si C; < 0 y
se define el tiempo de ruina T como el primer momento en que la Tuina se presenta,
es decir:

T=inf{t>0: C,<0}.

De manera analoga al modelo de riesgo a tiempo discreto, se denota la probabilidad
de ruina con horizonte infinito en el modelo de Cramér- Lundberg como ¢ (u), es
decir:

Y (u)=P(r<o0|Co=u).

Ademas dado un valor > 0 fijo, la probabilidad de ruina en el intervalo (0,z] o
también llamada probabilidad de ruina con horizonte finito es:

Y (u,z) =P(r<z|Ch=u).
Lo cual corresponde a la funcién de distribucién del tiempo de ruina. No debera
haber ambiguedad en estas definiciones pues el modelo o contexto en el que se
estudien determinaran el caso correspondiente. Obsérvese la monotonia decreciente
de v (u), es decir, si u; < ug, entonces 1 (uz) < ¥ (uy).

Proposicion 2.4.3.1

La funcion ¢ (u) es decreciente.

Demostracion:
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Sea u; < us, entonces para todo t > 0:
Nt Nt
u1+pt—ZYi SuQ—i-pt—ZYi.
i=1 i=1
Luego:
Nt Nt
{ul +pt = Y < 0} C {Uz +pt=) Yi< 0}.
i=1 =1
de esta manera para algin t > 0:

Ny Ny
P{u1+pt_ZY§ SO} SP{uzﬂ)t—ZYi 50}-

i=1 i=1

Es decir 9 (ug) <9 (uy). O

Proposicion 2.4.3.2

Para el modelo de Cramér-Lundberg y bajo la condicion de ganancia neta:

Limap (u) = 0.

U—00

Demostracion:

Por la ley fuerte de los grandes ntimeros y la condicién de ganancia neta se tiene
que:

t—oo ¢

1 1
le*Ct:{/_ZI.QL (u—l—pt ZY)

1 X
=c— Lim;ZYi

N, 1 &
== () (F )

Pero la velocidad de crecimiento t del proceso de Poisson converge casi seguramente
al parametro A cuando ¢t — oc. Por lo tanto:

o1
{;@7073;6} =p—Au>0.

De esta forma se concluye que la variable aleatoria C; diverge a infinito casi segura-
mente cuando ¢ — 0o. En consecuencia, la variable in f;>oC; esta acotada por abajo
casi seguramente. Por lo tanto, tomando un capital inicial u suficientemente grande,
la cota inferior de in f;>0C; puede hacerse igual a cero, es decir inf;>0C; > 0. Esto
quiere decir que ¢ (u) = 0 cuando u — co. O

Se presenta a continuacién un resultado general sobre la probabilidad de ruina con
horizonte infinito.
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Proposicion 2.4.3.3

Supongase que la funcién de distribucion F (y) de una reclamacion en el modelo de
Cramér-Lundberg es continua. Entonces:

Lo =2 (w00~ [ nar)

2.¢(0):A:’.
3 w<u>:2(/ummy)dw/ouw(u—y>F<y>dy),

donde F es la funcion de distribucion deY, F (y) =1—F (y) y ¢ (u) =1 — (u).

Demostracion:

Se usara analisis del primer paso condicionando sobre el monto de la primera recla-
macion Y; y el momento Tien el que esta reclamacion ocurre. Se usara ademas el
hecho de que T ~ exp (N).

Y (1) = P ("no haya ruina en (0,00)” | Co = u)

= / / P ("no haya ruina en (0,00)” | Y1 =y, Ty =t)dF (y) fr, (t)dt
o Jo
o] u+pt
= / / P ("no haya ruina en (0,00)” | Y1 =y, Ty =t)dF (y) fr, (t)dt
o Jo

o] u+pt
= / )\eM/ P ("no haya ruina en (t,00)” | Y1 =y, T =t)dF (y)dt
0 0

o] u+pt
= / e M Y (u+ pt —y) dF (y) dt.
0 0

En el analisis anterior se ha separado dos casos para el monto de la primera recla-
maciéon (0,u + pt) U (u + pt, 00).

Cuando el monto de esta primera reclamacion excede el capital u + pt, hay ruina
y por lo tanto la probabilidad de no ruina es 0. Cuando la reclamaciéon es menor o
igual a u -+ pt, no hay ruina y por lo tanto la probabilidad de no ruina en (0, 00) se
reduce a la probabilidad de no ruina desde el tiempo ¢ en adelante pero con capital
inicial u + pt — y, esto es ¢ (u + pt — y). Haciendo el cambio de variable s, = u + pt
en la ultima ecuacién se obtiene:

0

A partir de esta férmula se puede verificar que la funcién u — 9 (u) es diferenciable.
Derivando esta expresion se encuentra el resultado del primer inciso. Se demuestra
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2.4 Proceso de Riesgo a Tiempo Continuo

a continuacién el segundo resultado. Integrando la ecuacién diferencial del primer
inciso entre 0 y u se obtiene:

i@o—dmmzzg(Kf&tﬂdx—}éaéx&@r—wdFﬁnda

::;([?¢(@dm—léulf¢(w—y)@ﬂffw>

:;(/Ou¢(x)dx—/Ou/ou_yw(w)dxdF(y)>

:)\(/U@Z(:p)daz—/Ou/ou_zd_)(x)dF(y)das>
/’¢ Fu— ) da.

Haciendo el camblo de variable y = u — x, se tiene que:

W (u) ¢u— ) F'(y) dy (1)

/ U (u—y) F (y) Lo (v) dy.

El siguiente paso es hacer que u tienda a infinito. En tal caso, v (u) tiende a 1.
Ademas el integrando que aparece en el lado derecho es una funcién monoétona
creciente en u y cuyo limite es la funcién integrable I (z). Entonces por el teorema
de convergencia monotona se obtiene:

=00 =3 [Py =L

Por lo tanto:

w<o>:1—zz<o>=§j‘. 2)

De esta forma se obtiene el segundo resultado. Finalmente de (1) y (2) se sigue que:

e ( wu—F>)
:2(/ dy—l—/wu— )y> 0

Obsérvese que la tltima expresion corresponde a una ecuacion integro diferencial
para la probabilidad de ruina. En general no es facil resolver este tipo de ecuacio-
nes. Sin embargo, cuando las reclamaciones tienen ciertas distribuciones (como por
ejemplo la exponencial) la ecuacién es soluble.

Se presenta a continuacién una ecuacion integral para la probabilidad de ruina con
horizonte finito. El andlisis es més elaborado que en el caso con horizonte infinito.
A la féormula explicita para ¢ (0,), que aparece en la siguiente proposicién y a la
ecuacién integral para 1 (u, ), se les conoce como férmulas de Seal.
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Capitulo 2 Riesgo y Probabilidad de Ruina

Proposicion 2.4.3.4

(Formulas de Seal) Consideremos el proceso de riesgo de Cramér-Lundberg Cy = u+
pt — Sy, donde S; = vaztl Y;. Supongamos que las reclamaciones tienen distribucion
absolutamente continua con funcién de densidad f (y) y definase la funcion:

fs. (y) = e‘“i (Asfnf*" (y).

n=1

Entonces:
X

1. Fg, (v) = e M+ fst (y)dy, x>0.
0

2. §(0,2) = / " Fs, () dy.

0 - A

5. ()= 2 (Do) = [T D) P + 550 w0,

n ¢<u7x>:FSw<u+px>—p/0 50,2 — ) fs, (u+ py)dy.

Donde F es la funcion de distribucion de Y, Fg, es la funcién de distribuciéon de Sy

Y&(Uax)zl—@b(%x)-

Demostracion:

La primera identidad se obtiene condicionando sobre el ntimero de reclamaciones.
Para cualquier x > 0:

Fg, (z) = P (5S¢ < x)

:iP(St§x|Nt:n)P(Nt:n)

n=0

- VI C.\) A A
=eM+Ye nl ') / " (y) dy.
— n! Jo

Para la segunda identidad, se supone que el capital inicial u es 0, luego se tiene que:

Y (0,2) =P (1> x)

—P<ﬂ(0t20))

t<x

=P (m (St §pt))

t<z

t<x

- /OOOP (ﬂ (Se <pt) | Se = y) s, (y) dy.

Puede demostrarse que:
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2.4 Proceso de Riesgo a Tiempo Continuo

P(m<5t§pt)|sr:y) :plx(pl‘—y)_,_.

t<x

r st x>0

Recordemos la notacion: x, = { 0 si 2<0°

Por lo tanto:

¥ (0,z) = plx/ooo (pr —y), fs, (v)dy

1

= pixE (px - Sa:)+
|

=) ydFy, s, (y) dy
1 [re

=), ydFpe—s, (y) dy.

Aplicando integraciéon por partes:

_ 1 y24 DT
p0.0)=1 (prxsz Wl - [ Fs. ) dy)

1 b
= — (px—/ P (S, >v) dv)
px 0

1 [P
= — Fs, (v) dv.
bx Jo
Esto demuestra la segunda identidad. Para la tercera identidad se usa analisis del
primer paso condicionando sobre el monto de la primera reclamacién Y; y el momento
T; en el que esta reclamacion ocurre. Se usa ademés el hecho de que T; ~ exp (A).

Y (u, ) = P ("no haya ruina en (0,2] " | Cy = u)

/ / "no haya ruina en (0,z] " | Y1 =y, Th = t)dF (y) fr, (t)dt
= / / P ("no haya ruina en (0,z] " | Y1 =y, Ty =t)dF (y) fr, (t)dt
o Jo

+/ / P ("no haya ruina en (0,z] " | Y1 =y, Ty = t)dF (y) fr, (t)dt
T 0

Obsérvese que se ha separado dos casos. El primero cuando la primera reclamacion
ocurre al tiempo ¢ dentro del intervalo (0, z] y el segundo cuando ocurre después de
x. En el primer caso la probabilidad del evento de interés es distinta de 0 cuando la
reclamacién es menor o igual a u+ pt. En el segundo caso la probabilidad del evento
es 1. Por lo tanto:

_ u-+pt
U (u,x) = / / P ("no haya ruina en (0,z]” | Y1 =y, Ty =t)dF (y) fr, (t)dt
o Jo
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+/:o /OOOdF (y) fr, (t)dt

T u+pt
—/ Ae”/ v (u+pt—y,x—t)dF (y)dt + P (Ty > z).
0 0

Haciendo el cambio de variable s; = u + pt se obtiene:

_ w u+cx s s 1
U (u,x) = 6/\1’/ )\e_Ap/ Y (3—y,x— 8;“) dF (y) Eds—l—e_’\x.
u 0

Derivando esta expresion respecto a u y respecto a x puede verificarse la ecuacion
integro diferencial:

bt =2 (b - [(-na )+ b))

Para probar la cuarta ecuacién, se reescribe en términos de la transformada de
Laplace. Teniendo en cuenta que la expresion L, (s,z) denotard la transformada de

Laplace de la funcién u +— v (u, z), es decir:

Ly (s,7) = /000 e (u, x) du.

De esta manera, calculando la transformada de Laplace término a término de la
ecuacion diferencial (1) se obtiene:

sLy (s,2) =¥ (0,2) = ; <Lw (s,) — Ly (s,2) Ly (s) + i;;% (s, x))

O bien:

0 _

=Ly (5,2) = Ly (5,2) (95 + A (L (5) = 1) = pi (0, 2).

Luego la derivada respecto a u en la ecuacion diferencial parcial (1) ha sido absorbida
por la transformada de Laplace y se ha obtenido una ecuacién diferencial ordinaria

en la variable z. La solucién general de esta ecuacion diferencial es:

Ly (s,2) = (a B /0”:Z 0.9) pe—(Ps—i-)\(Lf(S)—l))ydy) e(ps—l—)\(Lf(s)—l))z. 2)

En donde a es una constante. Evaluando en = = 0 se obtiene que esta constante es:

o0 _ o0 1
a=Lg(s,0)= /o e " (u,0) du = /o e du = —.

S

De esta manera, la ecuacién (2) adquiere la forma:
1 v
Ly (5,3) = selertro ) - /0 (0, y) pelr B a0 gy (3)

Se demostrara que los dos términos del lado derecho son también una transformada
de Laplace. Después de algunos cédlculos se puede comprobar los siguientes resulta-
dos:

a) L [Fsm (U,)] (S) _ ieA(Lf(S)_l)x'
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b) L[Fs, (u+ pz)](s) = ie(?s—&-)\(Lf(S)—l))x.

C) L |:f51; (u —|—px)} (5) = e(Per)\(Lf(S)*l))x‘

Luego, el inciso (b) muestra que el primer sumando de (3) es la transformada de
Laplace de u — Fg, (u+ pz), y por el inciso (c) el segundo sumando es:

/1/10?4 fsxy(qup(x— dy—/¢0y (/ s”fs,;y(U+p(x—y))dU>dy
= [T [ 00w -2 (ws p) dada
0 0

Por lo tanto, cada término de la ecuacién (3) es una transformada de Laplace. Por
la propiedad de unicidad, las funciones originales deben coincidir, y asi es como se
obtiene la tltima ecuacion de la proposicion. [
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3. Distribuciones Tipo Fase

3.1. Distribuciones Tipo Fase Continuas

Los referentes tedricos de esta seccion fueron tomados de [1], [6], [10] y [14].

En este capitulo se introduce una clase de distribuciones, que desempenan un papel
importante en la teoria del riesgo y tienen una interpretacion probabilistica tutil y
conveniente para calculos numéricos ya que son una de las pocas formas exactas
computacionalmente tratables para obtener la probabilidad de ruina v (u). Su defi-
nicién se genera a partir de los procesos de Markov de saltos (o cadenas de Markov
en el caso discreto). Una distribucién tipo fase es la distribucion del tiempo de ab-
sorcién en un proceso de Markov con un nimero finito de estados, de los cuales
uno es absorbente y el resto de estados son transitorios. Casos importantes son la
distribucion exponencial, Erlang e hiperexponencial.

Considerese un proceso de Markov de saltos {X;},., con espacio de estados E =
{1,2,...,d,d + 1} tal que los estados 1,2, ...,d son transitorios y el estado d + 1 es
absorbente. Por lo tanto el proceso tiene una matriz de intensidad de la formas:

Tt ] , (3.1)

Q:[O 0

donde T es una matriz de tamano d x d de subintensidades, 0 es un vector fila de
dimensién d y t es un vector columna de dimensiéon d el cual se denomina vector
de tasas (intensidades) de salida, ya que contiene las tasas de salida al estado de
absorcién. Como las sumas de las filas de Q deben se cero, entonces t = —Te, donde
e es el vector columna de dimension d cuyos elementos son todos 1.

Supéngase que P (Xo=d+ 1) = 0 y definase una distribucién inicial para el pro-
ceso. Sea m; = P(Xo=1i) parai = 1,...,dy 7 = (m,...,mg) la distribucién
inicial de {X;},., definida en los primeros d estados tnicamente. Asumiendo que
me=Y" m=1.

Supéngase que 7 = inf (t > 0|X; = d + 1) es el tiempo hasta que se da la absorcién.
La distribucién de 7 depende tnicamente de m y T ya que t se da en términos de
T.
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Capitulo 3 Distribuciones Tipo Fase

Definicion 3.1.1

Una distribucion tipo fase es la distribucion del tiempo hasta que se da la absorcion
(tiempo de paro) T =inf{t > 0| X; =d+ 1} para un proceso de Markov de saltos
{Xi} 5 con espacio de estados E = {1,2,...,d,d+ 1}, donde los estados 1,2, ...,d
son transitorios y d + 1 es absorbente. Lo anterior se simboliza T ~ PH (7, T).

Lema 3.1.1

La matriz exponencial de la Ecuacion 3.1 estd dada por:

Qu eTx e — €T:z:e
et = .
0 1
Demostracion:

Usando el hecho de que t = —Te se obtiene para n > 1 que:
.| T =T"e

e-[% 0]

Ademas:

I; O
QO:Id+1:l61 1]7

donde I, es la matriz identidad de tamano d x d. Entonces:

c nz::O n!
=TLi + ; ol
00 T z" Tz
— e
=TLi + Z n! n!
n=1 0 0
> -2 e
=lg+ | 2= n! = n!
0 0
> Trx > Trx
I;+ I, —(I;+ —1Iy)e
=TI+ d n; n! d (d nz::l n! d)
0 0
6T‘r — Id — (eTI — Id> e
=T, +
it (7 O

o6



3.1 Distribuciones Tipo Fase Continuas

Si P* denota la matriz de probabilidades de transicién en el tiempo x, entonces se
sabe por la ecuacién diferencial de Kolmogorov que P? = ¢Q*. En particular, se

tiene que la restriccion de P* en los primeros d estados transitorios es simplemente
eT?. Es decir P* |p= eT2.

Otra forma de expresar lo anterior es:

P(X,=jt<7|Xg=i)=(e™) . (3.2)

)

Teorema 3.1.1
Si T~ PH (7, T), entonces P (1 > z) = me™7e.

Demostracion:

Se tiene que 7 > x si y solamente si X, € {1,2,...,d}. Por la ley de probabilidad
total se tiene:

P(r>z)=P(X,€{1,2,...,d})

d d

=N P(X,=j|Xo=14)P(Xo=1)
i=1j=1

=N P(Xo=j| Xo=1i)m
i=1j=1

Segun la Ecuacion 3.2 se tiene que:

d d
P(r>z)=> > m (eTm) y=meTe. O

i=1j=1

Teorema 3.1.2
Si T~ PH (7, T), entonces la densidad f de T estd dada por:
f(z) = me™t. (3.3)

Demostracion:

Como f (z)dx es la probabilidad de salida al estado absorbente en (z,z + dz], es
decir, f (z)dx = P (7 € (z,z + dx]), entonces al condicionar en un estado inicial 4
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Capitulo 3 Distribuciones Tipo Fase

y un estado j en el tiempo x del proceso de Markov subyacente {Xt}tzo se obtiete
que:

d d
f@)de=Y"Y"P(r€ (r,a+da] | X, =5, Xo=14)P (X, =j | Xo=1) P(Xo=1)
i=1j=1
d d
SN P(re€(ro+da] | X, =j)P(Xo =7 | Xo=1)m.
i=1j=1

Dado que t; (el j — ésimo elemento de t) es la tasa de salida al estado absorbente,
entonces se tiene que:

P(re(z,x+de]| X, =7) =tjde

Y segtn la Ecuacién 3.2 se obtiene:
d

fz)dz=) > "m (eTm)U tidx

i=1j=1
=meTtdx

Es decir: f (z) = me™t. O

Teorema 3.1.3

SiT ~ PH (7, T), entonces la distribucién F de T esta dada por F (z) =1 —me™e.

Demostracion:
Se tiene que 1 — F (x) =1— P (1 <x) =P (1 > z) = ne™e.
Es decir F (z) =1 — meTe. O

Lema 3.1.2

Sea T una matriz de subintensidades. Sty # 0 y yT = 0, entonces todos los ele-
mentos de'y son mo negativos o mo positivos.

Demostracion:

Si T; representa la ¢ — ésima columna de T, entonces yT = 0 es equivalente a:
yi (—(T0),) = >y, (Th),,
J#i
donde (T;) ; representa el j — ésimo elemento del vector T;. Dado que todos los coefi-
cientes — (T3),, (13);, con i # j son todos no negativos, el resultado sigue facilmente

mediante la inspeccién de los signos de ambas partes en el sistema de ecuaciones.
O
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3.1 Distribuciones Tipo Fase Continuas

Teorema 3.1.4

Una matriz de subintensidades irreducible es invertible.

Demostracion:

Astimase que T es singular. Entonces existe un vector v # 0 para el cual vT = 0.
Segun el lema 3.1.2; se puede suponer que los elementos de v son no negativos y por

lo tanto ve > 0. Ahora vT = 0 implica que vIT"™ = 0 para todo n > 1 y por lo tanto

veT = v. Luego también:

veT?e = ve > 0.

Sea u = LimeT‘”e, entonces u; es la probabilidad de no ser absorbido cuando se
X o0
inicie en el estado 7. Tomando limite en la expresiéon anterior se tiene entonces que

vu = ve > (. Por lo tanto existe una ¢ tal que u; > 0. Por lo tanto, si u; = 0 para
todo ¢, entonces T debe ser no singular. [

Teorema 3.1.5

Sea U = (—T)_l. Entonces u;; es el tiempo esperado que se pasara en el estado j
dado que se inicio en el estado i antes de la absorcion.

Demostracion:

Sea Z; el tiempo de permanencia en el estado j antes de la absorcién. Entonces:
Bz) = ([ 106=a)a)
0
- / B (I{X, = j}1{r>1})di

0
:fomB(Xt:jath)dt-

Segun la Ecuacion 3.2:

Eﬂ%):/?(éﬂﬁﬁ

Definase V = (E; (Z;)),;, entonces:

V:/eﬁﬁ:pmlzu.m
0

Teorema 3.1.6

Si T~ PH (m, T), entonces la funcion generadora de momentos de T esta dada por:

E(e)=n(—sI-T) 't
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Demostracion:

Se tiene que:

E (™) = /OOO e* f (z) dx

o0
= / eSTreT tdx
0

_ 7T</ G(SI+T)ZdJ}>t
0

b
Pero / eAdr = A7eA? — A7, para toda matriz A invertible. Por lo tanto:
0

b
E(e’) = W(Lim/ e(S”T)xdx)t
0

b—o0

= W(Lim ((sI +T) ' eGP _ (5T + T)_1)>t

b—o0

=71(=sI-T)'t, O

Teorema 3.1.7

Si T~ PH (7, T), entonces el n — ésimo momento de T esta dado por:
E(m) = (=1)"n!l7T "e.
Demostracion:

Se tiene que:

B() = (B (o)

)

s=0
donde:
d” or ar —1 n+l —n—1
G )]:@{W(—SI—T) t) = (1) nlr(sT+T)" 't

Por lo tanto:
dn

— _[E (e5T
B ()
Es decir:

E(t") = (-1)"n!lzT"e. O

= (—1)"Jrl nlr Tt = (=1)" nlx T ! Te.
s=0

De lo anterior se puede concluir que la media de 7 es —7 T 'e.
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Teorema 3.1.8

Sea X ~ PH (m, T). Sit = —Te = Xe para alguna constante A > 0, entonces
X ~exp(N), es decir, distribuye exponencialmente con tasa .

Demostracion:

Se tiene que:
[ (z) = meT?t= meT?he= AreT?e= \S (x),

donde S (z) =1— F(x) = P(X > z) es la funcién de supervivencia de X. Pero a
partir de f (z) = —5" (z) y S (0) = 1 se tiene que:

1

=e

S’ (x) = —AS (z), S(0) =
(

Lo cual implica que S (z) A% es decir, X ~exp(A). O

3.2. Ejemplos de Distribuciones Tipo Fase
Continuas

Los referentes teéricos de esta seccién fueron tomados de [2], [3], [10] y [17].

3.2.1. Distribucién Exponencial

Supéngase que d = 1y T = t;; = —0. Entonces 71 = m = 1, t =t;, = [y
la distribucién tipo fase es el tiempo de vida de una particula con tasa de fallos
constante 3. Es decir una distribuciéon exponencial con parametro 3. De esta manera
las distribuciones tipo fase con d = 1 son exactamente la clase de distribuciones
exponenciales. El correspondiente generador infinitesimal de la cadena de Markov a
tiempo continuo que produce el tiempo de espera hasta la absorcion exponencial de
parametro (3 es:
—B B
o= 1)

3.2.2. Distribucién Erlang

Sea X1, Xs, ..., Xy variables aleatorias independientes con X; distribuida exponen-
cialmente con pardmetro 5y sea S = X; + -+ + X4 Como S ~ gamma (d, 5),
entonces S tiene distribucion Erlang con d fases definida como la distribucion Gam-
ma con parametro entero d y densidad:

d—1

fs @) =B —ye ™
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La cual es una convolucién de d densidades exponenciales con el mismo pardmetro
B. Luego S puede interpretarse como el tiempo hasta la absorcién por un proceso
de Markov de saltos con d estados transitorios que inicia en el estado 1 y siempre
salta al siguiente estado en la secuencia, hasta el estado d desde el cual salta al
estado absorbente. Entonces S tiene una distribucién tipo fase con representacion
m=(1,0,...,0) de dimensién d y ademas:

-3 B 0 - 0 0 8
T = (.) _.ﬁ B 00 , t=

: Do -5 B 0

o o0 o0 --- 0 -=p | 5 |

Considéreseuna cadena de Markov en tiempo continuo con un tnico estado absor-
bente d + 1, vector de probabilidades iniciales 7 y generador infinitesimal como en
la Ecuacion 3.1, donde:

—01 0ip12 Ohpiz -+ Oipia

Oopor  —0s Oapag -+ Oapog

T = | Osps1 Ospza —0s -+ O3psg
| Oapar Oapaz bapas -+ —ba |

Las condiciones para que T sea subestocastica son p;; > 0,6, > Oparal <i# j <d
Y Yj4iPi; < 1paral<i<d.

La densidad representada por la Ecuacion 3.3 se puede reescribir como una mezcla
infinita de densidades de Erlang de la siguiente manera:

£ @)= Sannrte

n=0

donde ¢, = 7P" (I — P) > 0 satisface >0°, ¢u+1 = 1, I es la matriz identidad de
tamafio d X d y P se obtiene uniformizando la matriz T haciendo que 6 = mazx {6;}

y determinando P =1+ %T. Es decir:

(1 -t O1p12 01p13 L. 01p1a ]
0 0 0 0
O2p21 1 — 02 02p23 L 02p24
0.0 oo 0 o, 0.0
3P31 3P32 _ b3 .. 3P3d
P = 0 o 1= 0
apd1 0apdz Oapas .., 1 _ Ya
L "9 0 0 o
La interpretacion probabilistica es que la tasa de salida del estado i, parai =1,...,d

se "acelera" a un tipo de cambio comun 6, mediante la introduccién de realimentacion
artificial de probabilidades 1 — % para cada estado. De esta manera:

Tz _ Z 6—990 (61’) P".

¢ n!

n=0
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3.2.3. Distribuciéon Hiperexponencial

Sean X1, X, ..., Xy independientes con X; distribuida exponencialmente con para-
metro 5; y f; la correspondiente densidad exponencial. Sea:

d
M=) aifi(x),

donde a; > 0y > ; a; = 1. Dado que M es una mezcla de d distribuciones exponen-
ciales con parametros (i, ..., B4, entonces M tiene una distribucién hiperexponencial
con d canales paralelos de tal manera que:

d
M = Z Oéiﬂie_’gix.
i=1

M también puede interpretarse como el tiempo hasta la absorcién por un proceso
de Markov de saltos con d estados transitorios. Entonces M tiene una distribucion
tipo fase con representacién ™ = («y, ..., ag) de dimension d y ademaés:

B 0 0 --- 0 0 gl

0 —fB 0 --- 0 0 2

| 0 R L t=|
. . . _Bd—l 0 B

0 0 0 - 0  —By d-1

| B

3.2.4. Distribucion Coxian

Estas distribuciones surgen de la convoluciéon de distribuciones exponenciales con un
nimero aleatorio de términos (llamados fases o etapas). Esto se puede interpretar
como el tiempo hasta la absorciéon de un proceso de Markov de saltos. Comenzando
en el estado 1, hay una tasa de salto de salida del estado 1 de ¢, +%15. La probabilidad
de un salto al estado 2 es tli—?m y la probabilidad de un salto al estado absorbente
es t1j-1t12' Esto es equivalente a la tasa de salto del estado 1 al estado 2 la cual es
t12. Mientras que la tasa de salto al estado absorbente (la tasa de salida) es t;.
Todos los estados 7, 7 = 1,...,d — 1 se comportan de manera similar, mientras que

la probabilidad de salto del estado d al estado absorbente es 1.

Si dejamos que \; = t; +t;,41 para ¢ = 1,...,d — 1 y Ay = t4 entonces la siguiente
elecciéon de los parametros permiten obtener una flujo que conduce a una distribucién
coxian, la cual es tipo fase con representacién m = (14,0,...,0) de dimension d y
ademas:

-\ tiz O 0 O
v 0
: : : 0 O
0 0 0 0 —M\g
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3.3. El Modelo de Cramer-Lundberg

Los referentes teéricos de esta seccién fueron tomados de [1] y [18].

Considérese un proceso de riesgo:
Ny
Ct =u+ pt - Z}/m
i=0

donde {N;},-, es un proceso de Poisson con intensidad A y las Y; son los tamafios
de las reclamaciones independientes e idénticamente distribuidas con distribucién
comun F'. Sea Yy = 0 para conveniencia de la notacion. Es de vital importancia la
probabilidad de ruina:

1/J(u):P<mf C’t<0|C’0:u>.
0<t<oo

Considérese el proceso superavit de reclamaciones (excedente de reclamaciones) o
perdida agregada:

Ny
St:u—C't:ZYZ—pt
i=0
Entonces:

Y(u)=P (SupCt > u) .

t>0

Sea 7 = 74 (1) =inf{t > 0] S, > 0} la primera vez que {S;},., pasa por 0. Esto
s6lo puede suceder en el momento en que llega una reclamacién. La cantidad en la
que S; rebasa el 0 es Sy, . La distribucién de Sy, es defectuosa cuando C; tiene una
tendencia positiva, que sera asumida en todas partes. De lo contrario, la probabilidad
de ruina es trivialmente 1. Sea G} la funcién de distribucién de S, , donde:

Gy (x) =P (S, <o, <o), [|Gi]=P(ry <o0).

Ahora Considérese la proxima vez que el proceso atraviesa este nuevo nivel S, .

Definase 71 (n) = inf {t >71(n—1)] 85> ST+(n_1)}. Por los incrementos indepen-

dientes del proceso de Poisson y la independencia de las reclamaciones, esta claro

que {ST L (nt1) — ST+(n)} - forma un proceso de renovacién con distribucion entre
n

llegadas G'y. Como |G, || < 1 el proceso de renovacién es terminal con tiempo de
vida M = sup S; , donde:

0<t<o0

PM<a)= (1[G )3 G (@)

n=0
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3.3 El Modelo de Cramer-Lundberg

Esta férmula se conoce como la formula Pollaczek-Khintchine. La ruina se produce
si y sélo si M > u. Por lo tanto se puede calcular la probabilidad de ruina usando

G,

Lema 3.3.1

Para cualquiert > 0:
S: = St — Stfu ~ Su

Demostracion:

S,Z - St - Stfu
Nt Nt—u
=3 Y- pt— (Z n—p(t—u))
=0 =0

Ny,
~ ZYZ» —pu=2S5, O
i=0

Lema 3.3.2

T

Sea Ry (A) =FE </ I{S; € A} dt), entonces R (-) es % veces la medida de Le-
0

besgue restringida a (—o0,0).

Demostracion:

Inicialmente:

R+(A):E</ ]{St€A7T+>t}dt>:/ P(StEA,T+>t)dt
0

0
Segun el lema 3.3.1 y usando S, = S} — S;_,, se obtiene:

P(StEA,T+>t):P(St€A,Su§0,0§U§t)
e A,8,<0,0<u<t)
Sy €A S-S, <00<u<t)

TN TN T

S;eA S <S8, <00<u<t)
SpeA S <85, <0,0<u<t

~—~

Por lo tanto:

R+(A)_/ P(StEA,StSSt,uS0,0SUSt)dt
0
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0

Entonces R, (A) es el tiempo esperado que S; estd en A en los valores minimos
antes de 7. Dado que S; — —oo y S; es decreciente linealmente aparte de saltos
hacia arriba, eventualmente S; pasara por todos los puntos de A. La pendiente del
descenso lineal es —p y pasa a través de A p veces mas rapido que el tiempo de
ejecucion. [

Para una funcién de distribucién G se define la correspondiente medida G de la
forma:

G(A):/AdG(:c):P(YneA).

Lema 3.3.3

G es la restriccion de ARy x F a (0, 00).

Demostracion:

Es de interés G (A) = P (ST+ € A) y por lo tanto en el estudio del evento {ST+ € A}
para A C (0,00). Dado {S,}q<,, €l valor de S;_ es conocido y la reclamacién Y’

contribuye al evento {ST+ € A}si hay un salto en el tiempo ¢ de tal forma que
Si_ +Y € A. Dado que S;_ es fijo, La probabilidad es:

I{t§7+}/l{x€A—St_}dF(x) —T{t<7}F(A-S._).

Dado que las llegadas se producen de acuerdo con un proceso de Poisson, la proba-
bilidad de una llegada en [t,t + dt) es Adt.

G.(A)=P (ST+ €EA T < oo)
_ / TE(E(I{E <} F(A—S0) | {Sutocuer)) Mt

= \E (/Ool{tgu}F(A—St_)dt)

0

_\E (/:ol{t<7+}F(A—St)dt>

= \E (/:F(A—St)dt)

T+

Recordemos que R, (A) = FE (/ I{S; € A}dt). Por lo tanto por un argumento
0

de aproximacion estandar, para cualquier funciéon medible:
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/ﬁmg@»dR+@>=zv(/:p<&>w).

Definase g (y) = F' (A —y) (la cual es una funcién medible no negativa). Entonces:

é+mwaw(/:ﬂ&wﬁzﬁ/_g@MRuwzxawFon a

Teorema 3.3.1

Sea p = % < 1, donde p = E(Y), Y ~ F es el tamano de las reclamaciones
esperadas. Entonces Gy es una distribucion defectuosa con densidad:

A

g+($)25(1—F($))-
Demostracion:
0 1
Gy (r+dx) — Gy (x) :/ (F(x+dx—y)—F(m—y)I{y<0}pdy>

)\ 0
=p/ P(Y € (2 —yoa+dv—y])dy

A 0
=—[ [z —y)dxdy

p

A oo
—p/zf(u)dudx

A

= (1= F (@) de,

donde f es la densidad correspondiente de F'. [

Teorema 3.3.2

Si las reclamaciones son independientes e idénticamente distribuidas, con distribu-
cion exp (), entonces:

¥ (u) = peP73),

dondep:A—#:i<1.
p  Pp

Demostracion:

La densidad g, esta dada por:
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)= A1 F ) = AeBr — yge—be
g+ (v) p(l F(x)) , pBe .

Por lo tanto:
IGoll = [ gu (@)= .
0

Entonces g, es una distribucién exponencial defectuosa. La convolucion de distri-
buciones exponenciales defectuosas causa una distribuciéon Erlang defectuosa con
densidad:

n T

93" () = (pB) =1

Al diferenciar la formula de Pollaczek-Khintchine, se obtiene que fy (u) esta dada
por:

fu (@) = (1=p) > g ().
n=1
Al utilizar esta formula:

fur (w) = (1 - p) i g (u)

n—1
e P

= (=) X (08)" e ™
= (Bpw)"

= (1—=p)pfe ™3

n=1

= (1~ p) pBe e

=p (6 - 2) e (8=3)u,

Por lo tanto:

w(u):P(M>u):/oofM(s)ds:pe(B2)". O

(n—1)!

3.4. Reclamaciones Tipo Fase

Los referentes tedricos de esta seccién fueron tomados de [1] y [18].

Consideremos un proceso de riesgo:
Nt
Ct =u-+ pt - Z }/:ia
i=0

donde {N;},-, es un proceso de Poisson con intensidad A. Las reclamaciones Y7, Ya, . . .
son independientes e idénticamente distribuidas con distribucion PHy (7, T) de di-
mensién d. Se entiende que Y9, Y; = 0. Se supone sin pérdida de generalidad que
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la pendiente p es 1 y si este no es el caso se ajusta adecuadamente la tasa de Poisson
por %. Es de vital importancia el calculo de la probabilidad de ruina:

Y (u)=P (infC’t < 0|Cy = u) :
>0

Con el fin de evitar trivialidades se supone que C} tiene una deriva positiva. En

lugar del proceso de riesgo, es practica comin considerar el proceso de superavit de

reclamaciénes:

N
St:u—Ct:ZY;—t
=0

Entonces la probabilidad de ruina se puede escribir como:

Y (u) =P (supSt > u) .
>0

Sea 7 =714 (1) =inf{t > 0] S, >0} y sea {M,},-, el proceso de Markov subya-
cente a tiempo 7. Cuando S; > 0 por primera vez es debido a que se presenté una
reclamacion en ese momento. Las reclamaciones son generadas por una distribucién
tipo fase y por lo tanto hay un proceso de Markov de salto subyacente {M,},., que
genera esta reclamacién. El proceso de reclamacién {M,},., inicia a nivel S, )_y
tiene un recorrido verticalmente hacia arriba cruzando el nivel 0 en algiin momento.
Cuando {M,},-, cruza el nivel 0 en el momento t = S(,,)_, el proceso { M, },., estara
en algin estado transitorio 1,...,d . Definase: N

v, =P (MS(T+)_ = 7,> ,

como la probabilidad de que al cruzar el nivel 0 el proceso {M,},., se encuentre en
el estado 7. Definase ademas:

T+ 1) =inf{t>0]8> 8w},
donde 7 (n) es la n — ésima vez que S; llegard a un nuevo valor maximo.

El exceso (tiempo de vida residual) S, (n41) — S, (n) tiene una distribucion tipo fase,
es decir Sy, (n41)—Sr,(n) ~ PH (v, T) y el correspondiente proceso escalonado ascen-

dente {ST

L (nt1) — S +(n)} forma un proceso de renovacion terminal cero-retrasado.

La ruina ocurre si y solo si el tiempo de vida del proceso de renovacion es mas largo
que u, lo cual es equivalente a que el proceso de renovacion de tipo fase se encuentre
en uno de los estados 1,...,d en el tiempo u. La probabilidad de esto ultimo es:

w (U) — I/e(T+tu)ue.
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Lo cual también es la probabilidad de ruina. Por lo tanto se tiene que calcular la
distribucién defectuosa v = (vi),_, -

Teorema 3.4.1

La probabilidad de ruina estd dada por:
¥ () = veTHve,

donde v = -\ T~ !
Demostracion:

Un proceso subyacente cruzara el nivel 0 en estado j por primera vez en el tiempo ¢
si y solamente si dicho proceso pasara de algin estado inicial ¢ al estado j durante
el tiempo —S;_ y si t < 7,. La probabilidad de que en [¢,t + dt) halla una llegada
es Adt. Entonces por la ley de probabilidad total:

oo d
v = / E <Z Wip;jst_f{ﬂ,_ < t}) Adt
0

i=1

d )
=\ [ E(pI{t<r.})dt
=1 0

d T4+
=\Y mE ( / pi_jstdt)
i=1 0

T+
Definase R, (A) = FE (/ I{S, e A} dt)
0

Note que R esta concentrado sobre R_ = (—00,0). Es comin en teoria de la medida
que para cualquier funcién medible no negativa se tenga:

/f )R (dy) = (/ fStdt>

Entonces:

d T+
i=1
d T4
= )\Z ’/TZ'E (/ szStdt>
i=1 0

d 0
= )\Z i pi; Ry (dy)

—AZM/OOJ% + (—dy)
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9 d
- [ (3wt ) e ca)
0 i=1
donde la primera ecuaciéon resulta debido a que la probabilidad de un arribo justa-

mente en el tiempo ¢ es 0. Pero R, (—dy) = A (dy) donde A es la medida de Lebesgue
restringido a (—o00,0). Por lo tanto:

00 d 00 d
Vj:/o )\;mpi/jRJr (—dy):/o )\;mpﬁ’jdy.

Lo cual resulta en v = / Are™dy = —\rT~'. O
0
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4. Aplicaciones y Resultados
Numeéricos

4.1. Reclamaciones Exponenciales

Los referentes teéricos de esta seccion fueron tomados de [11]

Supéngase que las reclamaciones en el modelo de Cramér-Lundberg tienen distri-
bucién continua PH (7, T) con 7411 = 0, en donde la matriz de subintensidades T
es invertible y se cumple la condicién de ganancia neta p = )‘?“ < 1. Entonces para
cualquier capital inicial © > 0, se tiene que:

b (u) = p <—i7TT1> (Tt (—nT ) Jug, (4.1)

Supéngase ademas que en este modelo las reclamaciones son exponenciales de pa-
rametro (5. Considérese a la distribucion exponencial como una distribucién tipo
fase continua. El correspondiente generador infinitesimal del proceso de Markov que
produce el tiempo de espera hasta la absorcion exponencial de parametro [ es:

_| -8 B
Q= [ 0 0|
Para este caso se tiene que d = 1y T = t;; = —f (unidimensional). Entonces
7 =m =1yt=1t = (unidimensional). Ademés p = %, por lo tanto p = B%'

Sustituyendo estos términos en la Ecuacion 4.1 se obtiene la siguiente expresion
similar a la del teorema 3.3.2:

A A
b () = e (B3, (4.2)
Bp
La Ecuacion 4.2 es uno de los pocos modelos para los cuales la probabilidad de ruina
puede encontrarse de manera explicita. Se supondra que la entrada por primas pt
durante el periodo (0, ] tiene una tasa constante p = 1. Por lo tanto la Ecuacion 4.2
queda:

U (u) = 26(’8)‘)”. (4.3)

En la figura 4.1 se ilustra la probabilidad de ruina para una intensidad de llegada
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A =2, u € [0,5] y valores del pardmetro f =25, =3, =35y [ =4.

e { )
wiu p
. —fB=25
—_— =
—_—3=35
0,8 A=4
0,6
0,4
0,2
u
0 0,5 1 i,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 4

Figura 4.1: Probabilidad de ruina con reclamaciones exponenciales para A = 2.

Obsérvese que debido a la condiciéon de ganancia neta, el exponente — (ﬁ — %) es
negativo, y por lo tanto la probabilidad de ruina tiende a cero exponencialmente a
medida que el capital inicial v aumenta a infinito. En la siguiente tabla se muestran
algunos valores de la probabilidad de ruina para una intensidad de llegada A =2 y

valores de u € [0, 5].

| u |f=25]p=3|p=35]p=4]
0.0 | 0.8000 | 0.6667 | 0.5714 [ 0.5000
0.5 | 0.6230 | 0.4044 | 0.2699 | 0.1839
1.0 [ 0.4852 [ 0.2453 | 0.1275 | 0.0677
1.5] 03779 |0.1488 | 0.0602 | 0.0249
2.0 | 0.2943 | 0.0902 | 0.0284 | 0.0092
2.5 | 0.2292 | 0.0547 | 0.0134 | 0.0034
3.0 | 0.1785 | 0.0547 | 0.0063 | 0.0012
3.5 0.1390 | 0.0201 | 0.0030 | 0.0005
4.0 1 0.1083 [0.0122 [ 0.0014 | 0.0002
4.5 0.0843 |0.0074 | 0.0007 | 0.0000
5.0 | 0.0657 | 0.0045 | 0.0003 | 0.0000

Tabla 4.1: Algunos valores de la probabilidad de ruina para A = 2 y valores de
u € [0,5].
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4.2. Reclamaciones Hiperexponenciales

La siguiente aplicacién fue tomada de [2], cuyo objetivo principal es mostrar la
complejidad de los calculos para determinar la probabilidad de ruina de manera
explicita bajo condiciones especiales.

Se asumira una intensidad de llegada A = 3 y el tamano de las reclamaciones con
densidad:

M =3 1 Ie T,

Pero:

M= 1B + (70 = Y aifi (o),
i=1

donde

o =y = 3.

fi(z) =3e™3

fo(x) ="Te ™

Es claro que f; v fo son densidades exponenciales. Dado que M es una mezcla de
dos distribuciones exponenciales con parametros 5, = 3 y [J3 = 7 respectivamente,
entonces M tiene una distribucion hiperexponencial con dos canales paralelos. M
también puede interpretarse como el tiempo hasta la absorciéon por un proceso de
Markov de saltos con dos estados transitorios. Entonces M tiene una distribucion
tipo fase con representacion m = ( Q) Qo ) = ( % % ) de dimension d = 2 y
ademas:

| =/ 0 1 =3 0
I'= [ 0 =G| | 0 =71
-3 0 1 3
e [ ]0)-()
Por lo tanto segtn el teorema 3.4.1, tenemos que:

v=—MT"! :_(3)( 11 )T—l’

donde:
_271 0
T ! =
0 -3
De esta manera:
_ 7 0
21
=-e ) =)
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T+t1/:[_03 _07]+t(; ),

donde:

e[ 8112

Si se supone que Q = T + tv, entonces:

_3 9

_ | =3 0 3 103\ _ 2
Q—T+ty—l0 _7‘|+[7‘|(2 ﬁ)— . "
2 2

De esta manera:

Y (u) = veTTtue = ( 3 < )eQ“e.

A continuacién se halla ¢ (u) para cualquier u > 0. Para tal efecto se determina eQ“
usando el hecho de que si los valores caracteristicos A\;i—1,. 4 de Q son reales y dis-
tintos, entonces cualquier conjunto de vectores caracteristicos (columna) correspon-

dientes z;—;, 4 forman una base para R?. Luego la matriz P = [ T1 Tog - X4 }
es invertible y ademéas P71QP = diag [ Al A o Mg } De esto dltimo se con-
cluye que:

Q="Pdiag| Ay X -+ A\ [P

Por lo tanto:

eQ = Pdiag { et eude L. Ul } P-L

Hallemos los valores caracteristicos de Q. Para tal efecto se determina el polinomio
caracteristico de Q:

—3_ 9
2 14
Pqg (N\) = det (Q — Mays) = det =M+ 7\ +6.
7 Uy
2 2
A continuacién se resuelve la ecuacién caracteristica Pg (A) = 0, lo cual da como
resultado A\ = —6 y Ay = —1. Los vectores caracteristicos asociados a A; y Ag son
T T
T = < —% 1 ) yV Xo = ( % 1 ) respectivamente. De esta manera;:
_1 9 _7 9
77 10 10
P= y P! =
1 1 £ =
Por lo tanto:
_ —6 0 -1
a-e[ 0 e
Lo cual implica que:
6 19 6 _7 9
—6u 7T 7 —b6u 10 10
eu—p| " Y lpa_ cr0
0 e 11 0 e 7 1
10 10
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1 —6u 9 —u 9 —6u 9 —u
106 + 10e 706 + 706

7 _—6u 7 —u 9 —6u 1 _—u
10¢ 1 1€ 10¢ 1T 16¢

Finalmente se tiene que:

b (u) = veTHue = ( % % ) eQue

D=
—_
N

1 _—6u 9 —u 9 —6u

TR R 16
B 7 ,—6u 7 —u '
—Ee 6 +ﬁe
Es decir:
Y (u) =2e™ + e 0
En la figura 4.2 se ilustra la probabilidad de ruina para una intensidad de llegada
A=3yuellbi]

F . f
1] ¥ (u)
0,8
0,6
0,4
0,2
u
1 4
] 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5

Figura 4.2: Probabilidad de ruina con reclamaciones hiperexponenciales para
A=3.

En la siguiente tabla se muestran algunos valores de la probabilidad de ruina para
una intensidad de llegada A = 3 y algunos valores de u € [0, 5]:

| w [ o0 o5 | 10 15 [ 20 ] 25 ] 30 ] 35| 40 | 45 | 50 |
| (u) [ 0.714 [ 0.417 | 0.252 | 0.153 | 0.092 | 0.056 | 0.034 | 0.020 | 0.012 | 0.007 | 0.004 |

Tabla 4.2: Algunos valores de la probabilidad de ruina para A = 3 y valores de
u € [0,5].
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4.3. Reclamaciones con Distribuciéon Erlang

La siguiente aplicacion fue tomada de [3], en la cual se considerara un proceso de
riesgo {C;},5, con las reclamaciones Y; como un proceso Erlang. Sean Wy, W7y, ..

los tiempos aleatorios de paro en donde la aseguradora recibe reclamaciones con
Wo == 0

Supongase que los tiempos de inter-arribo Ty = Wy, — Wy_q, para k = 1,2,... son
independientes e idénticamente distribuidos con funcién de densidad:

s t271
1) = e = g

Es decir los T} tienen distribucién Erlang (2,5). Sea u la media del monto de la
reclamacion individual y p el ingreso por primas de la seguradora por unidad de
tiempo. Cuando el tamanio de las reclamaciones tiene distribucién tipo fase, la pro-
babilidad de ruina puede darse de forma explicita para el caso exponencial (tal
como se mostrd en la primera aplicacion) asi como para tiempos de inter-arribo

Erlang (2, ).

Segun el modelo clasico de Poisson compuesto si los tiempos de inter-arribo tienen
distribucién exponencial de pardmetro 3, entonces la probabilidad de ruina es no
trivial si:

e Pt parat>0.

p:%‘<1.

Si el tamano de las reclamaciones tienen una distribucién tipo fase PH (mw, T), en-
tonces:

p=—rT"le.
De esta manera:

¥ (u) = preQe,

donde:

#=—1irT"L
“w

Q=T+ pt7.

Por lo tanto:

v (u) = (6—“> (—iﬂTfl) (TG (= 57T ) Jug

p

= —%WT_1€<T_%JWT71)U€.

Si se asume que A = % y v = —A7T~!, entonces se obtiene la férmula para calcular
la probabilidad de ruina del teorema 3.4.1.

770 (U) — Ve(T+tz/)ue.

Supéngase que las reclamaciones tienen distribuciéon Erlang (2,1) y el ingreso por
primas de la aseguradora por unidad de tiempo es p = 4. Por lo tanto § =1 y una
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reclamacion puede interpretarse como el tiempo hasta la absorciéon por un proceso de
Markov de saltos con d = 2 estados transitorios que inicia en el estado 1 y siempre
salta al siguiente estado en la secuencia, hasta el estado 2 desde el cual salta al
estado absorbente 3. Entonces las reclamaciones tienen una distribucion tipo fase
con representacion m = ( 10 ) y ademas:

T:<_01 _11>.

Hallemos una formula explicita para 1 (u). Para tal efecto se determina:

p=-rTle=—(1 0)(‘01 j)(}):z

Por lo tanto:

p="=2=WE 05

ﬁ:—in—1:—0,5(1 0)(‘01 j):(o,5 0,5).

(3 4)(0)-(0)

De esta manera:

. (-1 1 0 [ -1
Q_T+pt7r—< 0 _1)+0,5<1>(0,5 0,5)_[0’25 _0’751.

Luego:
U (u) = preQe =05( 05 05 )ee=( 025 025 )cQe.

Hallemos e®Q*. Para tal efecto se determina los valores caracteristicos de Q, resol-
viendo la ecuacién caracteristica det (Q — Alpxe) = 0. Lo cual da como resultado
A= —1,3904 y Ay = —0,3596.

-

Los vectores caracteristicos asociados a A\ y Ay son x; = ( —0,9315 0,3637 ) y
T

To = ( —0,8421 —0,5393 ) respectivamente. De esta manera:

pP_ —0,9315 —0,8421 p-l_ —0,6669 1,0414
| 0,3637 —0,5393 | —0,4498 —1,1519 |’

Por lo tanto:

o 13904 0 I
Q_P[ 0 —0,35961P

Lo cual implica que:
—1,3904u
u e 0 _
e =P [ 0 o—0,3596u ] p-

| —0,9315 —0,8421 e~ 1:3904u 0 —0,6669 1,0414
| 0,3637 —0,5393 0 e~ 0:3596u —0,4498 —1,1519 |
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Finalmente se tiene que:
v(u)=( 02 025 )eQe

—0,9315 —0,8421 ] le—173904u 0 ] l ~0,6669 1,0414 ] ( 1 )

:(0’25 0’25) 0,3637 —0,5393 0 e~ 0,3596u —0,4498 —1,1519 1

Es decir:
¥ (u) = 0,55317e7 935961 _ () 05317139039
En la figura 4.3 se ilustra la probabilidad de ruina para una intensidad de llegada

zgziqu[O,B].

v (u)

Figura 4.3: Probabilidad de ruina para A = £ =

p

=

En la siguiente tabla se muestran algunos valores de la probabilidad de ruina para

una intensidad de llegada A = % = i y algunos valores de u € [0, 5]:

| w ] 00 05 [ 1.0 [ 15 ] 20 [ 25 [ 3035 ] 40 | 45 | 50 |
| ¢ (u) [ 0500 [ 0.435 | 0.372 [ 0.315 | 0.266 | 0.223 | 0.187 | 0.156 | 0.131 | 0.109 | 0.091 |

Tabla 4.3: Algunos valores de la probabilidad de ruina para A = g i y u € [0,5].

En la siguiente tabla se muestran algunos valores de la probabilidad de ruina para
una intensidad de llegada \ = % = g y valores de u € [0, 5].
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4.3 Reclamaciones con Distribucién Erlang

| uw [f=15]|p=16|p=17|3=18][5=19]
0.0 [ 0.7500 | 0.8000 | 0.8500 | 0.9000 | 0.9500
0.5] 0.7001 | 0.7571 | 0.8156 | 0.8755 | 0.9370
1.0 | 0.6481 | 0.7119 | 0.7789 | 0.8491 | 0.9228
1.5 | 0.5975 | 0.6672 | 0.7420 | 0.8222 | 0.9080
2.0 | 0.5496 | 0.6243 | 0.7060 | 0.7955 | 0.8933
2.5 0.5049 | 0.5836 | 0.6714 | 0.7694 | 0.8786
3.0 04636 | 0.5453 | 0.6383 | 0.7440 | 0.8640
3.5 ] 0.4256 | 0.5094 | 0.6067 | 0.7194 | 0.8497
4.0 [ 0.3906 | 0.4758 | 0.5766 | 0.6956 | 0.8356
4.5 ] 0.3584 | 0.4444 | 0.5480 | 0.6725 | 0.8217
5.0 | 0.3289 | 0.4150 | 0.5208 | 0.6502 | 0.8080

Tabla 4.4: Algunos valores de la probabilidad de ruina para A = g = g y u € [0,5].

4.3.1. Reclamaciones con Distribucion Mezcla de Erlang(2)

La siguiente aplicacion fue tomada de [19], en la cual se considerara una mezcla de
dos distribuciones Erlang (2, %) y Erlang(2,9), con B; = % y By = 9 la cual se
asume como una distribucion tipo fase con representacion:

T=(10%0)

3 3

0 0o
— 5
=109 0o -9 9

0 0 0 -9

Luego, una reclamaciéon puede interpretarse como el tiempo hasta la absorcion por
un proceso de Markov de saltos con d = 4 estados transitorios que inicia en el estado
1 y siempre salta al siguiente estado en la secuencia, hasta el estado 4 desde el cual
salta al estado absorbente 5.

Supoéngase que el ingreso por primas de la aseguradora por unidad de tiempo es

también p = 4. En la siguiente tabla se muestran algunos calculos de la probabilidad

de ruina para una intensidad de llegada A = % = 23—0 y valores de u € [0, 5].

uw [ 00 | o5 | 10 [ 15 | 20 | 25 [ 30 [ 35 | 40 | 45 [ 50 |

|
| ¥ (u) | 0.1500 | 0.1126 | 0.0958 | 0.0812 | 0.0682 | 0.0569 | 0.0472 | 0.0390 | 0.0321 | 0.0264 | 0.0216 |

Tabla 4.5: Algunos valores de la probabilidad de ruina para A = % =5y
u € [0,5].
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4.4. Interpolacion de la Probabilidad de Ruina

Los referentes tedricos de esta secciéon fueron tomados de [20] .

En general, determinar la probabilidad de ruina de manera explicita no es facil. Para
el caso hiperexponencial cuando M tiene una dimension d > 2 amerita un proceso
matricial complejo o imposible de realizar, por lo que es necesario implementar
alguna rutina para programar las operaciones matriciales necesarias para calcular la
probabilidad de ruina para un u fijo. Para realizar lo anterior se propone el coédigo en
R disponible en el apéndice A.1, el cual permite calcular la probabilidad de ruina
para un u fijo.

En la siguiente tabla se muestran algunos calculos de la probabilidad de ruina para

M con representacion m = ( L i i ), T = diag{ -5 —6 -7 } de dimension

2
d = 3 y para valores de u € [0, 3].

| w [ 00 | 05 | 1.0 | 15 [ 20 | 25 | 30 |
A=1]0.1773]0.0183 [ 0.0020 [ 0.0002 [ 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
A =20.3547 | 0.0595 [ 0.0103 | 0.0018 [ 0.0003 | 0.0000 | 0.0000
A =3]0.5321 | 0.1455 | 0.0404 [ 0.0112 | 0.0031 | 0.0008 | 0.0002
A=40.7095 | 0.3167 | 0.1423 | 0.0640 | 0.0288 | 0.0129 | 0.0058
A =15]0.8869 | 0.6475 | 0.4737 | 0.3466 | 0.2536 | 0.1856 | 0.1358

Tabla 4.6: Algunos valores de la probabilidad de ruina para M con representacién
especificada anteriormente y valores de u € [0, 5].

Como aporte al trabajo de Mogents Bladt [1], Asmussen y Rolski [2] y Dickson'y Hipp
(1998) [3] se implementa el método de Aprozimacion Polinomial con Polinomios
Interpoladores de Newton (los referentes tedricos sobre este método se pueden ver
en el apéndice B) para interpolar tablas de valores de la probabibilidad de ruina, con
el objetivo de encontrar un expresion explicita de naturaleza polinomial que sirva
para aproximar la probabilidad de ruina 1 (u) , por ejemplo considérese el caso con
intensidad de llegada A =5y u en [0, 3].

| we | 00 | 05 | 10 [ 15 [ 20 | 25 | 30 |
| ¢ (uy,) [ 0.8869 | 0.6475 | 0.4737 | 0.3466 | 0.2536 | 0.1856 | 0.1358 |

Tabla 4.7: Valores para aproximar la probabilidad de ruina ¢ (u) en [0, 3] y para
A=05.

El polinomio de interpolacién de Newton viene dado por:

Ps (u) = ag + a1 (u — ug) + ag (u —ug) (u —uy) + az (u —ug) (u—uy) (x — us)
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4.4 Interpolacion de la Probabilidad de Ruina

+ay (u—up) (u—uy) (u—uz) (u— us)

+ a5 (u—up) (u—uy) (u—u2) (u—us) (u—uy)

+ ag (u— up) (v —uy) (u—uz) (u—us) (u—uq) (u—us).
Es decir:
Ps (u) = ap + a1u + agu (u — 0,5) + azu (u — 0,5) (z — 1)

+ aqu(u—0,5) (u—1) (u—1,5)

+asu(u—0,5) (u—1)(u—1,5) (u—2)

+agu (u—0,5) (u—1) (u—1,5) (u—2) (u—2,5).

Hallemos ag, ay,...,as por medio de la tabla de diferencias divididas generada a
través del codigo en M disponible en el apéndice A.2.

’ Uy, \ Diferencias divididas ‘
ug | 0.8869
uy | 0.6475 | -0.4788
us | 0.4737 | -0.3476 | 0.1312
us | 0.3466 | -0.2542 | 0.0934 | -0.0252
uy | 0.2536 | -0.1860 | 0.0682 | -0.0168 | 0.0042
us | 0.1856 | -0.1360 | 0.0500 | -0.0121 | 0.0023 | -0.0007
ug | 0.1358 | -0.0996 | 0.0364 | -0.0091 | 0.0015 | -0.0003 | 0.0001

Tabla 4.8: Diferencias divididas de ).

Por lo tanto:

Ps (u) = 0,8869 — 0,4788u + 0,1312u (u — 0,5) — 0,0252u (u — 0,5) (x — 1)
+0,0042u (u — 0,5) (u — 1) (u — 1,5)
—0,0007u (u—0,5) (u—1) (u — 1,5) (u — 2)
+0,0001u (u — 0,5) (u — 1) (u — 1,5) (u — 2) (u — 2,5).

Es decir:

Ps () = 0,00018 — 0,0018u5 + 0,0110u* — 0,0483u® + 0,1877u? — 0,5618u + 0,8869.

Debido a que este polinomio interpola la probabilidad de ruina en los nodos ug =0,
up =05, us =1, u3 =1.5, uy =2, us =2.5y ug = 3 en el intervalo [0, 3] para un
intensidad de llegada A\ = 5, dicho polinomio permite aproximar 1 (u) para cualquier
wen [0, 3]. Esto permite aproximar la probabilidad de ruina de manera explicita bajo
las condiciones dadas.

En la figura 4.4 se ilustra el polinomio de aproximacion y los puntos de interpolacion:
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P (u)

(0,0.8869)

Figura 4.4: Grafica del polinomio de aproximacion y puntos de interpolacion.

Los otros polinomios de aproximacién de ¥ (u) en [0,3] para A =1, A =2, A =3y
A = 4 se determinan de forma andloga.

A continuacién se implementa nuevamente polinomios interpoladores de Newton
para interpolar la Tabla 4.5, con el objetivo de encontrar un expresion de naturaleza
polinomial que sirva para aproximar la probabilidad de ruina % (u) en el intervalo

[0, 5].

La correspondiente tabla de diferencias divididas para determinar los coeficientes
ap,A1,...,0Q10 €S

’ U ‘ Diferencias divididas

up | 0.1500

wp | 0.1126 | -0.0748

up | 0.0958 | -0.0336 | 0.0412

uz | 0.0812 | -0.0292 | 0.0044 | -0.0245

ug | 0.0682 | -0.0260 | 0.0032 | -0.0008 | 0.0119

us | 0.0569 | -0.0226 | 0.0034 | 0.0001 | 0.0005 | -0.0046

ug | 0.0472 | -0.0194 | 0.0032 | -0.0001 | -0.0001 | -0.0002 | 0.0014

ur | 0.0390 | -0.0164 | 0.0030 | -0.0001 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001 | -0.0004

us | 0.0321 | -0.0138 | 0.0026 | -0.0003 | -0.0001 | -0.0000 | -0.0000 | -0.0000 | 0.0001

ug | 0.0264 | -0.0114 | 0.0024 | -0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | -0.0000
wio | 0.0216 | -0.0096 | 0.0018 | -0.0004 | -0.0001 | -0.0001 | -0.0000 | -0.0000 | -0.0000 | -0.0000 | 0.0000
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4.4 Interpolacion de la Probabilidad de Ruina

Por lo tanto:

Pyo (u) = 0,00000234u°—0,00006920u+-0,000893541u5 —0,00662126u"+0,03109107u°
—0,09632305u°+4-0,19849360u* —0,26 70805113 +0,22621943u>—0,14080595u
-+ 0,15000000.

Debido a que este polinomio interpola la probabilidad de ruina en los nodos wuy

para k = 0,1,...,10 en el intervalo [0,5] para un intensidad de llegada A = 2%,

dicho polinomio permite aproximar 1 (u) para cualquier u en [0,5]. Esto permite
aproximar la probabilidad de ruina de manera explicita bajo las condiciones dadas.

En la figura 4.5 se ilustra la grafica de dicho polinomio de aproximacion y los puntos
de interpolacion:

F 9

Py (u)

(0,0.1500)
b,

(1,0.0958)
(2,0.0682)

(0.5,0.1126)
; (3,0.0472)

(2.5,0.0569)

(1.5,0.0812) (4.0.0321) 4 ¢ 0 0964) (5.0.0216)

(3.5,0.0390)

Figura 4.5: Grafica del polinomio de aproximacién y puntos de interpolacion.
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Conclusiones

En términos generales, dada una distribucién de probabilidad tipo fase para las
reclamaciones, la formula matricial para la probabilidad de ruina del teorema 3.4.1
es susceptible a los calculos numéricos ya que implica la realizacién de tediosas op-
eraciones matriciales mediante la implementacién de procesos para invertir y hallar
exponenciales de matrices, esto no permite obtener expresiones compactas para de-
terminar la probabilidad de ruina salvo casos especiales, como por ejemplo cuando
las distribuciones tienen dimensiones pequenas.

Lo anterior significa que no existen expresiones explicitas para la probabilidad de
ruina, salvo en pocos casos conocidos, por lo cual es importante encontrar férmulas
para aproximarla o implementar algoritmos para programar los calculos matriciales
necesarios para determinar tales probabilidades y luego implementar alguna técnica
que permita aproximar la probabilidad de ruina de manera uniforme y continua
por medio de alguna féormula de naturaleza polinomial. Lo anterior implica que en
algunos casos las probabilidades involucradas pueden tomar valores muy préximos
a cero y ello podria arrojar problemas numéricos.

Las distribuciones Tipo Fase desempefnian un papel importante en la teoria del riesgo
y tienen una interpretacion probabilistica util y conveniente para calculos numéricos
ya que son una de las pocas formas exactas computacionalmente tratables para
obtener la probabilidad de ruina.

En todas las aplicaciones se asume como cierta la condicion de ganancia neta, es
decir que la prima que recibe la compania por unidad de tiempo p debe ser mayor
que el nimero de reclamos por unidad de tiempo A multiplicado por el valor esperado
de cada una p, ya que si no fuese asi, entonces 1 (u) = 1 para todo u > 0 .
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A. Rutinas

A.1. Codigo en R para calcular la probabilidad de
ruina

u=2;u
pi=matrix(c(0.5,0.25,0.25), nrow=1, ncol=3, byrow=T);pi
T=matrix(c(-3,0,0,0,-4,0,0,0,-5), nrow=3, ncol=3, byrow=T);T
1=3;1
Pruin=function(u,T,pi,1)
{
u
pi
T
1
library (MASS)
n=nrow(T)
m=ncol (T)
invT=solve(T)
v=-1*pi%*%(solve(T))
e=matrix(l, nrow=n, ncol=1, byrow=T)
t=-T*%e
Q=T+t%*%v
s=eigen(Q)
Vc=sort (s$values)
P=s$vectors
invP=solve(P)

h=diag(Vc,n,m)
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uh=uxh
g=diag(exp(diag(uh)))
PginvP= PYx%gl*)invP
Y=v7*%PginvP%*%e
Yn=as.numeric(Y)

print (Yn)

A.2. Cddigo en M para calcular polinomios
interpoladores de Newton

function [C,D]=difdiv(X,Y)

n=length(X);

D=zeros(n,n);

D(:,1)=Y’;

for j=2:n
for k=j:n

D(k,j)=(D(k,j-1)-D(k-1,j-1))/(X(k)-X(k-j+1));

end

end

C=D(n,n);

for k=(n-1):-1:1
C=conv(C,poly(X(k)));
m=length(C) ;
C(m)=C(m)+D(k,k) ;

end
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B. Polinomio Interpolador de
Newton

Un Polinomio Interpolador de Newton se construye con base en el siguiente esquema
recursivo:

P() (SL’) = Qq
P,(z) =P, q1(x)+an(x —x0) (x —21) - (T — Tp_1)

Donde a;, € R para cada k = 0,1,...,n. Bajo este esquema se dice que el polinomio
P, es un Polinomio de Newton con n centros xg,x1,...,Z,_1 €l cual es un polinomio
de grado menor o igual que n.

Si P, es un polinomio tal que P, (zx) = f(xx) para cada k = 0,1,...,n, unos
a, adecuados y una funcién dada f, entonces P, seria un Polinomio de Newton
con n centros y serian también un polinomio interpolador de f en los n + 1 nodos
Zo,X1,...,Ty, el cual recibe el nombre de Polinomio interpolador de Newton.

La herramienta mas eficiente con la cual se calcula recursivamente los a; recibe el
nombre de Diferencias Divididas . Veamos cémo se definen formalmente:

Primera diferencia dividida: f[zy] = f (x,)

[ lew] = f [zr—1]

T — Tk—1

Segunda diferencia dividida: f [xg_1, 2] =

f [xk—lyxk] - f [xk—mxk—ﬂ

T — Tg—2

Tercera diferencia dividida: f [xg_o, xg_1, x| =

floe—ntt, - k] — fTh—n, Tp-1]

n+1—esima diferencia dividida: f [zx_n, Tk_ni1, ..., Tk =
Tk — Tk—n

Las diferencias divididas se utilizan para construir la siguiente tabla, denominada
tabla de diferencias divididas:

’ T \ Diferencias divididas ‘
xo | f [2o]
zy | flx] | f %o, 7]
wy | flwo] | flor, 2] | f w0, 21, 7]
w3 | flas] | flra, @3] | f o1, w9, 23] | f [0, 21, 2, 73]
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Chapter B Polinomio Interpolador de Newton

Si supongamos que xg, Z1, ..., T, son n + 1 nimeros distintos y si f es una funciéon
que toma valores en estos niimeros, entonces existe un tnico polinomio P, de grado
a lo sumo n con la propiedad P, (zx) = f (zx) para cada k = 0,1,...,n. La forma
de Newton de este polinomio interpolador es:

P,(x)=P,1(z)+an(x—x9) (x —x1) - (x — 2p_1), con Py (z) = ay,
donde:
ap = f[zo,x1,..., k], para cada k =0,1,...,n.

Es claro observar que los valores de los coeficientes ay son los elementos de la diagonal
de la tabla de diferencias divididas.
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Nomenclatura

¥ (u, )
¥ (u)

Distribucién de probabilidad inicial.
1—-F(x)=P(X >uz).

Espacio de probabilidad.

Masa total de una medida G.

Proceso de conteo.

Nimeros naturales.

Numeros reales.

Numeros enteros.

Matriz nula.

Inversa de la matriz A.

Transpuesta de la matriz A.

Vector columna con todas sus entradas iguales a 1.
Matriz identidad.

Matriz de probabilidades de transiciéon. P = (pij)m -

Matriz de yrobabﬂidades de transicion de la n — esima etapa.

) = (pim
P ( t >i,jeE
Matriz de intensidades de transicion. Q = (gi;); i1t

Transpuesta del vector x.
Probabilidad de ruina hasta el tiempo x para el capital inicial w.
Probabilidad de ruina para el capital inicial u.

Tiempo de ruina.
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Proceso de de riesgo en el tiempo ¢.

Covarianza de las variables X y Y.

La diagonal de una matriz con los z; en la digonal.

Espacio de estados.

Valor esperado de X.

El n — estmo momento de X.
Convolucion.

k — esima convoluciéon de F'.

Funcién de distribucion de la variable X.
Funcién de densidad de la variable X.
Funcién indicadora del evento A.

Transformada de Laplace de la funcion f.

Funcion generadora de momentos de la variable X.

Ntmero de siniestros ocurridos en (0, t].

o(h) _

Denota cualquier funcién para la cual Lim=~ = 0.

h—0

Distribucién tipo fase de parametros 7y T.

Proceso de superavit (excedente) de reclamaciones en

el tiempo ¢t

Tiempos de interarribo o interocurrencia.
Capital inicial.

Varianza de X.

Tiempos de saltos.

Limite por la izquiera. El valor justo antes de ¢.

Tamano de las reclamaciones.
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