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Resumen

Se considera un sistema serie constituido por dos componentes. Se dispone ademads de dos reservas
para ubicar de forma pasiva con los componentes. En uno de los casos considerados se colocan las dos
reservas, una a cada componente, y es necesario determinar cudl reserva colocar a cada componente. En
un segundo caso se coloca solo una de las reservas, y se necesita determinar cudl de las reservas, y a cudl
de los componentes, ésta le serd colocada. La investigacion se realiza por medio de la comparacion entre
los tiempos de vida de los sistemas, usando 6rdenes estocésticos. En cada caso se hallan condiciones que
permiten determinar la mejor estructura del sistema en el sentido de algin orden estocastico. También se
estudian situaciones en las cuales no existe una estructura mejor que otra. Entre los resultados de mayor
interés hallados, en el caso en que se coloca solo una reserva, estin los referidos a las condiciones bajo
las cuales es mejor colocar la reserva mds débil con el componente también mds débil. Estos resultados

brindan recomendaciones para el disefio de las estructuras en la practica.
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1. Introduccion

Una forma de aumentar la fiabilidad de los sistemas es la colocacién de reservas, pasivas o activas.

El problema general de cudles reservas y donde colocar éstas para obtener configuraciones dptimas en
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algun sentido, ha sido extensamente estudiado usando 6rdenes estocasticos. Entre los primeros trabajos
dedicados a este tema se pueden citar, Boland et al. (1988, 1992), y Singh y Misra (1994). Otros estudios
dedicados al tema son, Chen et al. (2017), Laniado y Lillo (2014), Romera et al. (2004), Valdés y Zequei-
ra (2003, 2006), Valdés et al. (2010), Wuang y Laniado (2015a, 2015b). En este articulo se investigan
las formas 6ptimas de colocar dos reservas pasivas en un sistema serie de dos unidades. En Chen et al.
(2017), Zhao et al. (2012), y Zhao et al. (2013a, 2013b) se encuentran los resultados que tienen mayor
vinculo con los hallados en este articulo.

La funcién de supervivencia correspondiente a una funcién de distribucién F(¢) se denotaré por F ().
Si X es una variable aleatoria no negativa y absolutamente continua, con densidad de probabilidad f(z),

entonces la tasa de riesgo r(f) correspondiente a X se define (ver Barlow y Proschan (1975)),

!

para todo 7 > 0 tal que F(z) > 0. Se tiene que F (1) = ¢, donde A(r) = / r(x)dx. Observe ademads
0
que IILTQA(I) = oo,
Dada una variable aleatoria no negativa X;, denotemos por F;(¢) y f;(¢), i = 1,2, sus funciones de

distribucién y densidad de probabilidad, respectivamente. Consideremos las siguientes definiciones de

6rdenes estocdsticos. Se dice que X es menor que X> en el orden:
1. Estocdstico usual, denotado por X; <y X, si Fi(t) < F5(t) paratodot > 0.

2. De la tasa de riesgo, denotado por X; <, Xz, si Fi(t)/F,(t) es decreciente para todo ¢ tal que
F(t) > 0.

3. De la razon de verosimilitud, denotado por X; <. Xy, si f1(t)/f2(t) es decreciente para todo  tal
que f(t) > 0.

Se utilizard la notacién X; =g X, para significar que X; y X tienen igual distribucion.
Como es conocido, el orden X; <p, X, se expresa de forma equivalente con el cumplimiento de la
desigualdad

Bx)Fi(y) <By)F (),

para todos los valoes x y y tales que 0 <x <y. Cuando Xj y X, son absolutamente continuas, la relacién
X1 <pr Xz es equivalentes a la desigualdad r (t) > r»(t), para todo ¢t > 0, donde r;(¢) es la tasa de riesgo
de X;,i=1,2.

La relacién entre los tres 6rdenes estocasticos definidos es bien conocida: 3 = 2 = 1. En Shaked y

Shanthikumar (2007) y Belzunce et.al. (2015), se hacen estudios detallados de los 6rdenes estocasticos.



Recordemos la definicion de algunas clases de envejecimiento. Dada una variable aleatoria no nega-
tiva X con funcién de distribucion F, se dice que X pertenece a la clase NBU (New Better than Used),

denotado X €NBU, si para todos los valores #, x > 0, se tiene

Ft4x) < F(1)F(x).

De forma similar, se dice que X pertenece a la clase NWU (New Worse than Used), denotado X eNWU,
si para todos ¢, x > 0, se cumple

Ft4x) > F(1)F(x).

La clase NBU contiene a la clase IFR (Increasing Failure Rate). De manera andloga, la clase NWU
contiene a la clase DFR (Decreasing Failure Rate). Una variable aleatoria X con tasa de riesgo r(t) se
dice que pertenece a la clase IFR (DFR) si r(¢) es creciente (decreciente) para todo ¢ > 0. Para un estudio
sobre las clases de envejecimiento puede verse Barlow y Proschan (1975).

En todo el articulo se denotaran por X; y X» los tiempos de vida de dos componentes, C; y Ca, y por
Y1 y Y» los tiempos de vida de dos reservas, R; y R». Las funciones de distribucién de estas variables alea-
torias se denotardn por F(t),F>(1),G1(t) y G(¢), y sus densidades de probabilidad por f(¢), f2(¢),g1(¢)
y g2(t), respectivamente. Supondremos que las cuatro variables aleatorias son independientes.

En la Seccidn 2 se considera que las dos reservas serdn colocadas, una a cada componente. Se es-
tudian las condiciones para determinar la estructura 6ptima en el sentido del orden estocastico usual,
y se hallan condiciones suficientes para establecer la mejor estructura cuando las distribuciones de los
tiempos de vida y de los componentes son generales. En el caso de distribuciones exponenciales, se
obtienen condiciones necesarias y suficientes. Se comentan ademds experimentos computacionales, los
cuales sugieren que, cuando las distribuciones de los tiempos de vida de las unidades son exponenciales,
las estructuras se pueden comparar también por medio de los érdenes de la tasa de riesgo y de la razén
de verosimilitud. La Seccién 3 constituye la parte fundamental del articulo. En esta seccion se considera
que solo una reserva de las dos serd colocada, y es necesario determinar cudl de ellas y a cudl com-
ponente se le colocara. En las Proposiciones 2 y 3 se examina este problema sin asumir distribuciones
exponenciales para los tiempos de vida de las unidades; en el resto de la seccién se asume que estas
distribuciones son exponenciales. Se hallan condiciones suficientes para determinar la estructura 6ptima,
y en algunos casos condiciones necesarias, y condiciones necesarias y suficientes. La estructura éptima
del sistema se estudia desde el punto de vista de los tres 6rdenes estocdsticos con los cuales se trabaja
en este articulo. También se determinan casos en los cuales no existe una estructura mejor que otra en el

sentido de alguno de los 6rdenes estocésticos. En las Proposiciones 3, 6 y 10, se consideran casos en los



cuales lo mejor es colocar la reserva mas débil con el componente también mas débil. Estos casos son de
gran interés porque pueden contradecir la intuicién, y en esas situaciones los resultados hallados en este

trabajo brindan recomendaciones practicas para el disefio de las estructuras de los sistemas.

2. Dos reservas a colocar

En esta seccidn se considera que las dos reservas seran colocadas a los dos componentes y se necesita

determinar cudl reserva se colocard a cada componente. Sean
Vi =min(X; +Y,X2 + Y2), Vo =min(X; +Y,X +11).

La variable aleatoria V; representa el tiempo de vida de un sistema serie en el cual se coloca de forma
pasiva la reserva R; con el componente C;, i = 1,2. Por otro lado, la variable aleatoria V, representa el
tiempo de vida de un sistema serie en el cual se coloca de forma pasiva la reserva R, con el componente
C1, y lareserva Ry con el componente Cy.

Las partes 1) y ii) de la siguiente proposicioén generalizan el Teorema 2.1 de Chen et.al. (2017), en el
cual se considera el caso particular Y, =y X.
Proposicion 1.
DSiX) <, XoyY1 2,1, o X1 25 Xoy Y < 1o, entonces V) > Va.
i) SiX; <p Xoy Y1 <;p Y2, 0 X1 24, XoyY1 >, Yo, entonces Vi <y V5.

i) SeaY; = X;, i =1,2.Si X] <, X5 o X >y Xo, entonces V| <y V5.

Demostracién. Denotemos por Fy, (t) y Fy, (t) las funciones de distribucién de V y V,, respectivamente.
Sea A(t) = Fy, (1) — Fy, (1).

i) Probemos que A(¢) > 0 para todo ¢ > 0. Notemos que

Fo(t) = (/OooFl(tu)dGl(u)> </0°°F2(tu)dcz(u))
Foy (1) ( /0 iy (t—u)dGz(u)> ( /O ng(t—lA)dG;(M)).



Entonces,

A(t)

</ (t —u)dG ( )) (/wpg(t—u)ng(u)>
( Filt — u)dGa(u )(/ Fo(t — u)dGi (u ))
(/ (1 — ) g1 (u du1> (/ Fy(t — u2)ga(u )duz)
(/ Fi(t - u2)g2 () du2> </ I3 t—ul)gl(ul)du]>

/ / l— Uy Fz(t — Mz) F] (l — uz)Fz(l‘ — ul))gl(ul)gz(ug)dulduz.

La funcién A(r) también puede expresarse,

: // [Fi(t —un) Bt =) = Fi(t =) Byt — )] 81 (1) g2 (w2 )dur duy
- /l[;l (t —u)Fa(t — o) — Fi(t —u2) Fa (1 — 1)) g1 (u1) g2 (2 ) durdu
: // [Fi(t = un) Bt —wn) = Fy(t =) Fa(t — w2)] g1 (12) g ey ) dunduy

Luego,

A I)Z// (Fi(t —u)Fa(t —ua) — Fi (t —up) P (r —u1)) (81 (1) g2 (u2) — g1 (u2) g2 (ur))durduy. (1)

uy >y

Ahora, de X| <;, Xo 'y Y| >y, Yo, para todos u; y uy tales que u; > uy, se obtienen las desigualdades

g1(u1)g2(u2) — g1 (u2)82(uy) >0,

F (t —Ml)FQ(t —Ltz) —F (t —MQ)FQ(I —ul) >0,

respectivamente. Por lo tanto, de (1) se halla que A(r) > 0 para todo ¢ > 0. En el caso en que X; >, X»
y Y1 <, Ys se tiene

g1(u1)g2(u2) — g1(uz)g2(ur) <0,
F (t —Ml)FQ(t —Ltz) —F (t —MQ)FQ(I —ul) <0,

y de (1) también se obtiene A(¢) > 0 para todo ¢ > 0.



ii) La demostracion es analoga a la demostracion de la parte i).
iii) Como X1 <j X (X1 >y X2 ) implica X7 <p, Xo (X1 >p- X2 ), entonces el resultado se obtiene

de (1), puesto que en este caso A(¢) < 0 para todo ¢ > 0. O

Es evidente que las partes i) y ii) de la Proposicién 1 también tienen lugar, si en las suposiciones
se sustituyen, el orden de la razén de riesgo entre X; y X, por el orden de la razén de verosimilitud
correspondiente, y el orden de la razén de verosimilitud entre Y; y Y» por el orden de la razén de riesgo
correspondiente.

Es interesante sefialar, que en Zhao et.al. (2013a), Teorema 1, en el caso especial ¥; = X;, cuando X;

i = 1,2, tiene distribucién exponencial, se demuestra que V| <;, V5.

Corolario 1. Supongamos que X; y X»,y Y1 y Y2, estdn ordenadas segun el orden de la razén de verosi-

militud. Entonces V| > Vo siysolosi X <;, Xoy Y 25 Y2, 0 X1 2, X0V <0 Yo.

Demostracion. La suficienciay la necesidad de las condiciones para que Vi >4 V» se cumpla, se deducen

de forma directa de las partes 1) y ii) de la Proposicién 1, respectivamente. O

Consideremos ahora que X; y Y; tienen distribuciones exponenciales con tasas de riesgo respectivas
Ay Wi, i=1,2.
Observacion 1. Como dos distribuciones exponenciales arbitrarias satisfacen el orden de la razén de
verosimilitud, entonces por el Corolario 1 se cumple que V; > Vo siysolosi Ay > A, y Uy < U, o
M <Ayl > . Las relaciones A} > A vy ty < tp, o A < Ay U > Uy constituyen también

condiciones necesarias para que se cumplan los 6rdenes V| >, Vo y Vi >4, Va.
O

En el caso particular en que t; = Ay, en Chen et.al. (2017), Teorema 2.2. y Teorema 2.3, se demuestra
que enloscasos ) < A <A1y A <A <y, se tiene Vi =5, Vo, y en los casos A <y < A4y,
L<h<u, >A>uy >4 >y, se cumple Vi <p, Va.

Cuando las distribuciones son exponenciales, permanece abierto el estudio del caso general en el cual
Uy # Ay. Experimentos computacionales realizados, en los cuales se generaron numerosos graficos co-
rrespondientes al cociente de las funciones de supervivencia y de las densidades de probabilidad de V; y
Vs, para diferentes valores de los pardmetros, sugieren que las condiciones necesarias sefialadas, A; < A,
VUL > M, 0 A > Ay W < U, son ademds suficientes para que se cumplan el 6rden V| >, V5. Esto
se ilustra graficamente en la Figura 1 para el orden de razén de verosimilitud, con los valores

M =5=60u =8, =2y bl =13, =11,u =4, =8.
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Figura 1: Cociente de las funciones de densidad fy, (t)/ fv,(t)

3. Una reserva a colocar

En esta seccién se considera que de las dos reservas disponibles, solo una se podra colocar, y por ello

es necesario determinar cudl reserva se colocard, y a cudl componente. Sean
U = min(X; +71,X;), U, = min(X;, X, + 12).

La variable aleatoria U; representa el tiempo de vida del sistema cuando la reserva R; se coloca de forma
pasiva con el componente C;, i = 1,2.

La parte (a) del Lema 2.4 en Boland et al. (1992), establece el resultado inicial a partir del cual se han
llevado a cabo diversas generalizaciones, incluyendo las que se realizan en esta seccién. En ese lema, en
el caso especial en que Y» =g Y1, se demuestra que si X; <p, X», entonces Uy > Us.

Denotemos por Fy, (t) y Fy, (t) las funciones de distribucién de U; y Us, respectivamente.

Proposicion 2. Si X; <, X» y Y) >4 Y», entonces U; > Us.

Demostracion. Sea A(t) = Fy, (t) — Fy, (t). Probemos que A(z) > 0 para todo 7 > 0. Se tiene que

Al) = ( /0 TR— u)dGl(u)> F(r) — ( /0 “h(i— u)ng(u)> Fo),

y como X| <p, X3, entonces Fi (t —u)F>(¢) > Fy(t —u)F\ (¢) para todos u y ¢ tales que u < ¢, luego

</()sz(¢ —W)dG, (u)) Filr) — (/Ooon(t - u)dGz(u)> A1)
Fi(O)E(B (1))~ (R — 1),

A](I)

v



Pero F>(t — u) es una funcién creciente de u, y por lo tanto E(F(t —Y;)) — E(F>(t — Y2)) > 0, puesto que

Y1 >4 Y» (Shaked and Shanthikumar (2007)). Por lo tanto U; > U,. O]

Proposicion 3. La relacion Uy > U, se cumple si se satisface una de las siguientes condiciones i) o ii):
DX <a Y1 <4 Y2 <uX3,X; ENBU y X, e NWU.
X <agXo0,h=4Y1yX1 e NBU y X, € NWU.

Demostracion. Denotemos como anteriormente, A(r) = Fy, (t) — Fy, (t). Probemos que A(¢) > 0 para

todo # > 0. Note que
Fo, (1) = K /0 "t — u)dG (u)> +6G) (I)} A ()
Fo (1) = K /0 "B— u)dGz(u)> -I-G_z(t)} 0

Luego, A(t) = A (1) + Ay (t), donde

MG = B() /(:Fl(t—u)dGl(u)—Fl(t) /Ole(t—u)ng(u),

i) Por las suposiciones, es inmediato que Ay(¢) > 0. Ademds, como X; € NBU y X, € NWU, entonces

Fi(t) <Fi(t—u)F (u) y F5(t) > Fy(t — u)F>(u), y por lo tanto

sz Ak [ (55 )

Pero de F|(u) < Gi(u) y F>(u) > G, (u) se tiene que

de donde A (1) > 0, puesto que ¥; <y Y. Luego, finalmente, A(r) > 0.

ii) Por las suposiciones, naturalmente que Ay (¢) > 0, y ademds,

paratodo ¢t > 0. O

Notese que en las condiciones de la parte i) de la Proposicién 3, lo 6ptimo es colocar la reserva mas

débil con el componente también mas débil.

o]



De la parte i) de la Proposicién 3 se obtiene en particular, que si ¥; =4 X;, i = 1,2,y X e NBU y

X, € NWU, entonces U; >4 U,. El siguiente ejemplo ilustra la parte i) de esta proposicion.

Ejemplo 1. Denotemos por A;(¢) la tasa de riesgo de X;, i = 1,2. Sean X; € IFR, X, € DFR, y A1 (¢) >
A2(t), paratodo t > 0. Siademis, ¥ =4 X;, i=1,2 o X; <y Y1 <4 Y» <4 X, entonces U; >, U;. En
particular, si X; y ¥; tienen distribucién exponencial con tasas de riesgo A; y W;, respectivamente, i = 1,2,
y A1 > U > U > Ay, entonces Uy > U,. Mds adelante, en la Proposicién 10, se demuestra que en este

caso de distribuciones exponenciales, se cumple la relacién mas fuerte Uy >, U;.
O

En lo adelante asumiremos que X; y ¥; tienen distribucién exponencial con tasas de riesgo 4; y L,
i = 1,2, respectivamente. Recordemos que con estas suposiciones, la funcién de supervivencia Fx. 1y, ()
de X; +Y;, se expresa
A{le mit ule it
Ai — i

)

FX!+YI( )

cuando U; # A;, y
Fxoyy (1) = e M (At + 1),

si W; = A;, para i = 1,2. Las funciones de supervivencia y de densidad de probabilidad de U, Fy, (t) y
fu, (t), tienen las formas
Me~(th) _ o= (it ho)r

FU]() A —

A (g + Ag)e Wth)r “1 (11 + Ap)e(hithr
fUl( ) A«l _ ’

si yy # Ay, y las formas
Fy, (1) = e MR (4 1)

fuy () = e MR (A + M) + 2a),

cuando y; = A;. De manera andloga se hallan las funciones de supervivencia y de densidad de probabi-
lidad de Us,.

Proposicion 4. Sea p; = (p = u. Entonces la desigualdad A; > A, es una condicién necesaria para el
orden Uy > Us.

Demostracion. Consideremos el cociente

FUI (t) M A lle—(ﬂ—ll)t —u
FU2 (t) a M- u —ﬂ,ze*(ﬂ*lz)t'

o) =



Si U; >4 U,, necesariamente debe cumplirse que ¢ (z) > 1, t > 0. Son posibles cuatro casos: a) U < Ay
YU<A D)u>hyu>Aopu<ypu>k y du>iyu<i.

Analicemos primero el caso a). En este caso la desigualdad ¢ (¢) > 1 es equivalente a la desigualdad
g(t) = (1 —Ap)[he” WA — ] — (A — ) [ — Age™ )] > 0.

Note que g(0) = 0. Probemos ahora que g() es decreciente si y solo si A; > A,. La derivada de g(¢) se

expresa

(1) = (=) (1 = Aa)[ye M) — Qe (BN,

Bajo las condiciones de a), se tiene que (A; — i) (1 — A2) < 0. Por otro lado, no es dificil verificar que la
expresion entre corchetes en la férmula para g’(¢), es no negativa si y solo si A; > 4. Luego si g(¢) > 0
(¢(¢r) > 1), t > 0, entonces necesariamente A; > A,.

Las demostraciones de los casos b) y ¢) son andlogas a la del caso a). En las condiciones de d), note

que
A0 =0
y por lo tanto no tiene lugar el orden U; > Us. O]

Corolario 2. Sea y; = i, = u. Entonces la desigualdad A; > A, es una condicidn necesaria y suficiente

para el orden Uy >, Us,.

Demostracion. La suficiencia de la condicion fue probada en Zhao et al. (2012), Teorema 2. Su necesi-
dad se deduce de la Proposicién 4, puesto que como A; > A, es condicion necesaria para que se cumpla

U, >4 U,, entonces también lo es para que se satisfaga Uy >, Us. L]
Proposicion 5. Sea u; = A;, i = 1,2. Entonces U >, U, siy solosi A; > 4.
Demostracion. Es suficiente notar que el cociente

fo, (1) MM +A)t+ 4

fu, ) (M +A)rt+ A4

es decreciente si y solo si A; > A;. O

Observacion 2. En realidad, si i; = A;, i = 1,2, la desigualdad A; > A, es también una condicién
necesaria para que se cumpla U; > U, y por lo tanto para U; >, U,. Efectivamente, si Fy, (1) /Fy, (1) >

1, para todo ¢t > 0, entonces
Fy (¢ 1
| <im0 ® g Akl A
t—eo Fyy, (1) 1=edpt+1 A

10



de donde, 4| > A,.

Denotemos por rx,y,(t) y ry,(¢) las tasas de riesgo de X; +Y; y U;, i = 1,2. Se tiene que

ro (1) =rxv () +2d 1y (1) =rx 4y () + A4,

y por lo tanto, ry,(0) = A;, i = 1,2. Entonces una condicion necesaria para el orden U; >, U es que se
cumpla la desigualdad A; > A,, puesto que esta relacién equivale a ry, (0) < ry, (0).

Diremos que dos funciones con valores reales, A (x) y &z (x), tienen igual signo, lo cual serd denotado
por hy (x) & hy(x), si existe una funcién positiva i (x) tal que hy (x) = h(x)ha(x).
Proposicion 6. Cuando ; = A; se cumple:

)SiAd >4 y W > Ay, entonces Uy >y, Us.

i)SiAd <A y Uy < Ay, entonces Uy <, Us.

ii)SiAi<Ay y 2> o A1 >4 y Uy <Ay, entonces no existe orden de la tasa de riesgo

entre Uy y Us.
Demostracion. Sea ¢(t) = Fy,(t)/Fy, (). Entonces

Azg(127ﬂ2)t — ‘uz
Ay — o) (Mt +1)°

o) = (
i) y ii) Analicemos la monotonia de la funcién @(¢). Tomando la derivada de @(¢), tenemos
(1) E (1) = e (2 — o) Mt (Ao — o) + A2 — A1 — o] + M pio (A2 — o).
Como y(0) = A2(A2 — 2)? (A2 — A1), entonces ¢’(0) < 0'siy solo si A; > A. Por otra parte,
V(1) = (A — ) (Mt + el 1)t <

siy solo si tly > A,. Luego en las condiciones de i), ¢(¢) decrece, puesto que ¢’(z) < 0, y en las condi-
ciones de ii), ¢(t) crece.
iii) Sea A; > A, > 1p. De A, > U se deduce que th ©(t) = o0, y como ¢'(0) <0, entonces @(¢) es
—>o0

no mondtona. El otro caso de la parte iii) es andlogo. O

De la Proposicién 6 se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3. Sea u; = A;. Entonces:

11



DU > Uysiysolosi Ay > Ay Uy > As.

i) Uy <p,Upsiysolosid <Ay <Ay

Demostracion. La suficiencia de las condiciones en la parte i) queda establecida por la parte i) de la
Proposicion 6. Las partes ii) y iii) de esta proposicién demuestran la necesidad de estas condiciones. La

demostracién de ii) es andloga. O

La siguiente proposicién muestra, que en las condiciones de la parte iii) de la Proposicién 6, no existe
incluso orden estocastico usual entre U; y U,, y ademds, que las condiciones necesarias y suficientes
formuladas en del Corolario 3 para el orden de la tasa de riesgo, lo son también para el orden estocéstico

usual.

Proposicion 7. Sea u; = A;. Entonces:
DU >y UssiysolosidA > Ayt > As.
iU <gUxsiysolosid <Ay < As.
iii)Siuy >4 y A1 <A o <Ay y Ay > Ay, entonces no existe orden estocéstico usual entre

U1 yUz.

Demostracion. 1) La suficiencia de las condiciones queda establecida por la parte i) del Corolario 3,
debido a que el orden de la tasa de riesgo implica el orden estocéstico usual. Demostremos la necesidad

. Consideremos el cociente
_ Fy(t) - dgelRR) —

C Ry (t) (- m)(Mt+1)

o(t)

Si U >4 U,, necesariamente ¢(¢) < 1,7 > 0. Pero cuando Uy < A3, se tiene

lim @(r) = oo,

t—r+o0

luego Uy > Ay. Asumiendo ahora 1, > Ay, la desigualdad () < 1 puede escribirse
g(t) = Age~ P — iy — (A — o) (At 4-1) > 0.

Nétese ahora que g(0) =0y que g'(r) = (Ay — a)(Aae~R2=H2)f — 2} siy solo si A; > Ay, de donde se
obtiene el resultado.

ii) La demostracion es andloga a la demostracion de i) .

iii) Si up > Ay 'y A1 < Az, entonces no se cumple el orden Uy > Uy, puesto que para ello, por la
parte i) ya demostrada, es necesaria la desigualdad A; > A,. Tampoco se cumple orden U; < Us, debido

a que por la parte ii) es necesario que Uy < A;. O
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En la Proposicion 6 se consideran las seis relaciones de orden posibles entre los tres pardmetros A,
A2 y Up. Obsérvese que en los casos Ay < Uy < A1y A1 < tp < A3 es mejor colocar la reserva mas débil
con el componente también mas débil.

En la parte i) de la Proposicién 6, se probé que bajo las condiciones py = A y b < A < Wy, se
cumple U; >, U,. Tiene interés analizar si, bajo esas mismas condiciones, se cumple o no el orden de
la razén de verosimilitud. La siguiente proposicidn aclara esta situaciéon. Mencionemos primero que en

Zhao et. al. (2013b), Theorem 3.1, se demuestra que si A; > A, Uy < Uy, y

AR+ A2) — A7
_ = ,
2

W < Uy

entonces Uy >, Us.
AL (M +A2) — A7

Proposicion 8. Sean y; = A1, A > A y o = 2
2

. Se cumple que:
i) Si A} <y < py, entonces Uy >4, Us.

i) Si yp > Uy, entonces no existe orden de la razén de verosimilitud entre Uy y Us.

Demostracién. Mostremos primero que tiene lugar la desigualdad gy > A;. Note que esta desigualdad
puede escribirse,

h(Ar) = AL+ 42y =245 >0,

desigualdad que es vélida para A; > A,, puesto que h(Ay) =0y A (A1) =241 + A, > 0.
i) Se deduce del Teorema 3.1, en Zhao et. al. (2013b), tomando y; = 44

ii) El cociente de las densidades de probabilidad de U; y U, se puede expresar en la forma,

_Su(@) (- m)[M(A+A2) + 4]

t) = = .
k() oo (1) A(A + wa)e =) — 1p (A1 + A2)

Notemos que x(0) = % y, lirf K (t) = +o0. Comprobemos que existe un valor de ¢ para el cual k(¢) < %
——4oo

y, por lo tanto, la funcién x(¢) no es monétona. No es dificil verificar que el denominador en la expresion

de x(¢) es positivo. Entonces la desigualdad x(r) < % puede escribirse en la forma
() = A3 (M + 1) + A7t (M + A) (Mg — ) — A7e! 2742 (A + 1) > 0.
Como g(0) = 0, ahora es suficiente probar que g’(0) > 0. Pero

g(t) = Afe' 271 (1y — 20) (A1 + o) + Af (A2 — pi2) (A1 + Aa).
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Entonces

£(0) = (M2 — A42)[23 (M + t2) = A7 (M + 42)] > 0,
puesto que (Up —Ay) > 0, y la expresion entre corchetes es no negativa si y solo si i > Ho. [

Consideremos ahora los cuatro pardmetros Ay, A2, 1] y Uz en general diferentes. Anteriormente se
mostré que A; > A, es una condicién necesaria para el orden U; >, U,. La siguiente proposicion esta-

blece otras condiciones necesaria para este orden.

Proposicion 9. Las siguientes condiciones son necesarias para que se cumpla la relacion U; >, Us:
DAM—2 > — oy <A, si <A
i) A <o, si pg > A

Demostracion. No es dificil hallar que th’m rx,+v, (t) = min(A, 11), luego
—yo0

lim ry, (t) = ml’n(ll,,ul) +Az.

t—ro0

De forma andloga se obtiene,

lim ry, (1) = min(Az, o) + Ay

t—ro0

Pero para que se cumpla la relacién Uy >j, U, es necesario que se cumpla la desigualdad

tlirg ry, (1) < tlirg ru, (1),

es decir, la desigualdad

min(Ar, ;) + A <min(Ay, i) + A,
de donde se deducen i) y ii). O

La afirmacioén del siguiente corolario es una consecuencia de la parte ii) de la Proposicion 9.
Corolario 4. Si (1, < Ay < A; < U, entonces no existe orden de la tasa de riesgo entre U; y U,.

En Zhao et. al. (2013b), se da un ejemplo de no existencia del orden de la razén de verosimilitud
entre U; y Uy, en el cual los valores numéricos seleccionados para los pardmetros de las distribuciones
exponenciales satisfacen Uy < A, < A; < y;. El Corolario 4 establece que siempre que se cumplan estas

desigualdades no existe orden estocdstico de la razén de verosimilitud entre U; y Us.

Proposicion 10. Si A} > A, y A; — Ay > yy — Wy, entonces U >, Us.
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Demostracion. El cociente de las funciones de supervivencia de U; y U, se puede expresar,

= €U1 () — e(#z*m)t(lz - IJZ)(llel]t — pyetn)
Fy, (1) (A — 1) (A2t — ppetat) :

(1)

Probemos el crecimiento de la funcién ¢ (¢) para todo ¢ > 0. Se tiene:

sgn

(1) E 91 (r) = oA PRt (s — 25) (Ag — ) —

Bt 2 MR (2 — 1) (A — 2 — A + 1) (A — ) + Ao (D — ) (1 — )

$1(0) = (12 — 22)* (A1 — A2) (A1 — w1 )* > 0.

Luego para probar que ¢'(¢) > 0,¢ > 0, es suficiente probar que ¢ (z) > 0, 7 > 0. Multiplicando ahora la

funcion ¢, (1) por e~ 2+H2)! y hallando la derivada de esta nueva funcién, se obtiene que

0((1) Eg(t)= e P Q) 1) (Do — po — A+ ) (A1 — )P

A M Qg — iy — Ay + ) (2 — Do) (M — )?

$2(0) = M (A — 112)* (2 + A1 — A — 1) (11 — A1)* > 0.

Para que se cumpla la desigualdad ¢»(r) > 0,1 > 0, es suficiente que ¢5(r) > 0. Multiplicando la funcién

02 (¢) por e~ M1~H1) 'y tomando la derivada de la nueva funcién, se halla que

sgn

05(1) & Ay poet 222 (s 4 2y — Ao — 1) (Ao — 12) (A1 — 1) > 0.

De esta forma, finalmente se obtiene que ¢ (¢) es creciente para todo ¢ > 0. O

Siendo A; > A,, existen doce casos de relaciones de orden posibles entre los cuatro pardmetros
A, A2, U1 Y M. De las condiciones de la Proposicién 10 se deduce que si A1 > A, y g < Uy (estas
desigualdades equivalen a seis de los doce casos mencionados), entonces Uy >, Uz, y que también se
cumple este orden si A, < uy < p; < 4. Note que en este dltimo caso es mejor colocar la reserva mds
débil con el componente mas débil.

De la Proposicién 10 y de la parte i) de la Proposicién 9 se obtiene el siguiente corolario.
Corolario 5. Sean A; > A, > o, 4y <Ay y 41 > Up. Entonces Uy >, Us siy solosi A — Ay > ) — Lo,

Las suposiciones del Corolario 5 equivalen a dos casos de relaciones de orden entre los pardmetros,
en los cuales es mejor colocar la reserva mas débil con el componente mas débil.

De los doce casos mencionados de relaciones entre los pardmetros, quedan entonces dos casos por
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analizar: A, < tp <A1 < ;1 y A <A; < Up < ;. La siguiente proposicién brinda una solucién parcial

para estos casos.

Proposicion 11. Si u; > A, tp > Ay y % < %, entonces no se cumple el orden U; > U,, y por lo

tanto tampoco el orden Uy >, Us.

Demostracién. Escribamos el cociente de las funciones de supervivencia Fy, (1) y Fy, (t) en la forma

_ _ —(H2—A2)t
o(t) = m—A 126’7 2
2 —A2 uy—Ae (m—%1)

El orden U; > U, se cumple si ¢(7) < 1, ¢ > 0. Pero note que en las condiciones asumidas,

. i —Ar o
limo(t) = —F+ - — ,
lim ¢(7) T W
luego no se cumple el orden U; >4 Us. O

4. Conclusiones

Se ha estudiado un sistema serie de dos componentes, para el cual se dispone de dos reservas. Los
tiempos de vida de los componentes y de las reservas se asumen independientes. En el modelo de la
Seccién 2 se considera que las dos reservas serdn colocadas, una a cada componente. Las suposiciones
de la Proposicién 1 generalizan un trabajo anterior de otros autores, pero exigen el orden de la razén de
verosimilitud que es un orden fuerte. Estudios que hemos realizado sugieren la posibilidad de asumir en
su lugar el orden de la razén de riesgo. Los experimentos computacionales mencionados en esta seccion,
en el caso donde las distribuciones de los tiempos de vida de las cuatro unidades son exponenciales y
diferentes, apuntan al cumplimiento de los 6rdenes de la razén de riesgo y de la razon de verosimilitud,
y su demostracién queda abierta e invita a seguir explorando este caso.

Entre los resultados de mayor interés hallados estdn los de las las Proposiciones 3, 6 y 10 en la
Seccién 3, referidos a las condiciones bajo las cuales es mejor colocar la reserva mas débil con el com-
ponente también mds débil. Estas situaciones son de gran interés porque pueden contradecir la intuicion,
y entonces los resultados hallados en este trabajo brindan recomendaciones practicas para el disefio de

las estructuras de los sistemas.
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