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Resumen

En este proyecto se estudian algunos de los problemas gqgensigl modelado matematico, identifica-
cién y control de sistemas vibratorios aleatorios.

En la primera parte se describe el modelo reducido de unaing@planteado como un sistema de dos
masas moviles y dos grados de libertad. Con base en esteasedelabora eSimMechanicgMatlab) un
diagrama de simulacion que permita estudiar el comportzmigel modelo reducido ante perturbaciones
externas conocidas, como una alternativa a la construcie@m arreglo experimental real. Esto permite
disponer de mudltiples posibilidades de simulacién sin iiricen los costos y problemas asociados a un
modelo fisico de laboratorio.

Posteriormente, el modelo matematico construido en Sirhistgcs se utiliza con dos propésitos: calcu-
lo de los parametros internos del sistema a partir de “mextés” de las posiciones de las masas del modelo
e identificacion de modelo de velocidad de la maquina. El@minde los propdsitos cae dentro de lo que se
considera campo de trabajo de la mecanica experimental.

Por ultimo, con base en el modelo reducido montado en Simsfeck se proponen algoritmos de con-
trol de vibraciones para evaluar su posibilidad de apléraai sistemas reales. En el proyecto se muestran
las ventajas del empleo de modelos de simulacion previosanistruccion de modelos experimentales de
laboratorio.

Como resultados especificos del proyecto se lograron lagesigs: una muy buena identificacién para
propositos de calculo de parametros del sistema y para ileaeidin al control, buenos resultados en la
aplicacion del control, y excelentes resultados de lazatiion de la herramienta matematica denominada
SimMechanics de Matlbab.
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o L

Capitulo

Introduccion

1.1. Generalidades

En la gran mayoria de las maquinas, equipos y construccawits, exceptuando las muy pequefias,
se pueden presentar serios problemas estructurales o derfamiento debido a las cargas dindmicas ge-
neradas por vibraciones. Por esta razén resulta imporéaitee la propagacion de las mismas mediante
su absorcion o eliminacion. En algunos casos es necesslan aha estructura de una fuente vibrathria
en otros casos se requiere aislar un equipo de una baseovisfamnientras que en otros el aislamiento se
requiere para obtener comodidad, estabilidad y segu¥i&aa embargo, desde un punto de vista teérico los
tres problemas se consideran equivalentes.

Cuando una estructura esta bajo la accién de alguna formadeniento se pueden emplear muchos
procedimientos para tratar de controlar y mantener la gibradentro de ciertos limites. El método tradi-
cional para intentar aislar la transmision de vibraciérdprida por una fuente vibratoria instalada sobre
un soporte estructural flexiflees separar la maquina de la estructura por medio de soptistises di-
sipadores. Este tipo de control de vibraciones, que no eeguie una fuente de energia externa para su
funcionamiento, se denomiantrol totalmente pasivf81] e involucra la reduccion de las vibraciones por
medio de resortes, materiales elasticos y amortiguadoreseg adicionan a la estructura desde la etapa de
disefo. La principal desventaja de este tipo de aislamiesttoen la limitacién de eliminar sélo las vibra-
ciones en el rango de frecuencias para el cual fue calcuéadggneral altas frecuencias), por lo que puede
resultar ineficiente o inestable si el rango de operaciésidetma cambia. Adicionalmente, los aisladores
pasivos tienen dos restricciones negativas. La primerdiatees que el aislante seleccionado debe soportar
la carga estatica de la maquina. La segunda es que el sopbedeaher una rigidez lo suficientemente baja
para que la frecuencia de resonancia de la maquina monthdales soportes aislantes sea considerable-
mente menor que la frecuencia de operacion de la maquina [31]

1Como es en general el caso de las maquinas utilizadas erulstriiad

2Como es el caso de las mesas utilizadas para la calibracifstdementos o para la fabricacién de equipos electrérieoalta
precision.

3Como es el caso de las suspensiones de los vehiculos autesioto

4Como es el caso de una maquina rotativa.



2 Introduccién

Una de las formas de abordar el problema de aislamiento deébleciones sin el problema de las res-
tricciones mencionadas, es reemplazar el sistema de tpasivo por un sistema denominadoatmntrol
totalmente activoEn este tipo de control las vibraciones se atentian porikeeapn de una fuerza externa
(accion de control) que se calcula a partir de la determdmedée algun tipo de variable, sin disipar energia
por medio de soportes elasticos.

Una opcidn intermedia (preferida) es la de utilizar un sistelecontrol activoen serie o en paralelo a
los soportes convencionales de control de vibracién pa$h@j. Las ventajas de esto Ultimo son obvias ya
gue el sistema resultante es mucho mas confiable: si el sisterrontrol de vibracion activo falla, el sistema
de soporte pasivo continda en funcionamiento. Una degeesia embargo, es que el sistema de control
activo puede inducir vibraciones no deseadas o0 generaasiermomentos que se traducen en incremento
de vibraciones en la estructura de soporte.

En general, etontrol activo([1], [2], [10], [17], [26]) involucra el uso de una fuente deergia externa,
sensores, actuadores y algun tipo de sistema de controleleo digital con el objeto especifico de reducir
o mantener los niveles de vibracién dentro de unos margetedsiecidos previamente.

En muchos aspectos el control activo de vibraciones esagialilcontrol activo de ruido, problema que
ha sido investigado desde mediados de los afios 1930 ([&}), [s sistemas de control activo presentan
muchas ventajas si se comparan con los sistemas de cordia fentre las que pueden destacarse:

1. Se adaptan facilmente a diferentes condiciones de tradiajnecesidad de modificar la estructura del
sistema.

2. Suministran o disipan energia cuando se requiere.
3. Atenuan vibraciones en un amplio rango de frecuencias.

4. Toleran diferentes tipos de perturbaciones.

En principio se asume que una maquina debe aislarse de satestrde soporte si las vibraciones que
transmite pueden causar molestia sobre las personasadatigs componentes. Son muchisimos los cam-
pos de aplicacion para el control activo. Pueden mencieraimcipalmente los sistemas disefiados para el
control de movimiento en edificaciones o puentes sometideshblores de tierra y grandes cargas edlicas,
el control de vibraciones en estructuras que soportan madairotativa y el control de vibraciones de ins-
trumentos delicados montados sobre estructuras en maxonie

Para concretar el aislamiento activo se debe disefiar urotathdr que genere una sefial que permita al
actuador eliminar o reducir al minimo las vibraciones, laa@les se consideran perturbaciones. El controla-
dor debera trabajar en lazo cerrado para adecuar su seBalecksidades del sistema. Esto es equivalente a
regular un sistema que esta sometido a perturbaciones gagnueden medir directamente. De esta manera,
el sistema de aislamiento activo puede ser visto como uensistjue continuamente esta recalculando su
capacidad de disipacion segun la perturbaciéon dominante.

De acuerdo con la literatura [10], el aislamiento de maqiareobre estructuras de soporte por medio
de control activo es mas efectivo en el rango de bajas fretagres decir, inferiores a los 26(z. A estas
frecuencias el control activo puede mejorar sustanciaienenatenuacion de vibraciones que se puede lo-
grar con la utilizacion de un sistema completamente paBara problemas de vibracién caracterizados por
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frecuencias superiores a los 284 los sistemas de aislamiento pasivo convencionales sonedbep, por
lo cual se evita la inclusién de sistemas de control activestos casos.

Por lo general la vibracién producida por maquinaria ocarfe largo de mas de un eje [31]. Asi por
ejemplo, una maquina rotativa puede generar fuerzasdisgahomentos (flectores y torsores) que se trans-
miten a los soportes aislantes de vibracion. Sin embarda,reayoria de los casos los aislantes de vibracion
se disefian para atenuar vibraciones a lo largo de una diredominante.

Los amortiguadores dindmicos de vibraci¢l0], son en principio masas secundarias que se sujetan a
una estructura por medio de resortes y amortiguadores.tBs gistemas de control activo, la frecuencia
natural del sistema amortiguador se ajusta de tal maneraajoeida con la frecuencia de las vibraciones
no deseadas en la estructura original. Esto resulta en lcamponente de la estructura que adiciona una
gran impedancia de entrada en la estructura primaria, bilesolo o amortiguando la energia inercial del
sistema.

Los sistemas de amortiguacion de vibraciones dindmicamadte caracterizan por una masa secundaria
sujeta a un sistema vibratorio y conectada directamenteagtuador y a un sistema de control electrénico.
Se dice que el sistema de controbemptativa([2], [17], [26]) para hacer referencia a la posibilidad siste-
ma amortiguador de cambiar sus propiedades internas pataraie a los cambios en el ambiente vibratorio.

Las principales ventajas del uso de sistemas de contrebastin la movilidad, la adaptabilidad y la
posibilidad de incluirse en la estructura después de laaedapdisefio y construccion. Esto permite que
el sistema amortiguador sea montado en forma independientdectar el montaje entre la estructura y
la fundacion de soporte. Otras ventajas involucran egfabli bajo costo, minimo consumo de energia y
relativa facilidad de instalacion.

1.2. Descripcion y formulacion del problema

El problema planteado en este trabajo es el del control daditnes inducidas en maquinas o mesas
para soportar equipos, colocadas sobre estructurasddsqgtar fuentes de baja frecuencia (inferiores a los
20H2).

En su forma més general [31], la vibracion se genera por iasimultanea de seis (6) cargagdres
(3) fuerzas en las direcciones de los ejeg z, dos (2) momentos flectoreen las direcciones de los ejgs
zy un (1) momento torsdéren la direccion del eje . Esto quiere decir que si se requiere controlar completa-
mente el problema de vibraciones, se necesitan seis (@dmtes independientes, uno (1) para cada grado
de libertad.

En la practica el problema se simplifica controlando pasar@malgunos de los grados de libertad del
sistema y controlando activamente los demas. Asi por e@rsie restringe mecanicamente el movimiento
de la maquina en direccion horizontal (adelante — atrdsjézda — derecha), autométicamente se controlan
en forma pasiva tres (3) de los grados de libertad, puestadgmas de los anteriores, también queda con-

SVéase la Figura 1.1.
6Los cuales tienden a doblar la estructura en planos pepdanis a los ejes.
El cual tiende a rotar la estructura en direccién longitatimaxial.
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Fx: Fuerza axial

Fy: Fuerza cortante

Fz: Fuerza cortante

Mx: Momento torsor
My: Momento flector
Mz: Momento flector

Figura 1.1: Direcciones principales de fuerzas (normalesriantes) y momentos (flectores y torsores) en
la seccion transversal de la estructura de soporte de unaimaaq

trolado el movimiento de rotacién alrededor del eje velti€a estas condiciones el problema se reduce al
control activo del movimiento de la maquina en direcciorival (tres grados de libertad que representan la
superposicidn de un desplazamiento vertical arriba — abdfms movimientos de rotacion alrededor de los

ejes perpendiculares al eje vertical).

Este Gltimo problema (3 grados de libertad), el cual es unalgicacién del problema general, puede
ser resuelto mediante la ubicacion adecuada de modulostt®ldd] en las esquinas de soporte de la ma-
quina (cuatro en este caso). Cada uno de estos médulos pararel de un sélo grado de libertad se disefia
en forma independiente y al instalarse en la maquina seaaldra sincronizarlo (acoplarlo) con los demas.
El objetivo de este trabajo es el de evaluar el comportam&ntulado de uno de estos médulos de control.

El énfasis principal es el de indagar en Espectos matematicos mas relevantasa el modelado,
identificacion, disefio del control, y la simulacion de losuleados en un sistema vibratdtio

8En este punto es necesario aclarar que aunque en este sabajguiere simplificar el modelo fisico real de un sistemaeals
grados de libertad a uno de menor nimero de grados, esto méicsigina trivializacién del problema de vibraciones nrecas.
La razén es simple: un sistema mecanico multicuerpo [8] (mexle ser considerado como un arreglo o interconexiénicsl e
multiples masas) puede tener infinitos grados de libeBadcontrol requeriria por lo tanto infinitos actuadores.e®ibargo muchas
de las aplicaciones de ingenieria se pueden modelar comemais de un solo grado de libertad, es decir, como un cuego ri
controlado por un Gnico elemento actuador.
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1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Aplicar la teoria de modelado matemético a la solucion deblema de control activo de vibraciones
gue se generan en maquinas o equipos afectados por la aecfdardes vibratorias de baja frecuencia y
evaluar los resultados mediante la simulacion en un sistierhasta dos grados de libertad (en este caso, una
magquina sobre una estructura simplemente apoyada soragdéigecion de una fuente vibratoria externa).

1.3.2. Obijetivos especificos

1.

Analizar mateméaticamente el concepto de vibracionesrgeias por cuerpos rigidos vibratorios sobre
estructuras de soporte flexibles para su aplicacion al @amttivo (adaptativo).

. Desarrollar uimodelo matematicque pueda utilizarse para efectos de simulacion e idertidina

paramétrica del modelo reducido de una maquina simpleragoigada, con base en los conceptos de
modelado de sistemas vibratorios.

. Construir y validar en Matlab ehodelo mateméaticdel paso anterior de tal forma que permita utilizar

sefiale$ con el fin de disefiar una cierta accion de control para su @enepi®o fuerza en un sistema
de control activo.

. Desarrollar el procedimiento de identificacién del modeducido de una méquina con base en las

variables involucradas con el fin de evaluar el mejor modelo.

. Desarrollar un procedimiento adaptativo para aplicaeid el control de vibraciones de una maquina

soportada por una estructura sometida a vibraciones.

. Evaluar los resultados obtenidos con el algoritmo derobatlaptativo mediante la realizacion de

simulaciones en Matlab.

. Plantear los retos y dificultades que se pueden pres@mai manejo de sistemas con mas grados de

libertad.

1.4. Hipotesis o preguntas de investigacion

Algunas de las preguntas que surgen son las siguientes:

1.

¢, Cuales son los problemas asociados con la identificdei@istemas no lineales como el planteado
por un sistema vibratorio variable?

¢ Cuales son los métodos de identificaciéon mas adecuaeéstoscasos?

¢, Cuales son los problemas asociados al disefio del cadaptativo? ¢ Cual sera el mejor método de
control adaptativo para el caso planteado?

¢, Se podra alcanzar el control en todas las frecuencigsedtaadn del sistema? De ser esto posible,
¢ bajo que condiciones se puede lograr?

9Posicion, velocidad, aceleracion, ...
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1.5. Método de investigacion

En el proyecto se estudian los problemas que surgen del admeiatematico, identificacién y control
de sistemas vibratorios aleatorios. Para efectos deljtraeautiliza una de las multiples herramieffas
disponibles en Matlab ([20], [21]), denomina8anMechanic$29]. En esta herramienta se construye un
modelo matematico no lineal de un sistema de masas, rega@tesrtiguador de dos grados de libertad.

A cada una de las variables del modelo construidSiemMechanicse le asignan valores iniciales para
configurar lo que se denomina el “modelo reducido” de una mmagimplemente apoyada. Esta maquina
virtual se enmascara para ofrecer un modelo matematicoaleydquina en su configuracion deafa ne-

gra’.

Una vez hecha la validacién del modelo reducido, se puedreger a realizar la identificacion de para-
metros: el modelo reducido se somete a perturbacionesidaispse registran las respuestas del sistema ante
las perturbaciones, se procede a la estimacion de los paicsyepor Ultimo se comparan los resultados de
la identificacion con los datos introducidos originalmefiste procedimiento es de utilidad en el momento
de decidir cuales son los mejores modelos de identificacéanpétrica.

Por dltimo, con los datos de la identificacion paramétricaussde abordar el problema del disefio del
sistema de control de vibraciones inducidas en el modeleidd original. Aqui se pueden evaluar diferen-
tes estrategias de control y analizar los efectos de tiastddnodelo reducido original los resultados del
disefio con base en la identificacion.

1.6. Contribuciones

Son muchas las areas de la ingenieria que se han beneficikdamestigaciones en técnicas de control
activo. Algunos ejemplos en lo relacionado con el contrtVaale vibraciones son los siguientes:

= Control activo de vibraciones en vehiculos automotoressésmcampo se han hecho grandes esfuerzos
para mejorar las condiciones de manejo, seguridad y coraddid los usuarios. Muchos vehiculos
de produccién masiva ya involucran en forma estandar gsialg sistemas de control . Algunos fa-
bricantes realizan investigaciones para incorporamastenas complejos que incluso pueden “tomar
el control” del vehiculo en curvas pronunciadas y de esteem@amejorar las condiciones de manejo
a altas velocidades.

= Control activo de vibraciones en puentes y estructuras: didaejue las construcciones civiles se
hacen cada vez mas grandes, se requiere la inclusion daasstie control activo que permitan ga-
rantizar la resistencia estructural y la rigidez necesaaia soportar cargas edlicas y movimientos
teldricos. En particular es de interés el control de movittieen edificios de gran altura y en puen-
tes con grandes luces de soporte, en los cuales se requietengrauna comodidad minima de los
usuarios.

= Control activo de sistemas de movimiento de cargas en lsstridwaeroespacial: el disefio de gruas
y brazos para el movimiento de cargas en ambientes de mieneedapd plantea dificultades enormes
desde el punto de vista de control adecuado de posiciorgislalh aceleracion y vibraciones. Se han

10Toolbox
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propuesto diferentes tipos de plataformas de miultipledagae libertad con el objeto de ubicar o
reparar satélites en el espacio, asi como para ensamblpooemtes de las estaciones espaciales.

= Control activo de balanceo de plataformas marinas de ex@race petroleo: los sistemas de perfo-
racion petrolera instalados sobre plataformas marinagern la garantia de una cierta estabilidad
para evitar rotura de los taladros de perforacién. Aquipatrol activo se utiliza para evitar movi-
mientos que desplacen las plataformas de sus sitios dé¢ayapara evitar oscilaciones causadas por
la agitacion del agua.

= Control activo de ruido y vibraciones en aeronaves: losraesgoy helicopteros modernos utilizan
estructuras muy livianas y turbinas cada vez mas poterdadpaual se incrementa el problema del
ruido y las vibraciones sobre los tripulantes y los instrotos. Las técnicas de control activo buscan
disminuir estos problemas en funcién de las condicionegticas y de operacion.

= Control activo de ruido: en este campo los esfuerzo se hantado hacia el desarrollo de algoritmos
adaptativos que permitan alcanzar la distribucion éptimdugntes de cancelacion (supresion ) de
ruido, con base en el uso de mdltiples sensores localizattssealrededores de los sitios que se
desean controlar. En particular se ha hecho énfasis en dedaaensidad de energiay de la intensidad
sonora para efectos de control. Igualmente se han hecheresfupara reducir el flujo de potencia
vibratoria proveniente de vigas, laminas y estructuragxejas en movimiento.

Como puede verse, son innumerables los campos de apliceidnngenieria donde es indispensable
la utilizacién de técnicas de control activo de vibraciopesido. Son muchisimas las contribuciones que se
han hecho al respecto. Para ampliar la literatura sobre aspectos se recomienda la lectura de las referen-
cias [1], [5], [10], [13], [14], [15], [24], [25].

En este trabajo en particular se destacan los siguientasstog

= Modelado: montaje en SimMechanics (Matlab) de un diagrama para amaliicomportamiento del
modelo reducido de una maquina. Este modelo matematico déstema de dos grados de liber-
tad permite la simulacion de la respuesta del sistema anigripaciones externas conocidas. Es una
alternativa a la construccion de un arreglo experimentdlqaee permite disponer de maltiples po-
sibilidades de simulacién sin incurrir en los costos y peaids asociados a un modelo fisico de
laboratorio.

= |dentificacién: el modelo matematico construido en SimMechanics fuezatllo con dos propdsitos:
calculo de los parametros internos del sistema a partir @glitiones” de las posiciones de las masas
del modelo e identificacion de modelo de velocidad de la nméqul primero de los propésitos cae
dentro de lo que se considera campo de trabajo de la mecaqpearmeental. Hasta donde se ha
indagado en la literatura, en Colombia no se han constru@algado modelos experimentales como
el que se plantean en el modelo.

= Control: con base en el modelo reducido montado en SimMecahanicsopergn algoritmos de
control de vibraciones para evaluar su posibilidad de apiin a sistemas reales. De nuevo, se mues-
tran las ventajas del empleo de modelos de simulacién c@rcetsa la construccidn de arreglos
experimentales reales.
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1.7.

Organizacion del trabajo

A partir del Capitulo 2 el trabajo est& organizado de la sigigi forma: al iniciar cada capitulo, se plan-
tea una breve introduccion al tema correspondiente, sagigbdesarrollo tedrico asociado. Al finalizar el
capitulo se presenta un breve resumen en el que se hace mahicigro de los objetivos planteados en la
introduccion.

Una rapida descripcion del contenido del trabajo es la sigai

En el Capitulo 2 se hace una introduccion a la literaturachsara el modelado matemético de
sistemas vibratorios desde la perspectiva déuasiones de transferencfara sistemas de diferentes
grados de libertad. Aqui se resalta el concepto de la furdgdnansferencia por su importancia para
comprender la respuesta de un sistema ante los efectos gernmdacion externa al mismo.

En el Capitulo 3 se hace una introduccion al conceptioleetificacion paramétricy se muestra la
estructura de algunos de los modelos lineales discretositifiaados.

En el Capitulo 4 se presentan los conceptos basicos aseehdodelado de maquinasectadas por
fuentes vibratorias y los conceptos basicos del controlade vibraciones.

En el Capitulo 5 se presentamlbdelo reducido de una maquina simplemente apoydaateado
como un sistema de dos masas conectadas por medio de rgsartemtiguadores, ademas de la
construccion y validacién de este modelo en Matlab.

En el Capitulo 6 se presenta el procedimientad#mtificacién paramétrica del modelo reducido de
una maquinapara lo cual se utiliza el modelo matemético desarrolladel €apitulo 5. El objetivo
se orienta hacia el calculo de los parametros internos déélnoeducido a partir de la identificacion
de la diferencia de posiciones de las masas.

En el Capitulo 7 se plantean y evalUan estrategias de camtiob para la velocidad de la maquina en
el modelo reducido con base en la identificacién de modelesideidad.

Finalmente, en el Capitulo 8 se presentan las conclusi@res ges.

1.8. Convenciones

Al principio de cada capitulo se presentan los nombres dsalsolos utilizados en los diferentes temas.
Adicionalmente, en el Anexo A aparece un listado completimslsimbolos utilizados para las variables y
parametros del trabajo, incluyendo la pagina de primerdaga del simbolo en el documento.
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Capitulo

Modelado de sistemas vibratorios

2.1. Introduccion

En el estudio de sistemas de control es indispensable esppee&n forma aproximada el comportamien-
to de la dindmica del sistema para comprender sus cardic&sidJnmodelo matematicee puede definir
como un conjunto de ecuaciones que describen con cierto geadrecision la dindmica del sistema. Dado
gue el enfoque de un problema puede ser variable, puedentearse muchas representaciones matematicas
(o modelos matematicos) del mismo.

En la mayoria de los problemas dinamicos el modelado delnséstidopta la forma de un conjunto de
ecuaciones diferenciales que se obtienen a partir de las féicas que lo gobiernan. Ya que los modelos
matematicos pueden tomar diferentes formas, la seleceidnatielo es un asunto de conveniencia que tiene
en cuenta las caracteristicas especificas del problema.

En las aplicaciones de control moderno se utilizan con &ecia lagunciones de transferencja3] con
el fin de caracterizar las relaciones entre las variablestlada y salida de sistemas que se pueden descri-
bir con el empleo decuaciones diferenciales lineales invariantes en el tiergste es el caso de muchos
problemas asociados con vibraciones mecanicas, por lorgasta primera parte se mostrara la forma de
obtener la funcién de transferencia para sistemas viboatde hasta grados de libertad.

En control lafuncién de transferencide un sistema es un modelo matematico que se define como la
relacién entre la transformada de Laplace de las variabklealitla (respuesta del sistema) y la transformada
de Laplace de las variables de entrada (excitacion o pextifnb del sistema), bajo el supuesto de que todas
las condiciones iniciales son cero. Matematicamente estefgesenta por medio de la relaci®(s) para
la funcion de transferendia

G(s) — ( % [salidd

<z [entrade})condiciones iniciales cero

1Un listado de los nombres asignados a los simbolos utilizaticel capitulo aparece en la Tabla 2.1. Un listado compketosd
nombres asignados a los simbolos utilizados en todo efdraparece en el Anexo A.
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Tabla 2.1: Simbolos utilizados en el modelado matematiceisiemas vibratorios

Simbolo | Descripcion

A Matriz de coeficientes constantes

A A Constantes

B Matriz o vector de coeficientes
B Factor de amplificacién
Bt Transmisibilidad
C, G Constantes o coeficientes de amortiguacion viscosa

Matriz de amortiguamiento de un sistema de multiples grdddibertad

Matriz o vector de coeficientes

C

C

Cec Coeficiente de amortiguamiento critico

D Matriz o vector de coeficientes constantes

F(t), F(t) | Fuerza perturbadora dependiente del tiempo

R Fuerza resultante dependiente del tiempo
Fo Fuerza no dependiente del tiempo (constante)
F(s), G(s) | Funciones de transferencia para la variable comgleja
(0} Angulo constante
H(t) Funcion de respuesta al impulso
I Impulso lineal
j Operador imaginario
k, ki Constantes elasticas de resortes
K Matriz de rigidez de un sistema de multiples grados de bigert
Z|F(t)] | Transformada de Laplace de F(t)
m, m Masas de cuerpos rigidos en general
M Matriz de masa de un sistema de multiples grados de libertad
P, pi Constantes derivadas de calculos

g, Y Angulos de fase

Diferencia entre angulos de fase

Relacion entre velocidades angulares

Nombre asignado a una variable compleja en general

Tiempo

Vector de entradas (fuerzas) del sistema

Frecuencia natural de un sistema

Frecuencia natural de amortiguamiento de un sistema

Trabajo realizado por una fuerza sobre un sistema

Energia disipada por un sistema

U
r
S
t
U
)
0y
Wt Frecuencia una fuerza perturbadora
We
Why
Ws

Trabajo realizado por un resorte sobre un sistema

X(s) Vector de variables de estado
Xi(t) Variables de estado
Xi(t) Derivadas de las variables de estado

<

Vector de salidas del sistema




2.2 Modelado de sistemas de un grado de libertad 11

Simbolos utilizados en el modelado matematico de sisteibegtorios (Continuacion).

Simbolo | Descripcion

C Factor de amortiguamiento

z, z, Z | Posicion de un cuerpo rigido en un sistema coordenado denefa

z, z, Z | Velocidad de un cuerpo rigido en un sistema coordenado deerefia

Z, %, Z | Aceleracién de un cuerpo rigido en un sistema coordenadefelencia
Zo Posicién inicial
Z Solucién complementaria o transitoria de una ecuaciometifgal homogénea
Zp Solucién particular o estacionaria de una ecuacion ditgathomogénea
Zy Velocidad en estado transitorio
Zp Velocidad en estado estacionario
7 Aceleracion en estado transitorio
Zp Aceleracién en estado estacionario

Con base en el concepto de funcion de transferencia es posjiesentar la dindmica de sistemas por
medio de polinomios en la variable complej&l sistema se denomina deésimo ordesi la potencia mas
alta del polinomio del denominador de la funcién de traresfeia es igual a.

La funcion de transferences una propiedad del sistema bajo analigiss aunque no suministra infor-
macion acerca de las caracteristicas fisicas del sisteamajtp una descripcion completa de las caracteris-
ticas dinamicas del mismo con base en la respuesta a déersefiales de entrada.

En las siguientes secciones se presenta una recopilaciatitgeatura sobre la obtencion de las funcio-
nes de transferencia para sistemas con diferentes gradibsidad. Véanse las referencias [9], [23], [27],
[28], [16], [32] para una descripcion mas completa de cadedarios aspectos que aqui se mencionan. Esta
informacion es (til para plantear las relaciones entre etepto de funcién de transferencia de un sistema
y los conceptos delentificacion paramétricg controlque se describen en los Capitulos 6y 7.

2.2. Modelado de sistemas de un grado de libertad

2.2.1. Vibracién no forzada

En la Figura 2.1 se muestra un diagrama simplificado de uenssstlinamico de un grado de libertad.
Consiste de una maga sujeta a un soporte estructural por medio de un resorte y ortigmrador. La cons-
tante elastica del resorte (o rigidez) ley el coeficiente de amortiguacion viscosa del amortiguasiar i
por algunarazén el sistema es puesto en movimiento a calsapléecacion de alguna perturbacién externa
(una fuerzaF, una velocidad inicial o el desplazamiento de la masadesde su posicién de equilibrio),
entonces se producira una vibracion libre de la masa aleedidsu punto de equilibrio. En una posicion
arbitrariaz de la masa desde el punto de equilibrio, el resorte ejercerfuerza de restitucion de magnitud
kz En esta misma posicion, la fuerza de amortiguamiento sé&ee proporcional a la velocidad de la masa, y
es equivalente &z El desplazamiento se considera positivo hacia la derezstieda posicion de equilibrio.

Con base en las fuerzas soportadas por la nmasse puede escribir la ecuacion diferencial del movi-
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Figura 2.1: Diagrama esquematico general para sistemas gido de libertad.

miento en la siguiente forma:
mz+cz+kz=F(t) (2.1)

dondez es la aceleracion de la masa

La ecuacion 2.1 es la forma estandar de la ecuacion difededesegundo orden que describe la vibra-
cién de sistemas amortiguados de un grado de libertad.

Si en la ecuacion anterior la magnitud de la fueFzd) es cero, se obtiene:
mz+cz+kz=0 (2.2)

La ecuacién 2.2 es la forma estandar de la ecuacion difeddrmnogénea de segundo orden que descri-
be la vibraciomo forzadade sistemas amortiguados de un grado de libertad. Unaéoldeiesta ecuacion
es de la forma:

z=A" (2.3)

dondeAy p son constantes. Para calcular el valor de las expresionas®pg p en 2.3, se sustituye esta
solucion y sus derivadas en la ecuacion diferencial 2.2]cqone se obtiene:

(mpP+cp+k At =0 (2.4)
Ya que la expresiorA e® # 0, entonces en 2.4 la ecuacién caracteristica esta defioida p
mp+cp+k=0 (2.5)

Las raices de 2.5 estan dadas por:

p1=— =+ /P amk (2.6)

2m  2m

me—S L /@ amk 2.7)

2m 2m
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En ausencia de amortiguacfoia ecuacion 2.2 se convierte en:
.k
z2+—2z=0. (2.8)
m
Si se denominex, = k/m, la masa oscilaria libremente con una frecuencia natoyral /k/m. En este
caso la solucion de la ecuacion 2.8 estéd dada por:
z=Asinwn t, (2.9

dondeA es la amplitud de oscilaciénop, es la frecuencia natural de las oscilaciones no amortiguada

Esto puede comprobarse si se considera que:

Z=n A cosn t (2.10)

2

z (2.11)

7= —n2 A Sintnt = —wn
con lo cual la ecuaciéon 2.8 se convierte en:

d

—Wn’Z4+ wn’z=0

Sin embargo, como el sistema es generalmente amorti§uselemplea ufactor de amortiguamiento
relativo{ para definir el grado de mortiguamiento. Este se obtieneta& gada condicion:

V€2 —4mk= 0, (2.12)

lo cual implica que

¢ — 4mk=0. (2.13)
Para simplificar el manejo de las ecuaciones se introdusesidaientes relaciones:
Cc=2mwh=2vVmk (2.14)
y
c
=— 2.15
¢ c (2.15)

donde se defin€€; como elcoeficiente de amortiguamiento critiddon lo anterior las raicep; y p. de
la ecuacién caracteristica pueden expresarse en térmehfzstbr de amortiguamient§ como:

p1=—{wn+wny /31 (2.16)

P2 = —{tn—wny/{2—1 (2.17)

Si (> 1 lasraicesp; y p2 son reales y diferentes. El factor de amortiguamientdes 1 si el
coeficiente de amortiguamiento es mayor que el coeficiengendetiguamiento critico (esto es> C;). En
este caso la solucion general para 2.1 es de la forma:

z=Aet 1 B2,

2Es decir, cuando = 0.
3Es decir, cuando # 0.
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Este es el caso denominado como sistept@eamortiguado
Si { =1 lasraicesp; y p2 sonreales e iguales. Esto es:
Pr=p2=—ln
En este caso la solucion general para 2.1 es de la forma:
z=(A+B)e !
En esta condicidn, se dice que el sistema edticamente amortiguado.

El factor de amortiguamiento eé = 1 si el coeficiente de amortiguamiento es igual al coeficidate
amortiguamiento critico (esto es,= C¢). En este caso, el sistema se denongitiicamente amortiguado

Por dltimo, si { <1 lasraicespy y p2 son complejas conjugadas puesto que ambas involucran el

término+/—1. Por lo tanto,
Pr2 = —{wnEtwniy/1-22

Si se hace
W=0n1/1-22
entonces

P12 = —(th £ Wi

El términow es la frecuencia de movimiento cuando esta en la condici@ntimada especificada por
¢. La solucién para 2.1 es:

7= Ae(fZ(cho)t + Be(fzuh—iw)t
z=e " [AdY 1 Be ]
Pero
€Y — cosut + i sinwt
e — coswt — i sinut
Por lo tanto
z=e ‘' [(A+ B)coswnt +i(A— B) sinwnt]

El factor de amortiguamiento e6< 1 si el coeficiente de amortiguamiento es menor que el coefiicie
de amortiguamiento critico (esto es,< C¢). En estas condiciones se dice que el sistemasegtamorti-
guado
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2.2.2. Vibracion forzada

Tomese de nuevo como referencia la Figura 2.1, la cual repi@sin sistema simple de un grado de
libertad amortiguado. Se quiere obtener la respuesta stehsa a la accion de una perturbacion externa
F(t). La constante elastica del resorteley el coeficiente de amortiguacion viscosa del amortiguaslar e
El sistema se somete a un desplazamientde la masam desde la posicién de equilibrio por accion de la
fuerza externaF (t). Mediante la aplicacion de la segunda ley de Newton se abtéeacuacion diferencial
del movimiento del sistema:

mz+cz+kz=F(t) (2.18)

La ecuacion 2.18, es una ecuacion diferencial no homogémsaglindo orden, cuya solucion puede
expresarse en dos partes:
Z=7+12p (2.19)

La primera parte ) de la ecuacién 2.19, denominastducion complementarjaepresenta la soluciéon
de la ecuacion homogénea:
mz,+cz,+kz =0 (2.20)

Esta funcion complementaria, también se denormsahacion transitoriadebido a que en la presencia de
amortiguamiento su valor tiende a cero.

La segunda partezf) de la ecuacion 2.19 denominastalucion particular representa la respuesta del
sistema a la fuerza perturbadoFgt). También se le denomirsplucion en estado estacionaridebido a
gue permanece en el tiempo después de que la vibraciorntdréasiesaparece.

La solucién transitoria contiene dos constantes arbétsariientras que la solucién en estado estaciona-
rio no contiene ninguna. Por lo tanto la solucion de la e@ra2i19 contiene dos constantes arbitrarias que
deben ser calculadas a partir de las condiciones iniciglgsrdblema.

Supdngase ahora que el sistema es excitado por una fueraaiearf (t) expresada en la forma
F(t) = Fo sinwst (2.22)
donde ws es la frecuencia de la fuerza perturbadora. La sustituedsth ecuacion en la 2.18 queda:
mz+cz+k z=Fy sinwst (2.22)
La solucion en estado estacionadg puede ser asumida en la forma:
Zp = A1 sinwst + Ay coswst (2.23)
con lo cual se obtienen las siguientes expresiones paréoleidad y aceleracion:
Zp = wr Ap coswst — wr A sinwst (2.24)
Zp = —f A1 Sinwst — wf Ay coswrt = —wf zp (2.25)
Sustituyendo las ecuaciones 2.23, 2.24 y 2.25 en la 2.22gegrando los términos, se obtiene:

(kfoo% m)(Aq sinwst + Ay coswit) 4 € wr (Ar coswst — Ay sinwst) = Fpy sinwst
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o lo que es lo mismo,
[(k—w? M)Ay — c Wy Ag]sinwrt + [c wr A+ (k— w? m)Ag] coswrt = Fy sinwt (2.26)
Esta ecuacidn permite obtener las siguientes expresiornésminos deA; y A:
(k—w? mA; — cwr Az =Ry (2.27)

cwi Ar+ (K—w? mA, =0 2.28
f

Si se dividen las ecuaciones 2.27 y 2.28 por la constantioglds se obtiene:

Wf m c Fo
<1T> AL — (Emf)AZ: 2 (2.29)
w?
(Emf) A+ <1 _fkm> A =0 (2.30)
Comooozn =k/my c¢={C; = 2mwy, entonces
wf 2
(1-&) AL — (Zmenoof)Az:% (2.31)
w?
(Z ZE“*’“mf)Al+ <1@f> Ao =0 (2.32)
Si
_ o
= (2.33)
Y =
_0
Zy= K (2.34)
las ecuaciones 2.31y 2.32 se convierten en
A-r)A—-2rlA =2 (2.35)
2r{AL+(1-r5)A=0 (2.36)

El términor = ws /w se conoce como relacién entre la frecuencia de la fuerzeaalaliy la frecuencia
del sistema cuando esta en la condicién amortiguada imrgppest.

Las ecuaciones 2.35y 2.36 se resuelven para calcular lasitondes de las constantdy y A:

1Pz
A= (1-r2)2+(2r Q)2 (2.37)
po— — —218Z (2.38)

(1-r2)2+(2r Q)2
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Con base en lo anterior la solucion en estado estacionari® €euacion 2.23 puede escribirse de la
siguiente forma:
Zo

%= Ty g (L) sinrt — (21 ) cosur] (2:39)

la que también puede ser escrita como:

Zo
(1-r2)2+(2r Q)2

dondey representa el &ngulo de fase definido por:

Zp= sin(wst — W) (2.40)

2r
_ian-l
Y= tan (1_ r2) (2.41)
La ecuacion 2.40 puede escribirse en una forma mas comcta a

Zp = Zo B sin(wst — ) (2.42)

donde el término3 se denomina elctor de amplificaciondefinido en el caso de sistemas amortiguados
como: .
B= (2.43)

V(1122 +(2r ()2
Si el factor de amortiguamientd es igual a cero, el factor de amplificacifhse convierte en

1
Vir?

Cuandor = 1, es decir, cuando; = w, el factor de amplificacién en el caso de sistemas no amartigu
dos tiende a infinito. Este es el caso conocido caesonanciaEl factor de amplificacior3 se muestra en
la Figura 2.2 para diferentes valores 4e

B= (2.44)

El concepto de transmision de fuerza en vibracion forzada

Del analisis de la ecuacién 2.40 y de la Figura 2.2 se deduzégtementando la rigidez del resotte
y el coeficiente de amortiguamienty la amplitud de la vibracion disminuye. Sin embargo, eléncento
de las constante de rigidez y amortiguamiento tiene efetteda fuerza transmitida al soporte del sistema
(estructura de soporte). Esto indica que se debe tenerdmuadaeleccionar estos coeficientes para disminuir
esta fuerza. Tomando como referencia la Figura 2.3, en lseuauestran los diagramas de cuerpo libre de
la masa y del sistema de soporte, se puede calcular la fueeAtugie a la estructura de la siguiente forma:

R=kz+cz (2.45)
De la ecuacion 2.42, se tiene qug:
Zp = Wt Zo B cogwrt — )
Por lo tanto, la ecuacién 2.45 puede reescribirse como:

R =k Zp B sin(wft — )+ cwi Zo B cogwst — )



18 Modelado de sistemas vibratorios

Factor de amplificacion

(=0

(=01

25

15

0.5

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
Relacién de frecuencia (r)

Figura 2.2: Factor de amplificacih

R =2Z0B\/K+ (cwr)? sin(wit —T), (2.46)
donde
U=u-—u (2.47)
y Y es un angulo de fase definido como

W — tan 1 (C—E’f) —tanl(2r Q) (2.48)

La ecuacion 2.46 también puede reescribirse como:

R=2ZkB\/1+(2r 0)? sin(wst — ) (2.49)

Como Zp = Fy/k, la ecuacion 2.49 también se puede presentar como

R=FoBy\/1+(2r 2)? sin(wst — T)
R =Fo Bt sin(wft — ) (2.50)
donde

Bo=B1/1+(2r )7

2
- 1+(2r Q) .51

\/(17 r2)% 4 (2r ¢)?
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z

7 -

Oe
Z

Figura 2.3: Diagramas de cuerpo libre en el caso de vibrdor@ada para sistemas de un grado de libertad

Obsérvese queB; representa la relacion entre la amplitud de la fuerza traiary la amplitud de
la fuerza aplicada. El términd; se denominaransmisibilidad En la Figura 2.4 aparec@ como una
funcion de la relacion de frecuenciapara diferentes valores del factor de amortiguamigntSe observa
que B > 1 parar < /2. Esto indica que en esta region la amplitud de la fuerzamniida es mayor que
la amplitud de la fuerza aplicada. Adicionalmente, para v/2, la fuerza transmitida a la estructura puede
reducirse incrementando el factor de amortiguamidnt®arar > /2, By < 1 y en esta region la amplitud
de la fuerza transmitida es menor que la amplitud de la fusplieada. En esta regién, la amplitud de la
fuerza transmitida se incrementa con el incremento debfalet amortiguamientd.

El concepto de trabajo por ciclo en vibracion forzada

La ecuacién 2.42 que define la respuesta en estado estéci@naa excitacion arménica en la presencia
de amortiguamiento, implica que para una cierta relaciéredeienciar y un factor de amortiguamientf
la amplitud de vibracién permanece constante. Esto soldeplograrse si la energia de entrada al sistema,
como resultado del trabajo realizado por la fuerza arméextarna es igual a la energia disipada como
resultado de la presencia de amortiguamiento. Con el fin siereér esto, se evalla el trabajo realizado por
la fuerza armonica como:

dWe=F(t)dz=F(t) z dt (2.52)
dondeW: es el trabajo realizado por la fuerza externa por cada gi@sta dado por:
21/ W
we:/ F(t) 2 dt (2.53)
0
2T/ Wf
We = / Fo sin(wst) zo B wr cogwst — W) dt (2.54)
Jo
21
We=Fo 2B / sin(wrt) cogwst — Y) d(wrt) (2.55)
Jo

Efectuadas las operaciones se obtiene:

We = TR0 20 B Sin() (2.56)
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Transmisibilidad
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Figura 2.4: Transmisibilidad

De forma similar se puede evaluar la fuerza disipada poo cicimo consecuencia de la fuerza amorti-

guadora como:
2jwr
We = czzdt
0

We = ¢ Z B? wy /(;zncosz(mft — ) d(wrt)

Realizada la integral, se obtiene:
Wy = TC 2 B% 0y

Obsérvese que la energia de entrada al sistema es una flineidinde la amplitud de vibracién en
estado estacionarig3, mientras que la energia disipada como resultado de ladaenprtiguadora es una
funcién cuadrada de la amplitud. Como en régimen estadmaarbas deben ser iguales, entonces

We =Wy
o lo que es lo mismo
TR 20 B sing = TtC 2% B2 wy
Con lo anterior el factor de amplificacién se convierte en:
Fo/2o .
= ——sin
B=—siny

f
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Con base en la definicion dg y del angulo de fasep, dados respectivamente por las ecuaciones 2.34
y 2.41, el factor de amplificacién puede ser escrito como:

R/ ok
B——SInLIJ—wf

C Ws
También, comoc ws /k=2r ¢, la ecuacién anterior se reduce a

1
V(1-12)24(2r Q)2

Esta uUltima expresién es la misma obtenida para el factongsificacion calculado por medio de la
solucién de la ecuacion diferencial. Aqui se obtuvo a pe#dita ecuacion de energia de entrada resultante
del trabajo realizado por la fuerza armoénica, a la energipatia como resultado de la fuerza amortiguadora.
En efecto, este debe ser el caso ya que el cambio en la enerdéatmacion en un ciclo completo debe
ser igual a cero, debido a que el resorte tiene la misma ettgdespués de completado un ciclo. Esto
también puede ser demostrado matematicamente a partidedinécion de trabajo realizado por la fuerza
del resorte como

B=

L 2n

WS:/“Tsz'zdt
JO

2n
Ws = k 22 BZ/ sin(wt — ) cogwrt — ) d(wrt)
0
con lo cual, después de efectuadas las operaciones seeobtien

WSZO

Respuesta al impulso

Una fuerza de impulso se define como una fuerza que tiene anargrgnitud pero que actla durante un
intervalo de tiempo muy corto, de tal forma que la integrdielmpo de esta fuerza es una magnitud finita.
Si la fuerza de impulsé (t) actia sobre un sistema de un grado de libertad como el morald Figura
2.1, para el cual la ecuacion diferencial de movimiento espiiesada en la forma

mz+cz+kz=F(t)

entonces la integracion de esta ecuacion sobre el cortwafede tiempot, to) queda:

1) "ty to to
/ mzdt+ [ czdit [ kzdi= / F(t) dt (2.57)
t 5]

Jtg 1

Ya que el intervalo de tiempa( t2) es muy pequefio, puede asumirse gine ha cambiado significati-
vamente y que el cambio de velocidad es finito. Por lo tanto,

t2
[im czdt)=0

t1—t2 1

t1—to

t2
lim / kzdt)=0
5]
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Sit; tiende d» , la ecuacion 2.57 se puede simplificar a:
t2 t2
mzdit) = F(t) dt (2.58)

5] t1

ComoZ'= dz/dt, la ecuacidn anterior puede ser reescrita en la forma

/:m & = /:F(t) dt (2.59)

dondez; y 7, representan las velocidades en los instaites,. La ecuacion 2.59 se convierte en:

mz—2) = [ F() dt

t1

. 1 s
Ne=2—71=— F(t) dt (2.60)
mJi;
dondeAz es el cambio repentino en la magnitud de la velocidad de la mesido a la fuerza de impulso.

La integral de tiempo en esta Ultima ecuacion se denomimapellso linea) y se define por:
t)
| = F(t) dt (2.61)
Jy

En el caso particular en el cual el impulso lineal es igual@(), | se denominanpulso unitario

La ecuacion 2.61 también puede escribirse como
L. . |
N2=2—71 = — (2.62)
m

Este resultado indica que el efecto de la fuerza de impulsoatactia sobre un intervalo de tiempo de
muy corta duracion sobre un sistema que inicialmente estalvaposo, puede ser calculado considerando
el movimiento del sistema con velocidad inidigny desplazamiento inicial cero. Este, en el caso de movi-
miento impulsivo, puede considerarse como el sistemamitarbremente como resultado de la aplicacion
de una velocidad inicial definida por la ecuacion 2.62.

Lavibracidn libre del sistema de un grado de libertad suleriguado esta gobernada por las ecuaciones
2(t) = Z e *“sin(wgt 4 @) (2.63)

2t) = TwZ e *“sin(wgt + @) + g Z & *cogwyt + @) (2.64)

dondeZ y @son constantes que deben ser calculadas con base en lasaueslinicialesw es la frecuencia
natural,{ es el factor de amortiguamientawy es la frecuencia natural de amortiguamiento

Wy =y /122

Como resultado de la aplicacion de una fuerza impulsiva compulso lineal ent = 0, las condiciones
iniciales son:
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Al considerar las condiciones iniciales en la ecuaci6n3iPsé obtiene:
¢=0

Empleando la ecuacién 2.64 y la velocidad inicial, se vexifjae:

I
= g (g 2
Z(t) mwde sin(wyt) (2.65)
la cual puede ser reescrita como:
Z(t)=1H(t) (2.66)
dondeH (t) se denomina lfuncién de respuesta al impulda cual es definida como
1
(t) mmde sin(wgt) (2.67)

2.3. Funciones de transferencia para sistemas de un grado lileertad

Considérese de nuevo el diagrama mostrado en la Figura2duérla masa solo puede desplazarse en
una sola direccion (un sélo grado de libertad), la ecuac&mdvimiento del sistema queda representada
por la ecuacion 2.1:

mz+cz+kz=F(t)

Supdngase que la fuerEdt) es variable, de tipo senoidal. Al aplicar la transformadaalgace a cada
uno de los términos de la ecuacion , se obtiene:

£ [mé(t)] = m[s’z(s) — sZ0) — Z0)] , (2.68)
Zcz(t)] =clsqs) — z(0)], (2.69)

& [ka(t)] = k[z(s) —s20) — 2(0)], (2.70)
ZFM]=F(9), (2.71)

dondez(0) y z(0) representan las condiciones de posicién y velocidad ieEi@spectivamentez(s) es la
transformada de Laplace dg).

Ya que se desea obtener la funcion de transferencia dehsisfee represente la respuesta en estado es-
tacionario del sistema a una entrada senoidal, puede stggamée las condiciones iniciales estan ajustadas
a cero.

La transformada de Laplace de la ecuacion de movimientastehsa representado por la ecuacion 2.1,
dondeF (s) representa la transformada de Laplacé& g es:

m < z(s)+cs4s)+kZs) =F(s) (2.72)
Con base en la anterior ecuacion, se obtiene la funcién dsfér@ncia:

2s) _ 1 _w
F(s) m&+cstk 24 stk

(2.73)

La ecuacion 2.73 puede simplificarse si se tienen en cuensigiaientes condiciones:
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1. ¢ = k/m, dondewn, es la frecuencia natural no amortiguada del sistenraeys

2. Cc = 2vk m dondeC; es el amortiguamiento critico

3. C es el amortiguamiento proporcional, calculado como ungrdgje del amortiguamiento critico
4. ¢c/m=2C

Con las anteriores sustituciones, la ecuacion 2.73 queda:

z(s) _ 0
FS ~ 9+ 20wt 2 (2.74)

La ecuacion 2.74 representa la relacion eaf® y F(s), o o que es lo mismo, la relacion entre la
respuesta del sistema de un grado de libextsidy la perturbacién definida pét(s), que se define como la
funcioén de transferencia del sistema.

2.4. Respuesta en frecuencia para sistemas de un grado declitad

Para calcular la respuesta en frecuencia, basta reemfdazérminos jw” por “s’ en la ecuacion 2.74,
donde ‘" es el operador imaginario:

2(jw) =

F(jw)  jo?+ 20un(jw) + o7

Z(jw) =

F(jw) ~ —?+ 200 + o2
1

2(jw) T2
Fljw) 14 %o o
. 1
2je) _ m? (2.75)

w

POl via ()

La ecuacion 2.75 muestra que la relacipfH) depende de la frecuenaia Esta relacion es un nimero
complejo que tiene propiedades diferentes para valoreeedifes de la relacidi,/w).

A bajas frecuencias, relativas a la frecuencia de resoagnti>> w w, >> ?, con lo cual la funcion
de transferencia se convierte en:

2(jw) 0

F(jo) —w+20wwn]j+u?

2jw) ot % (2.76)

1
F(jw) @ m2 m

1%

k
m
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Ya que la respuesta en frecuencia es un nimero complejoe maéxlilarse la magnitud y la fase de la
siguiente forma:

Z(jw) | 1
F(jo) ‘ Tk @77)
2(jw)
zF(jw) =0 (2.78)

Por lo tanto, la ganancia a bajas frecuencias es un niumestacte (¥k), es decir, la inversa de la
constante elastica del resorte. El angulo de fasé delfido a que el signo es positivo.

A altas frecuenciagy’ >> ww, >> w2, con lo cual la funcién de transferencia se convierte en:

2(jw) 0
F(jwo) —wP+2&wwn |+ wp
; 1
) o w1 (2.79)

F(jo)  —w?  mw?

En este caso la magnitud y la fase se convierten en:

(jw) | | -1 1
F(J'w)‘ ‘me - mo? (2.80)
Z(jw)
zF(M = —180° (2.81)

A altas frecuencias la ganancia esta dada gémiw?) y la fase es-180° debido a que el signo es
negativo.

Cuando la frecuencia coincide con la resonancia, esto-€so,, la funcién de transferencia esta dada

por:
2(jw) _ =
F(jw —wP+27wwyj+u?
2j0) o o m __ 1
F(jw) 2¢wwnj 2203 j 2¢wim]
Ajw 11 i Tk
F(jw)fZZIqumj*szmj72Zj7 4 (2.82)
La magnitud y la fase en condiciones de resonancia se ctewien:
Z(jw) | i‘ 7i 1
F(jw)‘ 2|~ 2¢m (2:89)
Z(jw)
[—=—"=-90° 2.84
F(jo) (289

En este caso, la magnitud es la ganancia a bajas frecuepikialitidida por 2. Ya que { normal-
mente es un nimero pequefo, se observa que la magnitud damesose amplifica. El &ngulo de fase en

condiciones de resonancia es d€.90



26 Modelado de sistemas vibratorios

2.5. Modelo en el espacio de estados para sistemas de un gral#o
libertad

Considérese de nuevo la Figura 2.1. La ecuacion diferedeiaistema esta dada por 2.1:
mz+cz+kz=F(t)

Como el sistema es de segundo orden, contiene por lo tantmteégsadores. Las variables de estado
pueden definirse como:

x1(t) = 2(t) = xo(t) (2.85)
. k c 1
La ecuacion de salida es:
Z=Xx1 (2.87)

En forma matricial, las ecuaciones 2.85y 2.86 se escriben:

X1 0 1 X1 0
= F(t 2.88
HEE R (2:69)
Por lo tanto, la ecuacién de salida se puede escribir como:
_ X1
y=[1 0}{)(2} (2.89)

La ecuacion 2.88 es una ecuacion de estado y la ecuacion2uB@ecuacion de salida para el sistema.
Estas ecuaciones estan en la forma estandar

X =Ax+Bu (2.90)
y=Cx+Du (2.91)
en donde
A:[ 0o 1 } X:|:Xl:|, B:[H’ C=[1 0], D=0
“m Tm X2 m
Las transformadas de Laplace de las ecuaciones (2.90)}) &&Dbtienen de la siguiente forma:

sX(s) —x(0) = AX(s) +BU(s) (2.92)

Y(s) = CX(s)+DU(s) (2.93)

Como la funcién de transferencia se define como la relacitie Entransformada de Laplace de la salida
y la transformada de Laplace de la entrada cuando las condiiniciales son cero, se tiene quf@) = 0.
Por lo tanto,

sX(s) —AX(s) =BU(s)
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o lo que es lo mismo,
(sl =A)X(s) =BU(s)

Multiplicando ambos lados de la Gltima ecuacion (sbr— A)~* se obtiene:

X(s)= (s —A)"'BU(g) (2.94)
Reemplazando la ecuacion 2.94 en la 2.93 se encuentra que

Y(s) =[C(sl —A)"B+DJU(9) (2.95)
La funcion de transferencia para el sistema en términds, @ C y D, denominad&(s), es entonces
G(s) = [C(s —A)B+D] (2.96)
En este punto, puede verificarse facilmente que para efrgstie un grado de libertad, la funcion de
transferencia dada por la ecuacion 2.96 es

1
G(s) = m< + cs+k

la cual equivale a la misma expresién que se obtuvo para &diude transferencia en la ecuacion 2.73.

2.6. Modelado de sistemas de dos grados de libertad

Considérese ahora el sistema mostrado en la Figura 2.5akt@osiste de dos masas y ny, conec-
tadas por resortes de rigidedasy ko, y por amortiguadores con coeficientes de amortiguaci@osa;
y Cz. Las masas solo pueden moverse en la direcgiési que considerando el movimiento relativo de las
masas, se configura un sistema de dos grados de libertad.

Las ecuaciones de movimiento para cada una de las masastdeiai dond&; y F, representan las
entradas del sistema o fuerzas perturbadoras, se expetaniguiente forma:

M a+(Ci+C)a—Cn+(kt+k)z—kzn=F (2.97)
z1 F1 z2 F2
cl c2
e T
m1 m2
A A

k1Q Q kZQ Q
Z

Figura 2.5: Diagrama esquematico general para sistemassdgrados de libertad
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Mmb-a+en—kant+kn=FR (2.98)

Expresadas en forma matricial las ecuaciones de movimpemtoeste sistema (2.97 y 2.98) estan dadas

por:
m O b4l (c1+c2) —c pal (ki+k2) —ko z =1
N . = 2.99
{0 mz}[zz]—F[ —C2 C2 n | T —k2 k2 2 ) (2.99)
Las matrices que acompafian a los vectaresy'z en la ecuacion 2.99 se denomimaatriz de masa,
matriz de amortiguamiento y matriz de rigidéel sistema respectivamente. El orden de estas matrices cua

dradas es igual al nimero de grados de libertad del sistesmcpnstruyen tomando como referencia el
efecto de incidencia de las masas contiguas.

Si ahora se dividen las ecuaciones 2.97 y 2.98 por los cagfisi@sociados a las masas, se obtienen las
siguientes expresiones:

., (ca+c). ¢, (kitkp) ka F1
——— ——n - —p=— 2.100
At A nt e s = ( )
. C. k k
22——ZZ;|_—|——222——221—|——222=E (2.101)
mp mp mp mp mp
Para el caso, se definen las variables de estado de la sgjfoemta:
xit)=2z, %)=z, xt)=2z, xl)=2
Las ecuaciones de entrada y salida son respectivamente
U=[FR R (2.102)
y=[z 2z a 2z (2.103)

En forma matricial el sistema de ecuaciones que define elmiemnto en términos de las variables de
estado y de la salida es el siguiente:

SR RRIBAE
Z Z 0O O F
=] tak) k @te) o 2| 1 0 [ l] (2.104)
%1 kml m& le m(l: _Zl m 1 Fz
ko _k ) _G L
2 m my my my 2 0 &

La ecuacion 2.104 es una ecuacion de estado y la ecuaciéd €sl0na ecuacion de salida para el
sistema. Estas ecuaciones estan en la forma estandar 28D y 2

X =Ax+Bu
y=Cx+Du
en donde
0 0 1 0 0 O
0 0 0 1 0 0
A=| (atk) ko _(@tw) o |, B=| 1 4 (2.105)
N m my my my
X _X S _& o L
m m m m mp



2.7 Funciones de transferencia para sistemas de dos gradas lthertad 29

100 0 0 0
0100 0 0

C=10 010l P=11 ¢ (2.106)
0001 0 1

2.7. Funciones de transferencia para sistemas de dos gradiesliber-
tad

Como el sistema planteado por las ecuaciones 2.97 y 2.98 desdgrados de libertad (2 entradas,

2 salidas), se obtienen 4 funciones de transferencia asscimn las diferentes combinaciones de entradas—
salidas del sistema, las cuales son:

VAl VAl Vi) Vi)

F R R R
Con base en lo anterior, la ecuacion 2.96 puede utilizansegadcular la matriz de transferencia del sistema
(matriz que contiene las cuatro funciones de transfergrecimencionadas) en términos AeB, C y D,
denominad#&(s):

G(s) =[C(sl —A)"B+D] (2.107)

Si se utilizan los datos indicados en las ecuaciones 2.105062se obtienen los siguientes resultados
para las funciones de transferencia:

2 mps” + Cos+ ko

Fi  mumps*+ (cimp + Co(my + mp))s® + (Kimp + ko (Mg + Mp) + €1C2)S? + (Cokq + koC1)s+ kl(k22 108)
z Cos+ ko

Fo  mumpst+ (cimp + Co(my + mp))s® + (Kemp + Ko (my + mp) + €1C2)S2 + (Coky + koG )s+ k1(|<22 108)
Z _ oS+ ko

Fi  mumps*+ (cimp + Co(my + mp))S® + (Kimp + ko (Mg + Mp) + €1C2)S? + (Coky + koC1)s+ kl(k22 110)
z _ mys? + (C1 4 C2)s+ (k1 +k2)

F mumpst+ (camp + (g + mp)) B + (Kamp + ko (Mg + mp) + €1C2)S% + (C2Kg + KoC1)S+ k1(|<22 111)

2.8. Modelado de sistemas de multiples grados de libertad

Empleando notacion matricial, la forma general de la ecunedd® movimiento de un sistema de multiples
grados de libertad esta representada por

M7+Cz+Kz=F (2.112)

dondeM, C y K son lasgmatrices de masa, amortiguamiento y rigiaks sistema respectivamente,es
el vector de coordenadas de posiciéiryes el vector de las fuerzas que actian sobre el sistema.
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En el caso de sistemas cam grados de libertad, las matrices de masa, amortiguamieriidez se
expresan en la forma:

Mi M2 -+ Nhun
Mp1 Mz -+ Mpn
M= . o . (2.113)
Mp1 M2 -+ Mhn
[ c11 ci2 -+ cin |
C1 Cz2 -+ C2n
C=| . . . . (2.114)
Ll C1 Ch2 -+ Cnn |
[ kiz k2 -+ kin ]
ko1 ka2 -+ kon
K= ] L ] (2.115)
| kni K2 - Kon |
y el vector de fuerza en la forma
F=FL I F3 - Fn]T (2.116)
donde cada uno de los términas;, ¢ y kij, coni=1,2,3,---n, j=1,2,3,---n, son los coeficientes de

masa, amortiguamiento y rigidez respectivamente, coraside los efectos de las incidencias de cada una
de las masas del sistema.

La ecuacion 2.112 es la forma general de la ecuacion matiEimovimiento que gobiernaiabracion
forzada amortiguadale sistemas de multiples grados de libertad.

Cada una de las matrices de masa, amortiguamiento y rigilsz cumplir con las siguientes carac-
teristicas:

1. Todos los términos en las diagonales deben ser positivos.

2. Los coeficientes ell, C y K deben ser simétricos. A manera de ejemplo, esto quiere gieeilos
coeficientes en la matriz de amortiguamiento son talegguec;.

2.9. Funciones de transferencia para sistemas de multiplggados de
libertad

Tomando como referencia el sistema de ecuaciones plantga@dl12, deben resolverse lasx n)
posibles funciones de transferencia que resultan de tadasoimbinaciones de grados de libertad que se
derivan de las posibles fuerzas aplica@salidasx entradag. La solucién de estag x n) funciones de
transferencia no es facil de obtener cuando el sistenmegilados de libertad @8> 2, por lo que en estos
casos es de gran ayuda la utilizacién de programas de matarsiétbodlica como Maple o Matlab.

Sin embargo, el procedimiento es similar que en los casesiargs:
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1. Con base en el sistema de ecuaciones, se definen los gadtosalida y entrada del sistema, es decir
los vectores
U=[FLF R Rz ... RJT
Y=[z1 2 ... Zn 21 » .. z|
2. Se escriben las ecuaciones del sistema en la forma deé@wesde estado

3. Apartir de las ecuaciones de estado, se determinan lmesgale las matrices, B, Cy D, trabajando
con las ecuaciones en la forma estandar indicada en 2.9Q yES® es:

X =Ax+Bu
y=Cx+Du

4. La matriz de transferencia del sistema, que contien@las) funciones de transferencia del sistema,
se obtiene con la utilizacion de la ecuacion 2.96

G(s) =[C(sl —A)"B+D]

2.10. Resumen

En este capitulo se presentd una muy breve introduccioniidatura basica para el modelado mate-
matico de sistemas vibratorios desde la perspectiva dahaties de transferencia para sistemas de varios
grados de libertad.

Para el caso, inicialmente se presenté por separado eldinteato para obtener las funciones de trans-
ferencia para sistemas de uno y dos grados de libertad. ffapjike generalizé el procedimiento para el
caso de sistemas de miltiples grados de libertad.

Aungue la informacién presentada en este capitulo es congimayoria de los textos de modelado
de sistemas dinamicos, aqui se presenta de nuevo puests gupunto de partida para la identificacién
paramétrica de sistemas dinamicos, dos de cuyos‘tasgdantean en los Capitulos 6 y 7 respectivamente.

4|dentificacién de los parametros internos del modelo reftugiestimacion del modelo de la velocidad de una maquinagiectos
de control.






Capitulo

|dentificacion parameétrica

3.1. Introduccién

Se entiende poidentificacion paramétrical proceso de encontrar los parametros de las ecuaciones
matematicas que rigen el comportamiento de un sistema @inaes decir, el proceso de crear un modelo
matematico de un sistema fisico real a partir de datos erpetales que incluyan las entradas y salidas
del sistema. Una descripcion formal del tema de identiftsapuede ser consultada en las referencias [11],
[18], [19], [33].

Un sistema dinamico queda determinado pofusicion de transferencif23]. La tarea de la identifi-
cacion es por lo tanto la obtencion experimental de dichaifunde transferencia a partir de mediciones
de la respuesta del sistema a la accion de sefiales de entramtadas. La idea general es la de ajustar los
parametros de un modelo determinado hasta que sus salidaglan (tanto como se pueda) con los datos
observados en el sistema bajo analisis.

El procedimiento de identificacion involucra varias etagstsechamente relacionadas entre si [19], las
cuales pueden ser expresadas brevemente en la siguiente for

1. Seleccion de una sefial de excitacion adecuada (excifpergistente).
2. Seleccién de un cierto tiempo de muestreo.

3. Recoleccion de los datos.

4. Andlisis del contenido espectral de los datos.

5

. Pre—procesamiento de los datos para remover los val@issy seleccion de una parte de los datos
originales (pre—filtrado) para estimacién y otra para \eadidn.

Seleccién de lastructura del modelo matematiaautilizar.

o

7. Definicion del criterio de identificacion a partir de unerta funcién de coste.

8. Calculo del modelo.



34 Identificacién paramétrica

9. Validacion experimental del modelo identificado.

La seleccioén de la estructura del modelo [18] tiene incigeditecta sobre laalidad del model@bte-
nido y sobre laéxigencia de calculoequerida para la estimacion de los pardmetros. Para estonesniente
el conocimiento previo del sistema (orden, polos, cerdarde).

La calidad del modelo puede evaluarse a partir del anaksidglin criterio de error (por ejemplo el error
cuadratico medio). La estructura del modelo se escoge feriah que tenga la flexibilidad para adaptarse
a diferentes sistemas. La seleccion de un modelo especéfitoodie un conjunto de posibilidades requiere
analizar las condiciones de linealidad o no linealidad détsha. Sin embargo, para obtener resultados ade-
cuados con pocos parametros se requiere un conocimiento ped proceso y algo de intuicién. Brden
del modelo esta asociado a la seleccion del nimero de paodneeéestimar. Por lo general el andlisis de
los datos y el conocimiento preliminar que se tenga del m@maggermite deducir un rango de érdenes del
modelo a considerar.

La seleccion del método de identificacion estéa directamestéeionado con el modelo seleccionado.
Una vez que se ha definido una estructura apropiada para elontms métodos de identificacion propor-
cionan una representacion especifica de la estructurastihsi.

Identificado el modelo es necesario verificar si es adecw@addecir, comprobar si el modelo identifica-
do representa o describe el comportamiento real del sistemiando obviamente en cuenta las limitaciones
del método de identificacién. Para esto se recurre gétascas de validacigren las cuales se confronta el
modelo obtenido con el sistema fisico real.

Las cuatro tareas descritas (seleccion de una sefial da@&nitdefinicién de la estructura del modelo,
identificacién de los valores de los pardmetros y validadi@hmodelo) estan directamente relacionadas
entre si, por lo que no siempre sera posible realizarlasremefoompletamente independiente.

A continuacion se presentan algunas de las diferentecsts de los modelos utilizados en la iden-
tificacion paramétrica. Esto se hace con el objeto de dadathacerca de los nombres utilizados en los
modelos con base en el tipo de polinomios de aproximacidzados. Esta presentacion es importante
puesto que es el fundamento para comprender los conceptadss a las funciones de transferencia para
las posiciones y las velocidades en el modelo reducido dendig@ina planteado en el Capitulo 6.

3.2. Estructura de los modelos lineales discretos

Los métodos de estimacidn paramétricos dependen del madeil@zar. La forma general de la estruc-
tura de un modelo discreto es:

y(t) = G(gq Hu(t) +H(a He(t), 3.1
dondeu(t) representa las entradas al sisteytt), las salidas ¥(t) las perturbaciones. Los términG$q )
y H(g™!) son filtros de orden finito que modelan las partes deterraigisstocastica respectivamente. Los
errores de modelado se incluyen a diferencia de otros metdel@stimacion, en el térmiredt). A este
término se le asocia una serie de variables aleatorias émdiégntes uniformemente distribuida de media
nula (denominadasiido blancg.
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Una caracteristica particular de las distintas estrustgtee se derivan de la ecuacion general 3.1 es
la forma de modelar la parte estocastica o ruido. Por est&arios modelos se agrupan en dos grandes
bloques:

3.2.1. Modelos en qued(qt) =1

= Modelos de media ajustada, MA o FIR
Se representan en la forma:

y(t) = B(q H)u(t — nk) + e(t) (3.2)
dondeG(q1) = B(g1), nkrepresenta el retardo puro del procesB(g ) es un polinomio de grado
nb que tiene la forma:

B(g ") =bo+big "+ +bupg ™™ (3.3)

Se les denomina también modelos de respuesta impulso #iR). (Tienen como inconveniente que
para representar el comportamiento de un proceso, es neagsgran numero de coeficientes.

= Modelos del error de salida (OE)
Se representan en la forma:

B(gY
F(a1)

y(t) = u(t — nk) 4 e(t) (3.4)

En este casd@3(q 1) = %q*”k , nkrepresenta el retardo puro del procesB(g*) es un polino-
mio autoregresivo de ordert:
F@™) =1+fg "+ + forg " (3.5)

Para simplificar se toma el térmimgt — nk) igual ag—"u(t), es decig—"ku(t) = u(t — nk).

3.2.2. Modelos en quéd(q1) #1

En general, la estructura de los diferentes modelos tiesiglgente forma:

B __wB@?h Cla™h
Alghyt)=q kmu(t)+

e(t) (3.6)

Se presentan los siguientes casos:

lvéase la Tabla 3.1, donde se resumen los diferentes tiposodelos utilizados en la identificacion paramétrica con temsel
orden y tipo de polinomios utilizados.
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Tabla 3.1: Diferentes tipos de modelos utilizados en latifleacion paramétrica.

Polinomios utilizados | Nombre de la estructura del modelo
B FIR
AB ARX
ABC ARMAX
ABD ARARX
ABCD ARARMAX
BF OE
BFCD BJ

= Modelos autoregresivos con variables exégenas, ARX
Se representan en la forma:

A Hy(t) = B(a g ™u(t) +e(t) (3.7)
En este modelo se considera que la parte determinista y tia @stocastica tienen el mismo deno-
minador:
- Ba™')
G Y)=—F—+5q" 3.8
@)= xgD (3.8)
1
H(ag 1) = 3.9

Los polinomiosA(q~1) y B(g~1) son polinomios autoregresivos de ordery nbrespectivamente:
Al =1+aqt+ - +ag ™ (3.10)

B(g ™) = by +bog t+ -+ bypg " (3.11)

= Modelos autoregresivos de media moévil y variables ex6genasRMAX
Se representan en la forma:

A(gYy(t) =B(g Hg ™u(t) + C(a Ye(t) (3.12)

Aligual que en las ecuaciones 3.8y 33g 1) y H(q™!) tienen el mismo denominador:

—1
6l 1) = paa ™ (3.13)
H(g™?) c@?) (3.14)
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dondeA(q~1) y B(g~1) son polinomios autoregresivos de ordery nbrespectivamente @(q 1) es

un polinomio de estructura similar al polinomAg¢q ) de ordemc:

Ag Y =1+ag i+ - +ag ™
B(q 1) = by +bog 1+ 4 bypg "H?

C@h=1+aq i+ -+ ™"

= Modelos de estructura ARARX 0 modelos de minimos cuadradosegeralizados

Se representan en la forma:

A hy(t) =B(g Ha ™u(t) + ——

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

dondeA(q~1) y B(g~?) son polinomios autoregresivos de oraery nbrespectivamente(q1) un

polinomio autoregresivo de orde!:
A Y =1+aq '+ +ang "™
B(q™) =bi+byq -+ bppg

DY) =1+diq t+ -+ dygq™™

= Modelos de estructura ARARMAX o modelos de matriz extendida
Se representan en la forma:

A DY) = B(aHa " u(t) + 5oy elt)

donde los polinomios autoregresivd@ 1) , B(q~1) ,C(q~!) y D(q?) son:

Agh=1+aqt+ - +ag ™
B(g 1) =by+boq t+ -+ bypg ™+
Ca@h=1+aqt+ -+ "

D@ ) =1+dig + - +dnag ™

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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= Modelo Box-Jenkins, BJ

y(t) = u(t) + b e(t) (3.27)

donde los polinomios autoregresivB& 1) , F(q1) ,C(q1) y D(q?) son:

B(g ™) = by +boq t+ -+ bog " (3.28)
F(gh=1+fig 4+ furg " (3.29)
Clgh=1+cq ™+ +cng " (3.30)
D(q) =1+dug  +-+ + dpgg ™ (3.31)

Una propiedad particular de esta estructura es@(ge!) y H(q~?) no tienen parametros comunes.

e(t) (3.32)

Objetivos de los métodos de estimacion paramétricos

Los métodos de estimacion paramétricos tienen por objettimar los pardmetros de los polinomios:
A B,C, Dy F segun el modelo considerado, de forma que el error de piédisea minimo.

En el caso de la ecuacion general el error de modelizacidsidues se determina a partir de la ecuacion.
El error de prediccion es:

-1 1
o(0) =) 1) = gyg) (A (0~ Fagra ) ) (333)

La ecuacion de los residuos anterior se puede evaluar erasidb dos términos:

= Modelado de la parte determinista Se observa que hay una relacion lineal entre el error décgpred
cién y los coeficientes de los polinomidy B, mientras que respecto a los coeficientes del polinomio
F la relacion es no lineal. Este hecho implica que para estiosaparametros del polinomie, se
debe utilizar un método de célculo iterativo, mientras qeel® es necesario estimar los parametros
de los polinomioA y B, los métodos de célculo a utilizar son analiticos, y poratamis sencillos.

= Modelado de la parte estocéasticalos errores de modelizacid@(t) no son conocidos y la relacién
gue hay entre los coeficientes y los residuos no es linealséborentemente, se deben estimar los
valores deg(t) al mismo tiempo que los valores de los pardmetros de losqulws. En este caso,
por lo tanto, los métodos de calculo seran iterativos.
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3.3. Meétodo de estimaciéon por minimos cuadrados (LS)

El método LS estima modelos de estructura ARX. Estos modelpsieden representar por la ecuacion:

y(t) =0T (18+v(t) (3.34)
dondey(t) es el valor de la salida en el instanté(t) y 6 vectores de dimensi@h= na+ nbde la forma:

o(t)
6(t)

El problema a resolver consiste en estimar el vector de In’xmrziros@, partiendo de ladl observacio-
nes realizadas/(1), $(1), ...,y(N), d(N).

[—y(t—1)...—y(t—na)ut —nk—1)...u(t —nb—nk)]"
[al ...3na bl R bnb] (3.35)

De la ecuacién (3.34) se deducen un conjunto de ecuaciowedds:

y1) = ¢7(1)8 (3.36)
y2 = ¢7(2)8 (3.37)
: (3.38)
yN) = ¢T(N)® (3.39)
gue puede ser escrita en forma matricial segun:
Y = 00 (3.40)

donde esY un vector de dimensioN, Y = [y(1) y(2) ...y(N)]T y ® una matriz de dimensiod, ® =
[$(1) $(2) ... ¢(N)].

El error de modelado o residuo se define como:

e=Y— 0 (3.41)
cone = [g(1)...g(N)]T.

La estimacion por minimos cuadrados (LS), consiste en niainte funcion residu&’(@) definida por
la ecuacion:

_1
~2

Sustituyendo en forma adecuada, se obtiene que la funciémimizar es:

VO) =5 e(t)=ZeTe= %||s||2 (3.42)

minV () =V (8) = %[YTY —YTo(d"d) 1Ty (3.43)
€]

El gradiente de la funcion respecto a los parametros debauterSe deduce que el valor de los para-
metros que minimizan la funcidn(d) es:
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6=(0"0) oY (3.44)

La ecuacion anterior se puede escribir como un productodasfinitas:

~[x ; “Irn
6= LZCP(I)CP (t)l LZCI)(t)y(t)} (3.45)

de la cual, una vez conocido el orden del modaky (by nk) es facilmente calculable el valor de sus para-
metros.

Se debe tener en cuenta que la ecuacion planteada tien®addula matrizd" ® es definida positiva,
o0 equivalentemente si el rang®d) > n.

En caso contrario la ecuacion tiene infinitas solucionesedilisito necesario para garantizar una solu-
cion dnica de la ecuacidh= (T d)~1dTY es que la sefial de excitacion geasistentemente excitade
orden mayor que.

Propiedades del método LS
Las propiedades estadisticas de este método demuestdadpsunos datos que satisfacen la ecuacion:
y(t) =9 (1)8 +e(t) (3.46)

dondeBy es el vector de parametros verdadero y asumiende@yes un ruido blanco de media cero y
; 2.
varianza\“ :

1.0 converge & cuandoN tiende a infinito.

2. La variable aIeatoria/N(@ —0Bp) se comporta como una distribucién normal de media cero y-cova
rianzaPLs, dondeP s = A%(@" @)~ L.

3. Un estimador d&? es:

- N

2
A= (3.47)

Se resalta como principal ventaja de este método que laxdra@ un minimo global esta garantizaday
no existen minimos locales. Como inconveniente se resaétaida perturbacion(t) no es un ruido blanco
y la relacién sefial Gtil a sefial ruido es importante, la cosiga al valor real d€y no esta garantizada. Este
hecho limita su utilizacion como método general de estioraci
Solucion de LS utilizando la ecuacién normal

La estimacion de los parametros por el método LS se realiastia ge la ecuacion

~ X ; Y
0= Lzlq)(t)(b (t)] Lzl¢(t>y(t>] (3.48)
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la cual es conocida con el nombre de ecuacién normal.

Se resalta como ventaja que la resolucién directa de eséeiéowes sencilla, al igual que los célculos
algebraicos a realizar. Sin embargo, presenta el incoemtmgue la matrizb” ® puede estar mal condi-
cionada, particularmente si es de gran dimension, lo cuabpoota errores numéricos importantes en la
resolucion de la ecuacidh= (®T®)~1dTY. Es por este motivo que diferentes investigadores hanmprese
tado alternativas para resolver esta ecuacién, una depeltasangulacion ortonormal.

Solucién de LS por triangulacion ortonormal

La triangulacion ortonormal o transformacion QR es una slali@rnativas numeéricas desarrolladas para
resolver la ecuacién linedl = ®O y evitar los errores generados por el mal acondicionamiista matriz
o7,

El procedimiento consiste en multiplicar el sistema de eicumes originall = @O por una matriz orto-
normalQ:

QPO = QY (3.49)

En estas condiciones, la norma de la funcién error no se wtaal@ por la transformacién aplicada, ya
que si Q es ortonormaRQ" = I, por tanto:

IQY—-Q®6|*> = [Q(Y—®8)|? (3.50)
(Y —®6)TQTQ(Y — ®6) (3.51)

= (Y- 00)T(Y - 0) (3.52)

= (Y-08)|? (3.53)

El objetivo es buscar una matriz ortonormatal que:

Q0= (g) (3.54)

dondeR es una matriz cuadrada de dimensiéinx d) triangular superior. La ecuacion anterior se puede
escribir como:

®—QT <§> (3.55)

A la ecuacion anterior se la denomina factorizadgivde ®. Una posible forma de construir la matriz
Q es utilizando la transformacién de Householder.

En estas condiciones, el térmiQ, se puede descomponer en dos matrices:

QY = <|b|> (3.56)

y calcular la funcién de pérdida asi:
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2

v(®) = Qob- Qv = | (5)8- (3 )| = 1R8-Li me (357)
Es facil ver que/(ﬁ) es minimizada po® cuando:
RO=L (3.58)
y se obtiene que el minimo de la funcién de pérdida vale:
méinV(G) = M|2=MTM (3.59)

Como ventajas de esta metodologia de célculo se puedenananci

1. El sistema lineaRd = L esta mejor condicionado que la ecuacia (®Td)~1dTY y por tanto es
numeéricamente superior.

2. Lafuncion de pérdida se calcula sin la necesidad de astitwalor de sus pardmetros.

Como inconveniente, se debe destacar que se requiere elambélculo que el método directo.

3.4. Método del Subespacio

3.4.1. Definicion del espacio de estados para el problema adentificacion

Considérese la planfamostrada en la Figura 3.1 que representa un sistema degtogoe se desea
identificar. La relacion matemética entre la entrada med(kpy la salida observadgk) esta descrita por
el siguiente modelo en el espacio de estados:

x(k+1) = Ax(k) +Bii(k) + f (k) para k>0; x(0)=x; x(k)jeR"
y(k) =Cx(k) +DG(k) +v(k) G(k)eR™ y(k eR
u(k) = G(k) +w(k)

(

Se asume qué(k), wi
satisfacen
f(t) J11 212 213
Eflwt) [[ T w©e)" vl || =| Sk Y2 a3 |0t
v(t) S3 Y23 Y33

dondeE [.] denota la esperanza matemétiagyes la funcion Delta de Dirac que satisface:
1 s=t
Bst _{ 0 s#t
Se asume quEA, B,C, D) es un sistema de matrices minimal que define completamenpedaiedades

de la planta bajo estudio. Con base en la anterior descnigieida plant®, el problema de la identificacion
a considerar esté definido como sigue: dada la secuencidrdd&ny salidas

{u(k),y(KH o= [u(0),y(0) --- u(N),y(N)],

el problema se establece en la forma estadisticamentestantsi de hallar:

k) y v(k) son ergddicamente correlacionados con media cero, y ldsgbiancos
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w(k)

@ @

v(k)

u(k) y(k)

Figura 3.1: Diagrama de bloques de planta con perturbasigeéricas

1. Elordem del sistema, y

2. El sistema matriciglA, B,C,D), y el estado iniciak(0).

3.4.2. Definicidn de la ecuacién de datos

El primer paso consiste en el disefio y aplicacion del algaritle identificacion del subespacio. Este
consiste en hallar una apropiada relacién entre la meditlasizuencia de datos y las matrices (o parame-
tros) que definen el modelo. Un caso donde la entrada y laasddiscriben la planta esta dado por:

X(K+1) = Ax(k) + Bu(k)

y (k) = Cx(k) + Du (k) (3.60)

No obstante, este modelo solo relaciona el caso local datagladegx (k+ 1) ,x(k),y(k),u(k)}. Para
relacionar segmentos largos de las entradas y las salidéitizela respuesta de los sistemas multivariables
descrito en la ecuacion anterior para los primeros k inssaghé tiempo:

X(1) = Ax(0) +Bu(0)

x(2) = A?x(0) + ABu(0) + Bu(1)

X(3) = A3x(0) + A?Bu(0) + - -

x(.k) = A%(0)+A*1Bu(0)+---+ABu(k—2) +Bu(k— 1)
y(1) = Cx(0)+Du(0)
y(2) = CAXx(0) +CBu(0)
y

@ = CA2x(0) +CABU(0) + - --

y(kl 1) = CA“x(0)+CA2Bu(0)+---+CBu(k—2)+Du(k—1)
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Esta secuencia de expresiones se obtiene de la relaciédangntradas y las salidas(k) ﬁ;% Ay (k) ﬁ;%,

y(0) C D o0 0 0 38
y(1) DA CB D 0 O
= : x(K) 4+ :
- s 1 s 2 u(s—2)
y(s—1) CA CAS2B CB D u(s—1)
C D 0 0 O
DA CB D 0 O
—rs, . HS
caAs1 CAS 2B ... CB D

En la secuencia, la matriz puede ser referida como la matriz de observabilidad extentiis matrices
I's, Hs , se deducen de el sistema de matri@e8,C,D). El cambio sobr&+ 1 muestras, se obtienen por:

y(K) c D 0 .- 0 0 u(‘f((fl)
y(k+1) DA CB D .- 0 O

: (Xt : . 5

. s 1 s2 A u(k+s—2)
y(k+s—1) CA CA2B B 0| Lo 1)

Por lo tanto, la combinacién resultante para diferenteshéasek se obtiene de la siguiente forma:

y(0) y(;) y(N—S+;) S?A

1 N—

y(:) V2 ¥ :S+ ) = : [ x(0) x(1) X(N—s+1) |+
L y(s—=1) y(s) - y(N) cat
[ D 0 - 0 © u© u(l) -+ u(N—s+1)

CB D .- 0 O u(l) u(2) u(N-s+2)
_CAS.*ZB .. CB D u(s.—l) us) - u(N)

La ecuacion de datos descrita puede simplificarse a unanpaegin mas compacta como

YosN = sXo1N-s+1+ HsUgsn (3.61)

donde las primeras entradas del par de subindices de lzmatHankelysn Y Uosn Solo se refieren al
indice de tiempo de su entrada superior izquierda, la segsmdefiere para el numero de bloques fila en las
matrices de Hankel y la tercera, se refiere a la entrada careidd tiempo de la parte inferior derecha. Lo
mismo se cumple para la matriz de HanKgh n—s+1.

La ecuacion de datos (3.61) es por lo tanto una relacion Egtreatrices construidas de los datos y las
matrices de el sisten(@, B,C,D).
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3.4.3. Analisis de las medidas para la respuesta al escal@tgp)

Larespuesta del sistema a una entrada escaldn para el aas®d eletrada y multiples salidas (o sistemas
SIMO), es la respuesta para el caso especial de la entradaldefomo:

1 k>0
u(k) = { 0 k<0 (3.62)

Para este caso s&g € RV paraN’ = N — s+ 2, el cual denota el vector con todas las entradas iguales
a uno. Entonces se puede escribir la ecuacion de datos (R.@iby

Yosn = X0 1N-st1+ (HsEs) Efy (3.63)

La pregunta es si dada la informacion soloYden y En, se puede descomponéysn otra vez dentro
de una suma de dos componentes que llevan informacién equéara de las dos componentes originales
de la suma (3.63). Una descomposicion ortogonal es:

v, o v, | — Enr E,L—/ + (Y Enr ) EN/
0sN = 0,sN N VN 0NN ) UN

- T XO | — EN’ Ellj" + (Y EN/ ) Ellj"
SOSN U T NN 0sNUN ) UN

Esto se sigue del hecho de qE@EN/ = N'. La tltima expresién muestra que la columna de la matriz de

Ey EE/

TN YN
conforman la matriz de observabilidad extendida. En téosimatematicos, este resultado muestra que el

(3.64)

transformacion de datog s | | esta formada interiormente por una combinacion de las que

Enr EE/

- UINUN

espacio columna de la matNgsn (I ) esta contenido en el de la matfiz

3.4.4. Deduccion del ordem del sistema y sus respectivas matrices

Sea el sistema minimal SIMO dado por (3.60)As asintoticamente estable (es decir, todos los auto-
vectores deA tienen norma menor o igual que uno), la entrada es un escstkp) como se definié en la
ecuacion (3.62) x(0) = 0, entonces:

(i)
; 1 N/ —1 4
[im = z x(ky=(I-A)""B (3.65)

N—oo N/ o

(i)
; En Ey
rxln'anYO’SaN <' TN YN

>=r5(|—A)l[ B AB AB - | (3.66)

Ya que el sistema es asintéticamente estable, el estadergenpara un valor estacionaripel cual
satisface:

X=AX+B locualimplica x=(I—A)"*B
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Ya que la secuencia de estados es determinista, esto significlos valores son iguales, es decir:

lo cual concluye la prueba para el itei Para la parteii) obseérvese qug | Ex = N,

lim |- v Ev
NN XosN | | — IN IN
o X
. 1 N1 T
[\Ilinoo s (Xo,s,N -7 > X(k)EN’)

fim Youn (1 — B B
Noo OSN VN VN

y mediante el resultada)(y la expansion de la expresiofpsn en términos del sistem@h; B), el lado
derecho de la Gltima ecuacion es igual a:

_ rs([ O Bl AB+B| A’B+AB+B| - ]-(-A)'BE})

- Fs[f(lfA)’lB‘ Bf(IfA)’lB‘ AB+Bf(I7A)’lB’ }

- rs[ f(IfA)’lB’ B-B—AB—AB—...| AB+B-B—AB—AB—...| }
- ~Ts(1—-A)*[ B AB| A’B| - ]

de donde se tiene que hacer uso de la expansion en serie ¢edaiér,
(I=A =1 +A+AZ A1

la cual converge pas

El teorema planteado €0 y (ii) resalta para el caso especial de la entrd#lg la cual es una funcién
escaldn, el sistema (3.60) es minimal, la mavizs asintéticamente estable y el nimero de bloques fila de la
matriz Hankelg s\ es el entera, el cual satisface > n. Si se denota el rango de la matkizpor rank(),
se cumplen las siguientes condiciones:

1. (I —A)tesinvertible,
2. rankls(1—A) H=n,y
3.ran B| AB| ... | AB| ---]=n

Con base en las anteriores conclusiones, el teorema qua eplizacion de la desigualdad de Sylvester
muestra que:

rank| lim Y I Ev B =n (3.67)
Nooo OSN INUN )T '

Ademas a partir de lo expuesto anteriormente se tiene eésiguresultado:

. En E,E,
rank| lim Y | — =rank(l" 3.68
(NHOO OsN ( VN VN (Is) (3.68)
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La combinacién de los resultados planteados por las equex{8.65)y (3.67) muestran que el espacio

. EN/ EE/ ~ . . ..,
columna de la matrizYpsy | | N N no solo esta contenida en el espacio de la mayigind que
también es igual. Pero si es un subespacio columna propésgatio columna dés, su rango tiene que se

menor quen.
Como consecuencia de lo anterior, se obtiene:

1. El nimero de autovalores diferentes de cero es igual gbrdel s y de este modo el ordenfunda-
mental del sistema puede ser identificado

2. Sila SVD (Descomposicién en Valores singulares) se @etmno

Ev Ey
YosN <l - JRT A_) =UnS\Vy (3.69)
tal que rankS,) = n, entonces
CT Cr
CTT AT CrAT
Jim Up =TT = : = . (3.70)
CT(T-1AT) Crayt

para una transformacidnenR"™" no singular arbitraria

3. Dela SVD (3.69) y (3.65) se sigue que

lim SV =—(1—A7r)""[ Br| ArBr| - | ARBr| -] (3.71)

El sistema de ecuacioné&, B,C) puede ser calculado a partir de las ecuaciones (3.70) y)(3.71

Cr = ’\Ilim Un(1:1,2)

-1
Ar = ('\Ilim Un(l:(sl)l,:)> <,\Il’|m Un(l+1:sl,:)> (3.72)
Br = '\Ilim\7nT(:,1); Vi =(1-Ar) SV

Pueden encontrarse algoritmos para la identificacion cee &a el método de subespacio, los cuales se
encuentran incluidos como parte de las herramiefitasifo) del Matlab.

3.5. Identificacion paramétrica de sistemas vibratorios

En el estudio de sistemas de control de vibraciones se pusitizar, dependiendo del tipo de problema,
procedimientogrecuenciales paramétricos Los métodogrecuenciale$ asumen que se tiene un conoci-
miento muy preciso de cada uno de los componentes del siftajim@&studio. En teoria, esta informacion
se puede obtener de los datos suministrados en forma indiepés por los fabricantes de los equipos, o

2Clasicos o tradicionales
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directamente de pruebas realizadas en maquinas de enstaladas en laboratorios dedicados a este tema.
Sin embargo, la utilizacion de esta informacién requierandllisis por separado de cada uno de los com-
ponentes involucrados en el sistema. AUn si los datos ohailes pueden obtenerse con buena precision,
siguen existiendo algunas incertidumbres cuando los el@mee integran en una unidatb cual implica

un esfuerzo considerable para modelar con precision ehsist

Una alternativa a lo anteriormente expuesto es la utiliradie métodoparamétricos a partir de los
cuales es posible obtener directamente informacion réalstema como un todo, incluyendo la forma par-
ticular de ensamble estructural de los componentes, lostymine la obtencion de modelos matematicos
mas eficientes que los modelos basados en datos de los camgmméas alin, los procedimientos de identi-
ficacion pueden realizarse sin necesidad de desmanteistegha, lo cual significa en la practica un proceso
de modelado mas simple. Esto se traduce en la posibilidadei@ad sistemas de control mas complejos con
herramientas de modelado mas versétiles y eficientes.

3.6. Resumen

En el presente capitulo se describieron en forma muy geakyahos de los procedimientos que se
utilizan para obtener un modelo matemético de un sistenta figal a partir de datos experimentales. Este
trabajo, denominadidentificacion paramétricanvolucra varias acciones estrechamente relacionadas co
son la seleccion de la sefial de excitacion, la seleccioneftiactura del modelo matematico, la identifica-
cién de los pardmetros del modelo y la validacion de los tados.

Ya que no existe una Unica representacion matematica denamémno fisico, el proceso de identifica-
cién es ante todo un arte que requiere de sensibilidad péirardeiales son los parametros que deben ser
determinados, ademés de habilidad técnica e instruméntadecuada para obtener datos con la suficiente
precision para garantizar que la estimacion sea la regezsén mas adecuada del fendmeno fisico que se
quiere describir.

Como resultado directo de la identificacion, se pueden talyra objetivos basicos:

1. Calcular los parametros internos de un sistema.

2. Modelar el sistema como un todo

En este punto es importante resaltar que la combinacion delo®tedricos y experimentales permite
validar ambos modelos, aprovechando las ventajas redat&a@ada uno ellos: profundidad del modelo te6-
rico y exactitud del modelo experimental.

En los siguientes capitulos se mostraran los resultadas ideritificacion paramétrica y del modelado
de un sistema vibratorio, y su aplicacion al disefio de egfias de control sobre un modelo reducido (sim-
plificado) de maquina.

3por ejemplo cuando cambian las localizaciones de los coempes para dar paso a nuevas estructuras de soporte.
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Capitulo

Modelado de maguinas sometidas a
vibracion

4.1. Introducciéon

Una maquina real instalada sobre soportes elasticos se puggelar como un sistema dindmico com-
plejo no holonémicé En la practica se utilizan procedimientos analiticos ceexpentales para el estudio
de sus caracteristicas dinamicas.

El procedimient@naliticoasume la maquina como un conjunto de masas discretas cdagptar medio
de resortes y amortiguadores cuya dindmica puede sertdasetliante ecuaciones diferenciales ordinarias,
o alternativamente por un sistema de cuerpos elasticossmiados por ecuaciones diferenciales parciales
o por elementos finitos. Con la ayuda de software comerciabsible modelar y simular en forma realista
el comportamiento de este sistema mecanico complejo. Sxamyn, a pesar de su precision, este modelo
multicuerpo no se utiliza con frecuencia para la sintesisot¢roladores debido a su complejidad y natura-
leza no lineal.

El procedimientexperimentalnvolucra la utilizacion de instrumentacion especialzade se instala
directamente sobre la maquina de interés. Este procedmragresar de ser muy preciso presenta dos des-
ventajas: el costo del equipo instrumental y experimegital, hecho de que los resultados obtenidos son
especificos para la maquina bajo estudio. Por estas razaresfpctos del disefio de sistemas de control,
en aplicaciones practicas se prefiere utilizar un modedalisimplificado (equivalente) que permita simular
lo mas aproximadamente posible al modelo real.

Un problema asociado al procedimiemxperimentabjue se encuentra frecuentemente en la practica,
es el de disponer de modelos fisicos (0 maquinas reales} cayacteristicas dinamicas (fuerzas, posicio-
nes, velocidades, aceleraciones, ...) pueden determieaperimentalmente, pero sus parametros fisicos

1Un sistema dinamico se dice holonémico, o bien, sometidmexdones holonémicas, silas condiciones de enlace soasaiples
mediante ecuaciones matematicas entre sus coordenadasami@@cuaciones diferenciales integrables. En cascacmnse dice que
el sistema mecéanico es no holonémico.
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internos (masas, constantes elasticas, coeficientes dégumaidn, . ..) son desconocidos. La tarea de de-
terminar los pardmetros del sistema se conoce ddertificacion paramétrica

El disefio de un sistema de control de vibraciones que migitaituerza transmitida (transmisibilidad),
debe considerar los rangos de frecuencia de operacion dédaina. Los sistemas de aislamiento de vi-
bracién pasivos son eficaces por su bajo costo y por su buemgegio para atenuar movimientos de los
equipos o los sistemas de soporte a altas frecuencias.dtessis pasivos tipicos utilizan resortes o soportes
neumaticos a alta presion para soportar las cargas.

Debido a que el desempefio de los sistemas pasivos es er@edtas frecuencias [31], pueden lograrse
mejoras significativas mediante la adicion de un controladeespuesta a bajas frecuencias [1]. Un pro-
cedimiento practico para alcanzar esta reduccién impliéeianar un sistema de amortiguamiento activo
colocado en serie 0 en paralelo con el sistema de aislampasieo. Una de las formas de alcanzar ésto
consiste en el disefio de estructuras de soporte modularegugden ser instaladas independientemente
en las esquinas inferiores del sistema de soporte de la m@quequipo. A continuacién se muestran las
suposiciones bésicas utilizadas para el desarrollo ddipstde modelos.

4.2. Descripcion del modelo basico de una maquina simplenmerapo-
yada

Como se indicé previamente en la seccién 1.2, un analisipiondebe considerar que una maquina
0 cuerpo rigido apoyado sobre soportes elasticos tiener@raeseis grados de libertad [31]. Tres grados
de libertad son de traslacion a lo largo de los tres ejes epadbs y tres son de rotacion alrededor de los
mismos ejes. Un sistema de control de vibraciones debe s&r famto capaz de controlar efectivamente el
movimiento definido por los seis grados de libertad del siate

En muchas aplicaciones de ingenieria que involucran efidide sistemas de control activo, se utiliza
el bien conocido modelo de multiples grados de libertad radsten la Figura 4.1. La precision de este
modelo depende de la seleccion adecuada de los parameéao®s(masas, inercias, constantes elasticas,
constantes de amortiguacion, ...) y de las fuerzas pedarha que exciten todos los modos de vibracion
del sistema.

Si se asume que la estructura de apoyo (piso) es complenfgids, la maquina o equipo puede repre-
sentarse como un cuerpo rigido de nfasay los elementos aisladores por medio de un conjunto formado
por resortes lineales de constakity amortiguadores viscosos de constategdos sin masa.

La excitacion del sistema (perturbacién) se representamefuerza oscilatorig (t) aplicada al cuerpo
de masan, o bien por un movimiento oscilatorio del apoyo (piso).

El analisis de la respuesta del sistema ante una perturbaertite obtener los siguientes resultados:

1. La fuerza transmitida a cada uno de los puntos de affgy)) expresada como una fraccién de la

2Un listado completo de los nombres asignados a los simbtliaados en el capitulo aparece en la Tabla 4.1. Un listaxtopteto
de los nombres asignados a los simbolos utilizados en tddabejo aparece en el Anexo A.
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Figura 4.1: Modelo de maquina con seis grados de libertad. grados de libertad para los desplazamientos
longitudinales de la maquinay tres grados de libertad pareotaciones alrededor de los ejes de referencia.

Tabla 4.1: Simbolos utilizados en el modelado de maquinagtdas a vibracion

Simbolo | Descripcion

C, G Constantes o coeficientes de amortiguacion viscosa
Cs Coeficiente de amortiguacion viscosa en la zona activa
F Fuerza de control
F(t) Fuerza dependiente del tiempo
Fi(t) Fraccion de la fuerza total transmitida al piso en un puntapis/o
Kk, ki Constantes elasticas de resortes
ks Constante elastica en la zona activa

ky Constante elastica en la zona pasiva
m Masa de un cuerpo rigido en general
ms Masa amortiguada (o de la maquina)
my

Ys

Masa no amortiguada (intermedia, o disipadora de energia)
z Ejes coordenados de referencia
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fuerza aplicad# (t), la cual se designa como la transmisibilidad de fuerza. Ettaa determina la
eficacia del aislador.

2. Los desplazamientos relativos entre las terminalesislabar, los cuales son importantes para deter-
minar no solamente el tamafio requerido del aislador, smbitn de los espacios libres que deben
permitirse alrededor de la maquina. Una amortiguaciondgarende a limitar el movimiento del
equipo, no solamente a la frecuencia de resonancia sindéamalotras frecuencias. Sin embargo, la
eficacia del aislamiento de una vibracién se deteriora akatsn la amortiguacion.

En una maquina real, el sistema de control de vibraciones siebcapaz de controlar los seis grados
de libertad del sistema. Sin embargo, por consideraciomépa econdémico y practico, el control se disefia
para manejar algunos de los grados de libertad con un sigtasna y el resto de los grados de libertad con
sistemas activds

En la Figura 4.2 se muestran algunas de las posibles formamti®lar pasivamente tres de los grados
de libertad de una maquina. Estas consisten en la restrideifos movimientos de traslacién a lo largo de
los ejesxy z, los cuales a su vez impiden la rotacion de la maquina alordizd eje verticay. Esto se puede
lograr facilmente con la instalacion de elementos mecardenominados “topes de desplazamiento” en las
esquinas de apoyo de la maquina.

Figura 4.2: Modos de vibracion controlados pasivamenten@amaquina simplemente apoyada

Con las anteriores restricciones, la maquina queda camdida a s6lo tres movimientos como se mues-
tra en la Figura 4.3: uno de traslacion vertical en elyeje dos movimientos de rotacion a lo largo de los
ejes perpendicularesy z. Estos tres Gltimos movimientos corresponden a los gragltibettad que pueden
ser controlados activamente.

Con base en lo anterior, el movimiento de cada uno de los pulg@poyo de la maquihaontiene la
superposicion de tres movimientos completamente indepeted: uno debido al desplazamiento vertical
de la maquing y dos desplazamientos aproximadamente vertigalelsidos a las rotaciones de la maquina

3Esto es lo que se utiliza en sistemas dinamicos complejos tmstde la suspensién de vehiculos automotores [13], [14]]. [
4Es decir, las esquinas de soporte elastico.

5El cual es igual en todos los apoyos.

6Los cuales son diferentes en todos los apoyos.
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alrededor de los ejesy z

Figura 4.3: Modos de vibracién controlados activamenterenmaquina simplemente apoyada

Para efectos del disefio de un sistema de control activo,uramlde los apoyos de la maquina se puede
suponer como una unidad independiente a través del cuaksepaplicar fuerzas externas en respuesta al
movimiento aleatorio de la maquina. La magnitud de estazdisale control se calcula con base en la de-
terminacién de una variable asociada a la maquina como meedke posicion, velocidad o aceleracién en el
punto de interés. En estas condiciones, cada apoyo o sopoitie solamente una fraccion de la fuerza total
transmitida por la maquina al piso, y las fuerzas de conggiueden aplicar de tal forma que su direccion
sea la del eje vertical Esta es la justificacion por la cual se puede trabajar conadeta “reducido” de la
maquina, esto es, con un sistema de control activo que sélcuga del control de una fraccién de la fuerza
total transmitida por la méaquina al piso.

Teniendo en cuenta lo anterior, el sistema propuesto erirabi@o se enfoca en el andlisis del control
del movimiento vertical de una de las esquinas de soporta d&fjuina. Como se explicé anteriormente,
esto permite el control activo de vibraciones para los sigtgis tres grados de libertad del sistema: uno de
movimiento de traslacion vertical (direccighy dos movimientos de rotacion en ejes perpendiculares (di-
reccionexy z). El ensamble completo activo—pasivo en los cuatro purgagpdyo de la maquina, permite
por lo tanto el aislamiento de vibraciones para los seisaygdé libertad de la misma.

En la préactica [1], cada uno de los apoyos activos se disefsacuee sea modular e independiente,
de tal forma que pueda ser utilizado en diferentes aplicasigsoporte de maquinas, equipos delicados o
instrumentos). Los requerimientos finales de la instatad&finen la geometria, dimensiones y colocacion
de las unidades de control (también denominados méduladaigs). En una configuracion tipica se pueden
utilizar tres o cuatro médulos idénticos que permitan lazaition de un mismo sistema de control digital
para soportar una carga determinada (véase la Figura 4.4).

4.3. Descripcion de los modulos de control activo

En general, se asume que cada unidad de control activo (olondelgontrol) se instala en las esquinas
inferiores de una cierta estructura de soporte o maquita.esguctura tiene la posibilidad de moverse con
seis grados de libertad. Por consideraciones de diseBaldnes grados de libertad del sistema se controlan
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Figura 4.4: Diagrama esquematico que muestra la utilipag@diferentes configuraciones tipicas para el
sistema de control digital de una maquina simplemente ajgoya

pasivamente, por medio de topes que restringen el movimietaral. Esta restriccion, permite Gnicamente
el movimiento de traslacion de las esquinas de la estrudeispporte en direccion verticglademas del
movimiento de rotacion a lo largo de los ejey z. En estas condiciones, cada mddulo colocado en las
esquinas actla en una sola direccion (vertiogl o

Cada uno de los médulos de control activo (o elementos detsogiolas Figuras 4.2 y 4.3, debe generar
por lo tanto una fuerza de control en direccion vertical {p@sb negativa en respuesta a una vibracion que
se origina en la estructura o en el piso. El célculo de la fudezrespuesta de este médulo se realiza con
base en la determinacion de una o mas variables asociadampbitamiento de la maquina en el punto de
interés (posicion, velocidad o aceleracion).

En la Figura 4.5 se muestra el esquema de uno de los posilbhefpfs utilizados para cada uno de
los moédulos de control. El sistema comprende la instalagidserie de una paréetiva (amortiguada) que
reduce la transmision de vibracion a bajas frecuencias yndeartepasiva (no amortiguada) que atenta
las vibraciones de alta frecuencia. La etapa activa inaluyeesorte de constankgy un amortiguador de
constantdys, mientras que la etapa pasiva solo incluye un resorte deasupk,.

La masa superioms corresponde en este caso a la maquina (o a la fraccion defuarnsmitida por la
magquina), mientras que la masa inferior o intermemlia es una masa que se puede mover libremente bajo
la accion de una fuerza de contrBl con el fin de absorber energia.

En este punto es necesario aclarar que la estrategia de disdéis modulos es diferente dependiendo
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Figura 4.5: Arquitectura basica de un modulo tipico de adirtivo de vibraciones

del tipo de perturbacion que origina el problema de vibmac lo que se pretende es disefiar un sistema de
control vibracion sobre la masa superior (maquina), debidaa perturbacién que se origina en el piso, la
fuerza de control se determina de tal forma que al aplicarse s masas moviles, la masa superior (ma-
guina) permanezca estacionaria ya que es el piso el que seniRero si lo que se pretende es minimizar
la vibracién transmitida al piso como consecuencia unaigation que se origina en la maquina (como es
el caso mostrado en la Figura 4.5), entonces el sistemaesgadile tal forma que la fuerza de control haga
oscilar la masa intermedia (no amortiguada) buscando quasa superior permanezca estacionaria.

En cualquiera de los casos, el beneficio visible de la ingtalade uno de estos modulos es el desacople
de los sistemas activo y pasivo, el cual resulta en mayobfledad desde el punto de vista del disefio de
sistemas de control para diferentes aplicaciones.

Los roles correspondientes a las etapas activa y pasive [llisiran en la Figura 4.6 con las graficas de
transmisibilidad vs frecuenci&n las graficas, una transmisibilidad de 1 significa quelkci@n entre la
magnitud del movimiento vibratorio de la masa y la magnitelddovimiento vibratorio de la base es 1.

Las suposiciones mas importantes para la realizacion de gsificas son la de ausencia de amplifica-
cién a cualquier frecuencia, y la transmisibilidad cerotasafrecuencias. La gréfica de la parte superior
izquierda de la Figura 4.6 muestra la transmisibilidad ghm@aso de un aislador pasivo perfecto. El ais-
lamiento comienza a una cierta frecuentjialLa grafica de la parte inferior izquierda de la misma figura
muestra la transmisibilidad idealizada para el caso desladir activo perfecto. Existe una atenuacién so-
bre el ancho de banda del sistema activo entre las frecisefagiafp. El efecto de una combinacion en serie
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Figura 4.6: Transmisibilidad vs frecuencia para etapa®déal activo y pasivo

de etapas activa—pasiva se ilustra con la Ultima graficastéinsa activo se superpone al pasivo en todo el
rango de frecuencias intermedia, aumentando la transhdaib pasiva con el fin de reducir la frecuencia
de aislamiento de todo el sistema hafgfa

Cada mddulo aislador se disefia para que sea electromen@nigeidéntico a los demas. La arquitec-
tura en serie activa—pasiva se disefia para desacoplaciasesde cada modulo, con el fin de permitir un
proceso de control del tipo una entrada, una salida (SISIpro€edimiento de control SISO es simple, y
requiere Unicamente de un sensor de movimiento y de un awtgad pueda cambiar su longitud dentro de
la estructura de soporte.

4.4. Modelo reducido de una maquina. Justificacion

Para la realizacion de este trabajo, se utilizé un model@mdtico no lineal en Matlab, obtenido a
partir de un modelo fisico como el indicado en la seccion BaBa el caso la maquina se supuso como un
objeto amorfo para el cual se pueden obtener directamenfgsametros principales (dimensiones, masas,
momentos de inercia, ...).

En la realidad una maquina se encuentra conectada al pistgutio de soportes individuales localizados
en los puntos de apoyo. Cada uno de estos elementos de sopede ser modelado independientemente
en términos de sus constantes elasticas y amortiguaciémesie cada elemento de apoyo soporta fuerzas
aproximadamente lineales, es I6gico suponer que la intdin de una fuerza de control externa calculada
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adecuadamente en cada uno de estos puntos, puede margefi@adeiones dentro de unos limites prescri-
tos.

Por esta razon, para el trabajo se considerd el analisisaldeirstos elementos de soporte. La deno-
minacion asignada al elemento de apoyo, incluida la acatdcodtrol, es el de “modulo de control”. Las
suposiciones basicas son:

1. La masa soportada por cada moédulo de control es aproxineada la cuarta parte de la masa total
de la maquina. En términos practicos la magae puede asumir como la cuarta parte de la masa de
la maquina.

2. Teniendo en cuenta lo anterior, la fuerza transmitidésal fransmisibilidad) a través de cada moédulo
de control es también una fraccion de la fuerza total traiigapor la maquina

3. La masam, (masa intermedia o0 masa no amortiguada), es una masa mifizada para disipar
energia.

4. El actuador de control debe generar una fuerza de cdntcpie se aplica entre las masas moviles
del sistema. La fuerza de control se calcula a partir de algamiable fisica que se pueda medir
experimentalmente (posicion, velocidad, aceleraciéajdea es que la fuerza de control debe cambiar
continuamente como respuesta al cambio de la variable med#&acuerdo con la ley de control
especificada.

5. Las constanteks y k, corresponden a las constantes elasticas de los resortespprtan las masas
de la maquina e intermedia respectivamente.

6. En ausencia de una fuerza de conffobl sistema se comporta como un apoyo simple de masas,
resorte, amortiguador, es decir, un sistema de contrdiietse pasivo.

En cada una de las etapas del presente trabajo, la maquimausé gor medio de la herramieng&im-
MechanicqSimulink ®) del programa Matlab. Esta herramienta dispone en su Gltargadn de diferentes
barras y paré’s ademas de sensores y actuadores, con los cuales se puedlan sidquinas complejas en
condiciones muy similares a las condiciones reales de oidera

En los siguientes capitulos, se hard una descripcion detatlel algoritmo utilizado en Matlab para
simular el modelo reducido de una maquina, ademas de logegoede identificacion y disefio del siste-
ma de control en cada caso. Igualmente, se presentardn &casallas conclusiones y recomendaciones
respectivas.

45. Resumen

En este capitulo se justificé la forma de modelar una maqealacomo un cuerpo rigido de masa
soportado por elementos elasticos. Se mostr6 que en esiguranion, una maquina posee seis grados de
libertad. Por consideraciones de indole econémica y paati control de vibraciones se disefia para que

“En términos mas precisos, aproximadamente la cuarta paktefderza total transmitida o recibida por la maquina.
8En mecanica, los términos barra y par hacen referencia émaeiosa cuerpos y elementos conectores bésicos a partis dadles
se pueden modelar objetos con diferentes grados de libertad



58 Modelado de maquinas sometidas a vibracion

tres de los grados de libertad sean manejados por un coasigbp mientras que los otros tres sean contro-
lados por un sistema activo.

A partir de esta configuracion, y teniendo en cuenta que urpiimé real puede soportarse sobre tres
0 cuatro apoyos, cada uno de los cuales tiene un movimiendbxiappdamente vertical, se explicaron las
razones bajo las cuales se puede trabajar con un modeladedigca maquina.

Igualmente, se describi6 someramente la arquitectura dadcse denomind un “mdédulo” de control
activo, y las ventajas de la utilizacién de un dispositiveed& clase para el control de un sistema de hasta
seis grados de libertad. Con base en esta arquitecturasaeapen los siguientes capitulos a describir la
forma de modelar uno de estos mddulos con la utilizacion defdeamients&SimMechanicslel Matlab, y a
presentar la forma de identificar paramétricamente el noagelucido y el disefio de estrategias de control
basadas en el modelo identificado.



Capitulo

Modelo reducido de una maquina
simplemente apoyada

5.1.

Introduccion

Con el fin de simular el comportamiento de una maquina bajopelesto idealizado del movimiento de
dos grados de libertad en direccion vertical, se constrayagoritmo con la herramien&mMechanicf29]
de Matlab teniendo en cuenta las caracteristicas fisicasmpbrtantes de la cuarta parte de una maquina
y sus correspondientes elementos disipadores de ehdEgiaste punto debe tenerse en cuenta que en una
maquina real, cada elemento de soporte se desplaza en ecedliraproximadamente vertical [31].

Las razones por las que se decidi6 utilizaBehMechanicson las siguientes:

Es una herramienta que soporta sistemas lineales y nodmealodelados en tiempo continuo o
discreto.

Utiliza una interfase de usuario gréfica (GUI) para constosimodelos como diagramas de bloques,
los cuales se conectan en orden jerarquico.

Permite disponer de diferentes “objetos” mecénicos enudates es posible definir las propiedades
fisicas mas importantes (dimensiones, masas e inerc&dspmo los grados de libertad y limites de
movimiento. Para realizar la simulacion los bloques se pa@bnectar a sensores y actuadores con
el objeto de aplicar fuerzas y momentos, con lo cual se puaidkemer (registrar) datos del comporta-
miento del sistema.

Se pueden simular diferentes elementos mecéanicos (cudgidss) con sus respectivos conectores
(pares). Esto permite generar sistemas multicuerpo cgosfléneales y no lineales) de varios grados
de libertad en forma relativamente simple.

Las ecuaciones restrictivas no lineales impuestas postelnsa multicuerpo, se incorporan de forma
automatica cuando se definen los tipos de enlaces entreosuégplos.

lvéase el capitulo 4 para la justificacién de este modelo.
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= Las caracteristicas fisicas de los objetos utilizadosd€dsiones, masas, inercias, posiciones relativas
en el sistema de referencia, etc.), se pueden definir facibndesde la etapa de construccién del
modelo.

= Se puede trabajar con un modelo matematico no lineal quesepta de forma muy precisa el com-
portamiento dinamico de una maquina o sistema técnico,exsirgidad de disponer de un arreglo
experimental real.

= Se puede modificar muy facilmente el valor de alguno de lo&meatros utilizados, con lo que se gana
flexibilidad en el analisis.

= Se pueden simular diferentes tipos de “actuadores” lisealeo lineales con los cuales se pueden
generar modelos de maquinas bastante complejos.

= Se pueden simular diferentes tipos de “sensores”, con lalgsge pueden “medir” o “registrar” las
caracteristicas dinamicas de la maquina o sistema bajdiestu

En la Figura 5.1 se muestra el diagrama del modelo tedridizado con base en lo descrito en el
Capitulo 4. Los aspectos que se tuvieron en cuenta al déaaalalgoritmo fueron los siguientes:

1. El sistema completsin accion de contrglestd compuesto por la masa de la macuimay por
una masa “intermedia” de magnitag, que actia como disipadora de energia. Se establecen por lo
tanto dos zonas claramente identificables: una zona amadigcontigua a la maquina que incluye
un resorte de constankey un amortiguador lineal de constariig y una zona no amortiguada que
contiene un resorte de constahje

2. La masa de la maquina y la masa intermediay m,), se consideran como objetos puntuales (es
decir, de masa concentrada en un punto denominado centrasi#g,;aon movimiento independiente
en direccidn vertical.

3. Cualquier perturbacion externa al sistema, se rep@pentmedio de una fuerZa(t) que se aplica
sobre la masa de la maquina. De esta manera se puede simzdargrtamiento de todo el sistema
a través de la determinacion de las respuestas de las mdsaséguina e intermedia en términos de
las posiciones, velocidades y aceleraciones.

4. El algoritmo permite analizar el comportamiento tempdeh elemento de soporte de una maquina,
sin accién de control. Para efectos practicos, luego dedaasion de los parametros asociados a las
masasms, My, constantes elastics, k,, constante de amortiguacifg y longitudes de los resortes
Is y Iy, se dispone de una maquina “virtual” equivalente a la cysatée de una maquina real con
movimiento vertical. El modelo se convierte por lo tanto en“modelo reducido” o simplificado.
Esta fue la denominacion asignada al modelo de la maquinsietrabajo.

5.2. Aspectos a considerar en la construccion del modelo reddo en
SimMechanics de Matlab

Una vez definidas las condiciones de operacién del modeleiga, se procedid a su construccion en
el ambiente de Matlab por medio de la herramiegSitaMechanid29]. El modelo en Matlab se construy6

2Un listado de los nombres asignados a los simbolos utilizadicel capitulo aparece en la Tabla 5.1. Un listado compketosd
nombres asignados a los simbolos utilizados en todo efdraparece en el Anexo A.
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Figura 5.1: Esquema basico del modelo reducido de una meaimaccion de control

considerando los siguientes aspectos:

1. El sistema de coordenadas de referencia utilizado eswhdoi. EnSimMechanicgl mundo hace
relacion al marco de referencia inercial absoluto (RF — Refee Frame) y a sistemas de coordenadas
absolutos (CS — Coordinate System) en tal marco de referdflainundo tiene por lo tanto un origen
fijo y ejes coordenados fijos que no pueden ser cambiadosrbpegdades del mundo se definen por
medio del bloque denominado “Machine Environment”.

2. Los elementos béasicos de un sistema mecanico o maquierasmhan cuerpo8pdiey. Se caracte-
rizan por las propiedades de masa (masa, centro de masay derisercias), posicién y orientacion
en el espacio, y por la colocacion de algun sistema cooradef@8) sujeto al cuerpo en un punto
definido por el usuario.

3. Con base en lo anterior, las masas de la maqumgpe intermedigm,) se construyen como bloques
para modelado de cuerpos rigidos. Se asignaron los sigeipatametros: masa, tensor de inércia
coordenadas del centro de masa en el objeto y localizaciéGced&#o de masa con respecto al sis-
tema de referencia inercial utilizado (se especifica el mundl las masas, se les asigné elementos
conectores para permitir su enlace con otros elementosigdates.

4. Paragarantizar el desplazamiento lineal (verticalpderiasas, se utilizan bloques para modelar pares
prismaticos Prismatig* a los que se les definié el efecomo el eje del movimiento. Ambos pares

3Como las masas se consideraron objetos puntuales, esnieesgecificar en Matlab que las inercias toman el vilereye 3).
4En el lenguaje de mecanismos, los objetos pueden descibimientos de traslacion, rotacion y sus combinacionesa @aaso
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prismaticos se referencian con respecto a tigB@nd para indicar que el desplazamiento de las
masas se hace efectivamente con respecto a este sistemardenealas. A los pares, se les asigno
elementos conectores para permitir su enlace con otroentesy actuadores.

. Los resortes y amortiguadores se modelan como bloqueglidacdn de fuerzaBody Spring and

Dampel). Los elementos internos de cada uno de estos bloques megjlaeasignacion de los siguien-
tes parametros: constante elaskdd/m|, constante de amortiguaci@iN - s/m] y longitud de los
elemento$ [m]. En el modelo, las masas de la maquina e intermedia se er@uenhectadas a través
de un sistema de resorte—amortigua@wody Spring & Damper )i configurando la que se denomina
zona “amortiguada”. Todo el conjunto anterior (maquina waniatermedia) se encuentra conectado
a tierra a través de un resorte sin amortiguacBody Spring & Dampér configurando la que se
denomina zona “no amortiguada”.

El modelo reducido se complementa con sensores y actua(B#esors & Actuatojspara obtener la

respuesta del sistema (posiciones, velocidades, aceleeal ante una perturbacion extef(a). Para esto,
se tuvieron en cuenta las siguientes consideraciones:

1. La perturbacion, se simula con una sefial de enti@igaé) conectada a través de un actuadiirft

Actuaton al par prisméatico correspondiente a la masa de la maquésséda Figura 5.1). Para modi-
ficar en cualquier momento la magnitud de la sefial correspoteda la fuerza perturbadora, se utiliza
un bloque de “gananciaGain) ubicado antes del actuador.

. Las respuestas del sistema (posicion, velocidad, acéder, ...), se obtienen conectando sensores a

los pares prismaticos correspondientiEsi{t SensoP.

. Los datos obtenidos en la simulacion, se visualizan paiiorée un bloque de visualizacio8¢opé,

o se guardan como vectores de datos en el espacio de trablatl#d a través de un bloque de
registro de datd's

En la parte superior de la Figura 5.2, se muestra el diagrehmaatielo reducido de una maquina simple-

mente apoyadain accion de controltal como se visualiza en la ventana de simulaciéSideMechanics
En la Tabla 5.2 aparecen los nombres de las variables asigaathda uno de los bloques del modelo.

Para facilitar la utilizacion del modelo reducido, se entaasn en Matlab las partes correspondientes

a la maquina y solo se dejan visibles la sefial de entradautpadion) y las sefales de salida (posicion,
velocidad, aceleracién), las cuales se pueden enviar atesge trabajo de Matlab para efectos de andlisis
después de la simulacién. En parte inferior de la Figurase 2Znuestra el diagrama simplificado (enmas-
carado) para su utilizacion en las simulaciones. Es iraateobservar en esta ultima figura que el modelo
enmascarado (o modelo reducido) se comporta como una “@japhegra”, de la cual solo pueden ex-
traerse datos del comportamiento dindmico (posiciondscidades, aceleraciones, ...) causado por una
perturbacién externa (una fuerza variable en este caso).

de movimientos en una sola direccion axial, se utilizan krsothinados “pares lineales” o “pares prismaticos”, de Um g@do de
libertad.

5Se pueden conectar tantos sensores como sean Necesakois @ac
6Este bloque se denomifi@ Workspacen el ambiente d8imMechanics
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Figura 5.2: Modelo reducido de una maquina simplementeagmyde acuerdo con su representacion en
Matlab. En la parte inferior aparece el mismo modelo “enmcsin” para efectos de simulacién.
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Tabla 5.1: Descripcién de las variables y los parametrdigadios en la construccién del modelo reducido
de una maquina, y su denominacion en Matlab.

Variable | Matlab | Definicién de la variable

Masa de la maquina, amortiguada
Masa intermedia, no amortiguada
Constante elastica del resorte superior
Constante elastica del resorte inferior
Constante viscosa del amortiguador supeti
Fuerza ejercida por el resorte superior
Fuerza ejercida por el resorte inferior
Fuerza ejercida por el amortiguador superjior
Pmag | Posicion de la maquina

Pint Posicién de la masa intermedia
Vmaqg | Velocidad de la maquina

Vint Velocidad de la masa intermedia
Amaqg | Aceleracion de la maquina

Aint Aceleracion de la masa intermedia
Sefial de entrada o perturbacion

or

o | D [ D N NN | S 0 | B & | | B S

5.3. Aspectos a considerar en la validacion del modelo

Con el fin de asegurar la validez del modelo construido endiatle utilizan las diferentes sefiales de
excitacion provistas por el programa, para diferentesrgalde las constantes fisicas del modelo y para
diferentes ganancias (fuerzas de perturbacion). Alguedsslprocedimientos utilizados en la validacion
del modelo fueron los siguientes:

1. Andlisis de la respuesta del sistema ante una perturbeerd. Con los datos incluidos en el modelo
y sin la presencia de ninguna perturbacion, se puede verdficd sistema tiende a estabilizarse a
movimiento “cero” cuando se deja oscilar libremente a pégiposiciones arbitrarias de partida.

2. Respuesta del sistema ante una perturbacion diferesraeAqui se pueden verificar las respuestas
temporales, resonancias, y atenuaciones del movimienta gama de desplazamientos que se con-
trarrestan, para diferentes sefales de entrada. En parsewtilizaron las siguientes sefiales provistas
por Matlab: entrada escalén unitario, entrada rampa, @afralso, entrada aleatoria.

3. Respuesta del sistema ante datos inadecuados de lospasffsicos del modelo, para validar in-
consistencias l6gicas del modelo.

La comparacion de los resultados generados pS8imMechanicpermite analizar si las respuestas del
modelo estan de acuerdo con los efectos fisicos que se egpeiIGada una de las perturbaciones sobre
el sistema. Con base en los resultados obtenidos se pueidé deel modelo reducido es valido para
las pruebas de simulacidn, con lo cual se puede proceder #ligacion para fines de identificacion de
parametros y disefio de estrategias de control. En el sigueapitulo se definiran valores para cada uno
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Tabla 5.2: Definicién de los hombres asignados a cada unosdeldgues del modelo reducido de una
mégquina en el diagrama de simulacién de Matlab.

Nombre del Bloque

Definicién del Nombre Asignado al Bloque

Maquina Masa de la maquina o amortiguata
Masa Intermedia Masa no amortiguaday,.
Body Spring & Damper 1| Zona elastica amortiguada. Resorte de constenyeamortiguador de
constantdos.
Body Spring & Damper | Zona elastica no amortiguada. Resorte de conskgnte
Prismatic Denominacion dada a los pares prismaticos (lineales). (ieene uno

por cada masa.

Joint Sensor

Denominacion dada a los sensores. Se requiere uno por caalalea
medir.

Body Actuator Denominacion dada al actuador. Se requiere uno para afaiaerza
de perturbacion externa.
Gain Denominacion dada a la ganancia. Se requiere para modé#iozadni-
tud de la perturbacién.
Out Denominacion dada a la salida de los sensores. Se requipdunadal
variable a medir.
In Denominacion dada a la sefial de entrada

To Workspace

Denominacion dada a la salida de datos al espacio de trabajatiab.
Se requiere una por cada variable a medir. En este caso,dfapencia
a la sefal de entrada U.

Ground Bloque del sistema de referencia (tierra).
Pmagq Denominacion dada a la salida de datos al espacio de trabdjiatiab
para la posicién de la maquina o masa superior.
Pint Denominacion dada a la salida de datos al espacio de trabajatiab
para la posicién de la masa intermedia.
Vmaqg Denominacion dada a la salida de datos al espacio de trabajatiab
para la velocidad de la maquina o masa superior.
Vint Denominacion dada a la salida de datos al espacio de trabdjiatiab
para la velocidad de la masa intermedia.
Amaqg Denominacion dada a la salida de datos al espacio de trabajatiab
para la aceleraciéon de la maquina o masa superior.
Aint Denominacion dada a la salida de datos al espacio de trabajatiab
para la aceleracién de la masa intermedia.
IC Bloque de condiciones iniciales. Hace referencia a la v@daide inicio

de movimiento de las masas, que se asume en cero.

Machine Environment

Denominacion dada al ambiente de simulacion para la magseasu-
me como referencia la tierra, con atraccion gravitaciogahalente a
9,81m/<.
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de los pardmetros del modelo y se procedera a enmascarsteetaipara efectos de evaluar estrategias de
identificacién y control.

5.4. Construccion del modelo en Matlab

En la Figura 5.2 se muestra el diagrama construido en Simaféchpara la simulacién del modelo re-
ducido de una maquina. En la parte inferior de la figura se traiesmodelo “enmascarado” o simplificado
(configuracion de “caja negra”) que incluye las sefiales tm@ay de salida. Los nombres de las variables
utilizadas en el modelo, aparecen en la Tabla 5.1.

Los parametros que se utilizaron pang my, ks, ky, bs en el diagrama de la Figura 5.2 aparecen en la
Tabla 5.3. A continuacion se describe brevemente el protdedto para construir el modelo con base en
estos datos:

1. En el modelo se incluyen dos bloques de modelado de “cuggpn” que representan respecti-
vamente la masa de la maquirMaquinao ms) y la masa intermedia utilizada para disipar energia
(Masa Intermedia my). Las propiedades correspondientes a estos cuerpos epareta Figura 5.3.

2. Lazonas amortiguaday no amortiguada se definen en campaasedio de los bloqué&ndy Spring
and Damper % Body Spring and Damper. Las propiedades de los objetos incluidos en estos bloques
aparecen en la Figura 5.4.

3. Para garantizar el desplazamiento lineal (verticallpdentasas de la maquina e intermedia con res-
pecto al sistema de referencia en tierra, se utilizarore$pprismaticos”Rrismaticy Prismatic). En
la Figura 5.5, se muestran los datos incluidos en cada unstde kloques. Obsérvese en la figura
gue el desplazamiento vertical queda definido en ambos pasosedio de un vector de direccién de
movimiento especificado conjd 1 0.

4. Parasimular la perturbacion (o excitacidpsobre el sistema, se utiliza una séfiple se aplica sobre
uno de los cuerpos. En el caso que aqui se ilustra, la sefiatelacion se aplica directamente sobre
la maquina a través de un actuador de fueBmly Actuato). El bloque de gananci&@in) ubicado
antes del actuador permite amplificar o reducir la magniahdefial (en este caso la magnitud de la

La cual puede tomarse directamente desde una de las “fupntesstas por eSimMechanicso construirse a voluntad del usuario.

Tabla 5.3: Parametros utilizados en el modelo reducido dendquina simplemente apoyada.

Pardmetro Nombre Valor
Masa superior Mg 250kg
Masa inferior my 26,5 kg
Constante elastica del resorte superior, ks 24600N/m
Constante elastica del resorte inferior ku 138000N/m
Longitud del resorte superior —— 0,6 m
Constante viscosa del amortiguador superior bg 1570N-s/m
Longitud del resorte inferior —— 0,5m
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[Z Block Parameters: Maquina [=)[B][%] § i Biock Parameters: #asa ntermedia FEx

By Body

Represents a user-defined rigid body. Body defined by mass m, inertia tensor |, and coordinate origing and Represents a user-defined rigid body. Body defined by mass m, inertia tensor |, and coordinate origing and

axes for center of gravity (CG) and other user-specified Body coordinate systems. This dislog sets Body axes for center of gravity (CG) and nther user-specified Body coordinate systems. This dialog sets Bocy

initial pasition and origntation, unless Body and/or connected Joints are actuated separately. initial position and orientation, unless Body andior connected Joints are actuated separataly.

Mass propeties Mass propetties

Mass nertia Mass Inertia

260 | [ke v lee@ |[ormz v 265 | [k v| levem |[kgmmr2 v

“with respectto the GG (Center of Gravity Body coordinate system *with respect o the CG (Center of Gravity) Body coardinate system

Body coordinate systems Body coordinate systems
Position Origntation Position Qrientation E]
Show origin position Translated frorn - Components in Show Origin position Translated from  Components in

put | Porside Name  vestorkyd units origin of aves of pot Potside Mame  vectorlyZ) Uritts origin of ares of
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Figura 5.3: Propiedades de masa correspondientes a lamad@qguierda) y a la masa intermedia no amor-
tiguada o disipadora de energia (derecha). Se observasgdasies correspondientes a las masas e inercias,
ademas de los puertos habilitados para la ubicacion derssnsactuadores.

=] Block Parameter.

ody Spring & Damper1

Body Spring & Damper

nodels & damped linear ogcillator between two Bodies, equivalent to
atranslational spring and damper. The force F between the bodies is
projected along the axis connecting the Body coordinate systems and
ig a function of the relative displacement r and velocity v of these Body
coordinate systems, given by F = -k™r-r0) - b™. The pararmeters 10, k,
and b represent the spring's natural length, the spring constant, and
the damper constant, respectively.

Parameters

Spring constant (k): 24600

Damper constant (h): 1570

Spring natural lenath 0 0.6

Units

Position: |m "|

Velotity: |mis ~]

Farce |N v|
[ OK ][ Cancel ” Help H Anply ]

LZ] Block Parameters: Body Spring & Damper

Bady Spring & Damper

Models a damped linear oscillator between two Bodies, equivalent to
atranslational spring and damper. The force F between the bodies is
projected along the axis connecting the Body coordinate systems and
is a function of the relative displacernent r and velocity v of these Body
coordinate systems, given by F = -k=(r-r0} - b™. The pararneters rd, k,
ang b represent the spring’s natural length, the spring constant, and

the damper constant, respectively.

Fararneters

Spring constant (k) 138000

Camper constant (b): 1]

Spring natural length {r0): 0s

Units

Position: |m "|

Velocity: |mis v|

Force: |N "|
[ ok [ cencel |[ Hel [ awply

]

Figura 5.4: Propiedades de las zonas amortiguada (entneéimaagmasa intermedia, izquierda) y no amor-
tiguada (entre masa intermedia y tierra, derecha)
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=il Il
[ Prismatic [ Prismatic
Represents one translational degree of freedom. The fallower (F) bady translates Represents one translational degres of freadom. The follower (F) body translates rels
relative to the hase (B) Body along single translational axis connecting Body hase (B) Body along single translational axis connecting Body coordinate origing, Ser
coardinate arigins. Sensor and actuator ports can be added Base-follower actuatar ports can be added. Base-follower sequence and axis direction determine =i
sequence and axis direction determine sign of forward motion. forward motion
~ Connection parameter ~Connection parametars
Current hase: GND@Ground2 Current base: GND@sround1
Current follower: CE3@Bodyz (Maguina) Current fallower: CB4@Bodyl (Masa Intermedia no ar
MNumber of sensor f actuator ports < Mumber of sensor/ actuator ports =
[ Parameter [ Parameters
Aes | Advanced Aes | Advanced
#yis oftranslation Auyis oftranslation
MName | Primitive [y z] Reference csys MNarme | Primitive Beya] Referen
P1 | Prismatic|[01 0] WORLD ¥ P1 | Prismatic (01 0] WORLD
4 | 2
0K | Cancel | Help | Apply | 0K | Cancel | Help | Apply |

Figura 5.5: Propiedades de los pares de conexion prismséitoe la maquina y tierra (izquierda), y entre
la masa intermedia y tierra (derecha).

fuerza de perturbacién) que se aplica sobre la maquina.fEgulaa 5.6 se muestran las caracteristicas
de una de las posibles sefales de perturbacion disefiadaserb eSignal Builder mientras que
en la Figura 5.7 se muestran las propiedades del actuadoedmfutilizado.

5. Enla Figura 5.2 también aparecen bloques para definipladi@ones iniciales de movimiento deno-
minadodC (Joint Initial Conditior), mediante los cuales pueden definirse las velocidadeslgsde
cada una de las masas. En este caso, las condiciones se stad@pucero para representar el inicio
del movimiento con velocidad inicial cero, como se puede@ipr en la Figura 5.8.

6. Por ultimo, los resultados de la simulacion (datos cpordientes a posicion, velocidad y aceleracion
de cada una de las masas), se obtienen conectando “sermeesadoslpint Sensgra cada uno de
los pares prisméticos. Estos datos se envian como “vetadrespacio de trabajo de Matlab, donde
se pueden utilizar para efectos de andlisis, identificagiéantrol. En la Figura 5.9 se muestran las
propiedades de uno de los sensores utilizados.

5.5. Resultados de la simulaciéon

Respuesta del sistema a sefiales de perturbacion constantes

1. Respuesta del sistema ante una sefial de perturbacidarteiis = 0. En la Figura 5.10 se muestran
las respuestas del sistema ante la aplicacion de una sefrardda constante de magnitdd- 0. Esto
es equivalente a liberar las masas sin carga, con veloaiitadlicero. Se observa que las posiciones
de la maquina y de la masa intermedia se estabilizan en uo dergquilibrio diferente al del inicio
del movimiento, mientras que las velocidades y acelerasitienden a un valor de cero (es decir, al
reposo).
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Figura 5.6: Propiedades de una de las sefiales de perturisatite la maquina. En este caso se trata de una
sefial del tipo PRBS (Pseudo Random Binary Signal) persésteante excitada.

«) Block Parameters: Body Actuator ] 4

- Body Actuator
Actuates a Body with generalized forceftorgue signal. Vector
components specified with respect to reference coordinate system
Inputis a Simulink signal. For Body motion ar initial condition
actuation, press Help

rActuation

Actuating body at coordinate system isee hlock diagram)

Using reference coordinate system labsolute (world) [Rg

Generalized farces

r Apply torque M-m hd

IV Apply force [y, 2] N -

oK | Cancel | Help | Apply |

Figura 5.7: Propiedades del actuador de fuerza utilizadmggalicar la perturbacion.
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«) Block Parameters: Joinl it =0l

rJoint Initial Condition

Sets the initial linearfangular position and velacity of some or all of the primitives in a Joint.
Caonnectto a Jointto see a list of its primitives

rActuation

Enahle Primitive Pasition Units “elocity Lnits
] P 0 m  ~]o ms v]

oK | Cancel | Help | Aply |

Figura 5.8: Propiedades de inicio de movimiento para lasmdsl sistema.

L] Block Parameters: Joint Sensor 2 A=)

Jdoint Sensor

Measures linearfangular psition, veloeiy, acceleration, computed
forceftargue andior reaction forceftarque of a Joint primitive.
Spherical measured by quatemion. Base-follower sequence and
joint ais determine sign of forward motion. Outauts are Simulink
signals. Multiple output signals ean be bundled inta ane signal
Connectto Joint block to see Connected to primitive list

Measurements

Ot

[7] elocity mis ~
Reastions measured on

With respect to coordinate system: |Absalute (World) v

Output selected parameters as one signal

[ ok J[Coancer J[ Hew J[ amn ]

Figura 5.9: Propiedades de los sensores para medicion dariables (posicién, velocidad, aceleracién,
fuerza, etc) del sistema.
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2. Respuesta del sistema ante una sefial de perturbacidamens = 1000. En la Figura 5.11 se
muestran las respuestas del sistema ante la aplicacionadsetial de entrada constante de magni-
tud K = 1000 (fuerza positiva hacia arriba). Se observa un compmdgteo similar al anterior de tal
forma que las posiciones de la maquinay de la masa interrsedistabilizan en un punto de equilibrio
diferente al del inicio del movimiento, mientras que la®ealades y aceleraciones tienden a un valor
de cero (es decir, al reposo). En el equilibrio las posigatela maquinay de la masa intermedia son
diferentes a las que se obtenian al no existir cargas sobistaa.

Respuesta del sistema ante una sefial del tiftiRBS (Sefial binaria seudo — aleatoria

En la Figura 5.12 se muestran las respuestas del sistenma apteacion de una sefial de entrada del tipo
PRBS es decir, sefial binaria seudo aleatoria. Se observa queakas de la maquina e intermedia oscilan
alrededor de un cierto punto, sin estabilizarse en unaiposéspecifica. Las velocidades y aceleraciones
también comienzan a variar aleatoriamente en respuestzeatiabacion.

Respuesta de la masa de la maquina a diferentes tipos de entias

Por tltimo a manera de comprobacion final, se muestran eglad®.13 las respuestas de la posicion de
la masa de la maquina a diferentes tipos de entrada, paraacanis resultados con los efectos fisicos que
se esperan del sistema ante cada una de estas sefialesficas graestran que la respuestas de la maquina
se ajustan a los resultados esperados en la realidad aatemade las perturbaciones. Por ejemplo, en la
figura 5.13—-a la maquina se estabiliza en una posicion délegucomo consecuencia de la aplicacion de
una fuerza de magnitud constante; en la figura 5.13-b, l@ipasie la maquina cambia proporcionalmente
en el tiempo con el incremento constante de la magnitud desta®; en la figura 5.13—c, se ilustra el efecto
de dejar que la maquina se estabilice en una posicién deaggioscarga, y luego aplicar repentinamente
una fuerza de magnitud constahten la figura 5.13—d, la maquina oscila con amplitud conetalnededor
de una posicion de equilibrio como consecuencia de la apficale una fuerza senoidal; por Ultimo, en las
figuras 5.13—e y 5.13—f, la maquina oscila aleatériamermte éenplitud variable) alrededor de un punto de
equilibrio por la aplicacion de fuerzas aleatorias reprsdas por sefiales del tipo ruido blanco de banda
limitada y persistentemente excitada del ifiRBS

Con base en los resultados obtenidos, se acepta que el medetido esta acorde con los resultados
gue se esperan de un sistema equivalente real, por lo quensseara para su utilizacién en simulaciones
posteriores.

5.6. Resumen

En el presenta capitulo se describio el procedimiento pamalar el comportamiento del modelo redu-
cido de una maquina sin accién de control, bajo el supuesfjoeel movimiento de la misma estéa dirigido
en una sola direccién. Para el caso se construy6 un modesoméatto utilizando las herramientas &én-
Mechanicslel Matlab.

8Representada en este caso por una sefial tipo rampa.
9Este resultado es compatible con lo mostrado en la figura-&.13
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Figura 5.12: Posicién, velocidad y aceleracion de la m&gyide la masa intermedia ante una sefial de
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Figura 5.13: Posicion de la maquina ante diferentes sedalgsrturbacion. Se aplican las siguientes sefiales:
a) Sefal constanté = 1000; b) Sefial tipo ramp&, = 1000; c) Sefial escal6K, = 1000; d) Sefial de tipo
senoidalK = 1000, frecuencid = 10rad/s; e) Sefial del tipo ruido blanco de banda limitaldas 1000; f)
Sefial del tipd?RBSpersistentemente excitades= 1000.
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El modelo reducido se complementé con “sensores” y “actieigara obtener datos de la respuesta
del sistema ante la accién de diferentes fuerzas de pectarbdara facilitar la utilizacion de este modelo
durante las simulaciones, el diagrama de la maquina realsei@nmascaré para configurar un modelo del
tipo “caja negra” .

Con el fin de validar el modelo construido en Matlab se utibpadiferentes sefiales de excitacién y
diferentes valores para las constantes fisicas del mofleéptada la validez del modelo reducido, éste se
utilizé para efectos de la identificacién paramétrica y dwdisenio de diferentes estrategias de control de
vibraciones.



Capitulo

ldentificacion de los parametros del
modelo reducido de una maquina

6.1. Introduccion

En este capitulo se describe el procedimiento utilizads ydsultados obtenidos en la identificacion de
los pardmetros internos del modelo de una maquina simpterapoyada. En ausencia de un arreglo expe-
rimental real se utilizé un modelo reducido para simulaloehportamiento de la maquina y para obtener la
respuesta del sistema a partir de la aplicacion de pertiorEseconocidas.

El modelo reducido utilizado para las simulaciones que serd®6 en el Capitulo 5, fue modificado
ligeramente para permitir la aplicacién de una fuerza deupgeacion entre las masas moviles del sistema.
Esto puede verse en la Figura 6.1. Los estados que se asnmpareorealizar la identificacion son las posi-
ciones, velocidades y aceleraciones de las masas de lanmagjintermedia respectivamehtEn la misma
figura se pueden ver las variables y los parametros que gardih en el modelo.

Teniendo en cuenta que existen diferentes procedimiert@edtificacion que se basan en la seleccién
de los estados, aqui se utilizo la identificacion con el psapdspecifico de estimar los valores de los
parametros s, My, ks, ku, bs del modelo reducido a partir de mediciones de posicion deldasmasas
moviles del sistema. Con este procedimiento, se buscaertitdarmacion sobre los pardmetros internos de
la “caja negra” denominada modelo reducido y comparar kgt@dos “estimados” con los valores “reales”
incluidos en la caja negra.

1Esto no implica que todas las variables tengan que utiizaesesariamente en el trabajo de identificacion.
2Un listado de los nombres asignados a los simbolos utilizadcel capitulo aparece en la Tabla 6.1. Un listado compketosd
nombres asignados a los simbolos utilizados en todo efdraparece en el Anexo A.
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Tabla 6.1: Descripcion de las variables y los parametrdigadios en la identificacién paramétrica del mo-

delo reducido de una maquina, y su denominacién en Matlab.

Variable Matlab | Definicion de la variable
ms Masa amortiguada (o de la maquina)
Mg Masa amortiguada (o de la maquina) estimada
my Masa no amortiguada (o intermedia)
1y Masa no amortiguada (o intermedia) estimada
Ks Constante elastica del resorte superior
ks Constante elastica estimada del resorte superior
ky Constante elastica del resorte inferior
ky Constante el4stica estimada del resorte inferior
bs Constante viscosa del amortiguador
bs Constante viscosa estimada del amortiguador
fs Fuerza ejercida por el resorte superior
fu Fuerza ejercida por el resorte inferior
fp Fuerza ejercida por el amortiguador
Zs, Zs Pmaq | Posicién de la maquina (masa superior)
Zu, Zy Pint Posicién de la masa intermedia
Zsus Zsus difpos | Diferencia de posiciones de las masas
Zs Vmaq | Velocidad de la maquina (masa superior)
Zu Vint Velocidad de la masa intermedia
Zg Amaqg | Aceleracién de la maquina (masa superior)
2 Aint Aceleracién de la masa intermedia
u, U Sefial de entrada (persistentemente excitada)
C1, C2, C3 Constantes
ao, &1, &, a3 Constantes
bo, by, by Constantes
FTS Funcién de transferencia para la posicién de la maquina
FTU Funcion de transferencia para la posicion de la masa inthame
FT Funcién de transferencia para la diferencia de posicioadgsdmasas




6.2 Funcién de transferencia correspondiente a la diferena de posiciones de dos masas.

Masa de la
maquina, ms

Zs -Zu bs
ks Masa
Zs intermedia
mu
Zu ku
7 Z

BASE

Masa de la
maquina, ms
fs T u} 1 fb
fs u b
Masa
intermedia
mu

fu

Zs, Zu: posiciones de las masas

Zsus =Zs - Zu: diferencia de posiciones de
las masas

u: fuerza perturbadora (externa)

fs: fuerza ejercida por el resorte superior:
fs = ks (Zs - Zu) = ks Zsus

fu: fuerza ejercida por el resorte inferior:
fu=ku Zu

fb: fuerza ejercida por el amortiguador:
fb = bs Zsus
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Figura 6.1: Modelo reducido de una maquina vista como umgkrsmplificado de dos masas, sometido a

la accién de una perturbacién

6.2. Calculo de la funcion de transferencia correspondiesta la dife-

rencia de posiciones de dos masas con base en el modelo redaci

de una maquina

El sistema reducido de una maquina es basicamente el de das m@nectadas por resortes y amorti-
guadores. Las posiciones de la maquina y de la masa intearastdin denominadas por las varialdeg
z, respectivamente. Si el sistema es afectado por una pectorbexternai que se aplica simultdneamente
entre las masas moviles, durante el movimiento se pres&mtazas internas ejercidas por los elementos
conectados a las masas de la siguiente forma (véase la Bid)ra

= Fuerza ejercida por el resorte superior de constante

fs=Kks (Zs*Zu) = Ks Zsus

» Fuerza ejercida por el resorte inferior de consténte

fu=kuzu

(6.1)

(6.2)
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= Fuerza ejercida por el el amortiguador superior de corestgnt
fb = bs (Zs - Zu) = bszsus (6-3)

Con base en el diagrama de fuerzas incluido en la Figuraa& Bduaciones de movimiento del sistema
debido a una fuerza de perturbacifse pueden escribir de la siguiente forma:

M s+ fs+ fo+u=0 (6.4)

Al reemplazar las expresiones para las fuerzas (ecuadtohes.? y 6.3) en las ecuaciones 6.4y 6.5 se
obtiene:

MeZs+ Ks(zs — 2u) + bs(2zs — 2u) +u=0 (6.6)
MuZy — ks(zs — zu) — bs(Zs — 2u) — U+ kyzu = 0, (6.7)

las que también se pueden reescribir en la forma:
MsZs + bsZs + Kszs = bszy + kszy — U (6.8)

MuZy + sz + (ks + Ku)zy = bsZs + kszs + U (6.9)

Estas ecuaciones diferenciales de segundo orden se puedentar en la forma de ecuaciones alge-
braicas en la variabkede la transformada de Laplatce

(MsS? + bss+ ks) Zs(S) = (bss+ ks)Zy(s) —U (s) (6.10)

(musz +bss+ (ks +ku)) Zu(S) = (bss+Ks)Zs(s) +U(s), (6.11)

a partir de las cuales se pueden obtener las funciones dédrancia para las posiciones de las masas de la
magquina e intermedia respectivamente.

6.2.1. Funcién de transferencia para la posicion de la magna

De la ecuacion 6.11 se puede obtener la siguiente expreaiarigposicion de la masa intermedia:

_ (bss+ks)Zs(s) +U(s)
A= (MyS? + bss+ ks + ky) (6.12)

Al reemplazar la ecuacién 6.12 en la ecuacion 6.10 se obtiene

(bss+ ks)Zs(s) + U (s)
(M + beS+ ks + ko) } —vE

(MsS? + bss+ ks) Zs(S) = (bss+ ks) [ (6.13)

Si se agrupan los términos asociados a los factores cornzyfsy U (s), la ecuacion 6.13 se convierte
en:

(bss+ks)® } (9 = {( (bss+ ko)

(mss* +bss k)~ (Mus? + bes+ ks + ky) My + DS+ ks + ky)

- 1} u(s) (6.14)

3Esto se logra al obtener la transformada de Laplace de cauimtéde la ecuacion.
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Para simplificar las expresiones, se pueden utilizar lagesiges coeficientes:

C1 = MsS® + bss+ ks (6.15)
Co = MyS? + bss+ Ks+ Ky (6.16)
Cc3 = bsS+ ke (6.17)
Con estos coeficientes, la ecuacion 6.14 se convierte en:
c2 C3
<cl —3) Zs(s) = (— - 1) U(s) (6.18)
C2 C2

Por lo tanto, la funcién de transferencia correspondiemtdep@sicion de la maquina para una sefial de
entraddl esta dada por:

.

6.2.2. Funcién de transferencia para la posicion de la masatermedia

El procedimiento anterior puede repetirse para calculameion de transferencia correspondiente a la
posicién de la masa intermedia de la siguiente forma. Dedaaén 6.11 se puede obtener la siguiente
expresion para la posicién de la masa de la maquina:

(MyS? + bss+ Ks+ k) Zu(s) — U (s)

Zs(s) = 6.20
S( ) (b53+k5) ( )
Al reemplazar la ecuacién 6.20 en la ecuacion 6.10 se obtiene
(M + bs-+ k) | TS bss+(bk_; 1k|<“>)2“(s> —U (S)] — (bss+ke)Zu(8) ~U(9) (6.21)
S S

Al agrupar los términos asociados a los factores comzges y U (s), la ecuacion 6.21 se convierte en:

(MsS? + bss+ Ks) (Mys? + bss+ ks + Ky)
(bsS—+ ks)

(MsS? + bss + ks)
(bsS+ ks)

— (bss+ ks)] Zy(s) = { —1|U(s) (6.22)

Teniendo en cuenta las expresiones correspondientes ansisuotes,, c; y ¢z (ecuaciones 6.15, 6.16
y 6.17), la ecuacion 6.22 se convierte en:

(@ - C3> Z4(8) = <§_; - 1) UG (6.23)

Por lo tanto, la funcion de transferencia para la posicidia dieasa intermedia para una sefial de entrada
U esté dada por:

FTU = ZZ“(S)) = (Ef’zz) (6.24)

C3
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6.2.3. Funcion de transferencia para la diferencia de posienes de la maquina y de
la masa intermedia

Ya que la diferencia de posiciones de las masas se calcula Zag= Zs(s) — Z,(s), la funcion de
transferenciak T) que relaciona la diferencia de posiciones de la maquindy k@sa intermedia (es decir,
Zs(s) — Zy(s)) esta dada por la diferencia entre las funciones de trasfexr para la maquin&T S y para
la masa intermedid~T U) respectivamente:

Zsys . Zs(S) — Zu(s)
Uis) Uy

=FTS-FTU, (6.25)

a partir de la cual se obtiefie
Zsys  Zs—Z, num

FT =20 0 = den’ (6.26)
donde
num= mS+m“52+ u (6.27)
Msmy msmy
den—gt s Tt Mup g, Mkt MK T Mo, Dok o) Kk (6.28)
Msmy Mgl mgmy MMy

La ecuacion 6.26 corresponde a la funcién de transferengaeaciona laliferencia de posiciones
de la maquina y de la masa intermedia ante la presencia deefiahde perturbaciobl aplicada entre
ambas. En las expresiones anteriores los parametros #imehsonm, My, Rs, Ru y Bs. Estos se pueden
calcular a partir de las mediciones de las posicioAg%(;) de las masas, las cuales se obtienen directamente
de la simulacion con el modelo reducido. A continuacion sestra el procedimiento de calculo de estos
parametros.

6.3. Algoritmo para el calculo de parametros equivalentesreun sis-
tema de dos masas
En el caso de un sistema de dos masas, la funcién de trargéeoemtinua correspondiente a la res-

puesta en términos de las diferencias de desplazamienkas ohesas superior e inferigg,s= Zs — Z, ante
la accién de una fuerza de excitacldh esta dada por la ecuacion 6.26.

La idea de la identificacién es la de obtener los paramettisaxosd = [y iy, ks ky bs] a partir de la
respuesta del sistema real (funcién de transferenciausat@erturbacion (excitacién) conocida.

Dado que el sistema de dos masas es de orden cuatro, la fulectéemsferencia del mismo se puede
calcular tomando como referencia el siguiente modelo:

Zs— 1, _ bys? + bis+ b
U S+ ags3 4+ ax + a1s+ag

(6.29)

4Realizando las operaciones simbdlicas correspondientes.
5También conocidos como parametros a estimar.
Spersistentemente excitada.
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En teoria, las funciones de transferencia 6.26 y 6.29 somalgutes, es decigsys= Zs — Z, parat = co.
Por lo tanto se puede proceder a igualar los coeficientetas@mien los numeradores y denominadores de
ambas expresiones, con lo cual se obtiene:

Mt M _p, (6.30)
MsMy
Ky
U _p 6.31
gl (6.31)
Ms+ My
bs = 6.32
M, s = ag ( )
Msks +ka) +Mks _ (6.33)
MsMy
bsky
—a 6.34
e (6.34)
ksky
_ 6.35
a2 (6.35)

Con base en lo anterior, el procedimiento para obtener Idsiptros estimados es el siguiente:

1. Alrelacionar las expresiones 6.31y 6.35 se obtiefke % by/ap, con lo cual:

ko= 20 (6.36)
bo
2. Igualmente, al relacionar 6.34 y 6.31 se obtibne a; /bo, a partir de la cual:
b= (6.37)
bo
3. Con ag=[(ms+my)/(msmy)]bs,
M+ _ 3 (6.38)
MsMy bs

4. De [(ms+my)/(msmy)]ks + msky/(msmy) = ap. Teniendo en cuenta el resultado de la expresion
6.38 se obtiene:

) = (3)F
) =ap— [ 2 ) ks, 6.39
m () = (2 (6.39)
o lo que es lo mismo, A
= 22— (Ba/bolle (6.40)
0

5. De (Ms+my)/(msmy) = 1/my+1/ms = ag/bs,

1
B 33/65—1/ms

My (6.41)
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6. Finalmente con base en el resultado del segundo paso,
ky = borhsriy (6.42)

En resumen, los resultados obtenidos a partir de la fun@dredisferencia identificada (continymeyr-
miten estimar los coeficientdsl| sistema de la siguiente forma:

K ao

b &
b= 22 (6.44)
g = 22— (@s/bslks (6.45)
bo
= (6.46)
E13/65 — 1/ .
ku = borhgriy (6.47)

Para realizar el proceso de identificacion de los pardmeéds maquina se realizan los ajustes corres-
pondientes en el modelo reducido construido en Symmech{8t de Matlab (véase la Figura 6.2). Se
introducen los datos conocidos pang my, ks, ky, bs (los cuales aparecen en la Tabla 5.3). Estos valores
se escogen arbitrariamente, y se suponen a partir de vagressentativos de las variables de un sistema
real. Estos son por lo tanto los valores que configuran laregsa denominada “modelo reducido”. En el
diagrama de simulacion, la magnitud de la fuerza de pertidhguede modificarse cambiando el valor de
la ganancia K ubicada justamente después de la sefial deljaeitin. Esta es la fuerza (o sefial de entrada
u) que se aplica simultaneamente a las masas de la maquiraraedia, enviada al espacio de trabajo de
Matlab para efectos de identificacion.

Luego, el sistema se somete a excitacion con diferentesitndga de fuerza. Los vectores de datos
correspondientes a la sefial de excitacion, posiciones;ideldes y aceleraciones de las masas, se almace-
nan en la memoriaWorkspacgde Matlab para su analisis posterior. Con base en las pos&Zs y Z, se
calcula la diferencia de posiciongs,s y finalmente se procede de acuerdo con lo indicado en latseéat.

6.4. Procedimiento de identificacion utilizado en Matlab

Para la identificacion se utilizé la interfase gréfica de tisu@Ul (Graphical User Interface) de la
herramiente8ystem Identification Toolb¢%9] del Matlab. La ventaja de la utilizacion de esta herenta
estriba en que permite calcular, evaluar y validar rapidaenel modelo matematico del sistema empleando
una gran variedad de métodos.

En general el procedimiento que se utiliza durante la ifleation es el siguiente:

1. El sistema a identificar se somete a excitacion con algande sefial de entrada (denominadan
este caso) y se observa el comportamiento (respuesta a)s&8&procesan la entrada (excitaciéon) y
la salida (respuesta) en un intervalo de tiempo determinadentrada se selecciona de tal forma que
produzcaexcitacion persistentsobre el sistema.
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2. Se obtienen (registran) los vectores correspondiertes @atos experimentales (entradas, datos in-

termedios, salidas). En el modelo utilizado, la entradanessefial de perturbacién persistentemente
excitada y las salidas son las posiciones, velocidadeslerac®nes de las masas del sistema. Ter-
minada la simulacién, los vectores de datos quedan almdosme el espacio de trabajo de Matlab
(Workspacg Con los datos de posicion de las masas del sistema, sedpraaealcular la diferencia
de posiciones de las masak f(_po9. Los resultados se visualizan en este entorno en una \&ntan
similar a la mostrada en la Figura 6.3.

. Desde el espacio de trabajo de Matlab se inicia el prodedimde identificacion por medio del

comandddent El primer paso de la identificacién consiste en introduapejunto de datos a utilizar,
especificando claramente los que corresponden a las sdBaatrada y de salida. Para esto se utiliza
la ventana de entrada de datos en la interfase gi@filasimilar a la mostrada en la Figura 6.4.

. A continuacion se examinan los datos mediante su refeesén espectral o temporal. Se realiza el

pre—procesamiento de los datos, que consiste en la elidimde los valores medios y en el filtrado
0 separacion del conjunto de datos en dos partes: una quéizepdra la estimacion y otra para la
validacion. Los resultados se visualizan en una ventani&sialla mostrada en la Figura 6.5.

. Se procede a la estimacién de uno o varios modelos, patmlse puede escoger la estructura del

modelo, el orden y el retardo. La interfase grafica del usysermite visualizar los resultados de la
estimacion, como puede verse en la Figura 6.6. Desde edtnegtambién denominada “tablero de
modelos”), se puede escoger cualquiera de los modelosyaretisis detallado.

. El modelo escogido se somete a validacion, para lo cualesgegn utilizar varias series de datos: los

asignados por el programa durante la etapa de pre—pro@danyiel conjunto completo de datos
originales. En esta etapa se analizan las salidas del mgdidb sistema originalNlodel Outpuy,
los residuos Nlodel Residg respuesta transitoridi@nsient Resp ceros y polos4eros and Polés

y espectro del ruidoNoise SpectruinLos diferentes modelos se pueden conservar en el “tatieero
modelos” de la interfase gréafica o simplemente se elimiffeast) si se considera que no tienen los
niveles de calidad adecuados.

. Si el modelo obtenido se ajusta a los requerimientos deagabn, se procede a enviarlo al espacio

de trabajo de MatlabTp Workspacen el “tablero de modelos”) en un formato estandar (denasoina
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A Pmag <2007x1 double>  double
B Vint <2001x1 double>  double
HH vmaq <2001x1 double>  double
FHans 1 dauble
R dif_pos <2001x1 double>  double
HH tout <1000x1 double>  double
EHu <2001x1 double>  double

Current Directary | yyorkspace.

Figura 6.3: Datos correspondientes a la simulacién delrest almacenados como vectores de datos en el
espacio de trabajo de Matlab.
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THETA), a partir del cual se pueden obtener los demas forsridbmodelo por medio de operaciones
matemdticas: funcion de transferencia continua, funcétahsferencia discreta, variables de estado
continuas, variables de estado discretas, .. .. En este,danbhformacion obtenida se puede utilizar
para los propositos que se requieran: disefio, simulacidrral, etc.

6.4.1. Senales de excitacion

Simulink [30] de Matlab permite utilizar diferentes sef&adie excitacion con el fin de realizar la identifi-
cacion. Estas sefiales pueden definirse mediante el usopieda8ignal Builder la cual permite modificar
la magnitud, la frecuencia, el periodo de muestreo, etauidg de las sefiales predefinidas somstant,
step, pulse, triangle, square, sampled sin, sampled gaussinoise, pseudo ramdom noise, poisson ram-
dom noise Ademas pueden seleccionarse otras que pueden ser maakifidedctamente por el usuario
(custom).

De acuerdo con lo expuesto en la literatura ([2], [18]), rdatolas sefiales permiten excitar persistente-
mente los modos del sistema para una adecuada identific&Sitanes una exigencia requerida para efectos
de lograr convergencia en la aplicacion de los diversogiatgas de regresion (minimos cuadrados, mini-
mos cuadrados recursivos, minimos cuadrados generadizzat@ble instrumental, espacio de estados, etc.)
utilizados en el proceso de identificacion.

Con base en lo anterior, se efectuaron diferentes inteptmedtificacion y después de evaluar la calidad
de los datos resultantesse decidié emplear en definitiva como entraldana sefial de onda cuadrada del
tipo PRBS.

Aplicada la sefal de excitacidh al modelo reducido, los datos de respuesta reportadosgmposi-
ciones y por lo tanto para las diferencias de posicion de &Esasd,s se registran en el espacio de trabajo
de Matlab para su analisis. Al invocar los datos en el Mat#&ysi{em Identification Toolbd&ITB) [19]
se procede a realizar el pre—procesamiento y divisién dgloto de datos en partes para la estimacion y
validacion.

6.4.2. Seleccién de modelos identificados

Del conjunto de modelos estimados durante la identifica@élo se escogen aquellos que durante la
validacion presentan un margen de ajuste adecuado. Corbase analisidse encuentra que los mejores
modelos identificados corresponden a la denominacion AR¥44AN4S4, Los resultados obtenidos para

“La evaluacién de la calidad de los datos se hace duranteidaciéin [18, paginas 520 a 525]

80nda del tipoPRBS — Pseudo Random Binary Signmrsistentemente excitada. Una sefial binaria aleatsrima sefial que
puede ser generada de diferentes formas y que asume Unteatiosnvalores. Aparentemente, la forma mas comuin de genesar
por medio de un ruido blanco gausiano de media cero, filtragidiante un filtro lineal adecuadamente seleccionado y tehsgno
correspondiente a la sefial filtrada. Posteriormente, la pe@de ajustarse a los valores binarios deseados. Eligekirconsiderado
para el factor de cresta es 1 [18, pagina 418] generada Qigr&l Builder con un periodo de muestrdo= 0,05s.

9Respuesta del sistema, ajuste, retardo, analisis de cealesy . ..

10 a denominacioARX m, Ny, Ny hace referencia a modelos de estructura ARX (modelos @uémigos con variables exdgenas)
calculados por el método de minimos cuadrados. Estos nselepresentan en la forsaéay1)y(t) = B(q~1)g "™ u(t) +e(t), donde
u(t) es la entrada al sistemyp(t) la respuesta del sistemagft) la perturbacion. Las expresionééq 1) y B(q~1) son polinomios
autoregresivos de ordem y n, respectivamente. El térming representa el retardo total. Como retardo se debe selecagnel que
produzca la menor funcién de coste.

11 a denominaciénN 4 S rj hace referencia a modelos de ordaeen variables de estado.
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el calculo de los parametros internos del sistema para ds®snodelos se muestran en las siguientes
secciones.

6.5. Analisis de modelos identificados
6.5.1. Anadlisis de modelos ARX441

Para la identificacion de estos modéfose utilizaron diferentes magnitudes de la fuerza de geatur
cién. La fuerza se increment6 desde un valor dé\Bi@@sta un valor de 55002, En la Tabla 6.2 se muestran
los resultados obtenidos para los parametros internosstiefrea con base en estos modelos, calculados de
acuerdo con las ecuaciones 6.43 a 6.47.

En los resultados puede apreciarse que los valores cabsutlependen de la magnitud de la fuerza de
perturbacion aplicada. En general se encuentra que el mdmgajuste (en porcentaje) de los modelos se
incrementa levemente con el aumento de la magnitud de ladwlicada, aunque esto no implica que
siempre se encuentren mejores resultados en los pararcaitokados.

El procedimiento de calculo de los coeficientes en cadaifa@mion es el siguiente (se ilustra para el
caso de una fuerza de perturbacion de 5§00

1. Primero que todo, se encuentra la ecuacion en diferedelasodelo ARX441 con base en la dife-
rencia de posiciones de las masas. Para el caso se utilitzagpeeio de trabajo de Matlab el nombre
del modelo ya definido en la identificacion de la siguientenaf*

>> arx441

Discrete-time |DPCLY nodel : A(q)y(t) = B(q)u(t) + e(t)

P

)

=7
I

1- 1.345 q>-1 + 0.3995 q-2 + 0.1758 g*-3 + 0.01311 g°-4

9.415-006 -1 - 7.922e-006 g*-2 + 8.073e-006 g°-3 + 3. 166e-007 g-4

o
-~
o
=

1]

Estimated using ARX from data set dif-posde
Loss function 7.18236e-008 and FPE 7.29809e-008
Sanpling interval: 0.05

2. La funcidn de transferencia discreBal para la diferencia de posiciones de las masas méviles del
sistema se obtiene usando el comarfdde Matlab:

>> & = tf(arx441)

12| a teoria béasica se mostré en las secciones 3.2y 3.3.

13Esta es la fuerza maxima que puede aplicarse entre las nelssistdma antes de que los movimientos de las mismas se super
pongan, es decir, que el sistema colapse.

145e imprimen los resultados tal como aparecen en el espatiatdgo de Matlab.
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Tabla 6.2: Valores calculados de los parametros internlosidéelo reducido de una maquina con base en
los modelos identificados ARX441.

Fuerza| Ajuste ks bs ms my ky

N (%) N/m N-s/m kg kg N/m
500 96,05 | 24295,04| 1503,34| 251,28| 41,96 | 166969,64
1000 98,09 | 24542,96| 1685,03| 239,73| 29,85| 97997,89
1500 98,67 | 24593,29| 1620,12| 244,87 | 27,12| 115242,51
2000 98,96 | 24577,09| 1622,73| 244,75| 27,52| 114792,09
2500 99,15 | 24598,76| 1687,28| 240,16| 20,75| 97353,74
3000 99,27 | 24598,38| 1731,04| 237,43| 23,45| 89112,02
3500 99,35 | 24602,81| 1728,36| 237,76| 22,93| 89750,24
4000 99,42 | 24620,40| 1692,54| 240,39| 20,69| 96994,20
4500 99,46 | 24614,99| 1605,65| 247,45| 27,61 | 123331,83
5000 99,50 | 24611,56| 1608,06| 247,14| 27,62| 122291,50
5500 99,53 | 24606,92| 1693,57| 240,14 | 21,27 | 96674,85

Promedios> | 24569,30| 1652,52| 242,83| 26,43 | 110046,41
Desviaciones» 93,43 67,70 4,51 6,08 | 22631,47
Valores Reales» 24600 1570 250 26,5 138000

Transfer function frominput "ul" to output "yl1":

9. 415e-006 z"3 - 7.922e-006 z"2 + 8.073e-006 z + 3.166e-007

z"4 - 1.345 z"3 + 0.3995 z"2 + 0.1758 z + 0.01311

n

Transfer function frominput "v@1" to output
0. 0002696 z"4

z"4 - 1,345 z"3 + 0.3995 z"2 + 0.1758 z + 0.01311

yl":

I nput groups:

Nane Channel s
Measur ed 1
Noi se 2

Sanpling time: 0.05

3. Laconversién de la funcion de transferencia disdBata continuas para la diferencia de posiciones
de las masas mdviles se obtiene utilizando el comadp

>> G = d2c(d)

Transfer function frominput "ul" to output "yl":
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0.003224 s"3 + 0.05131 s*2 + 0.362 s + 18.93

sM4 + 86.69 s”3 + 5806 s"2 + 3.206e004 s + 4.658e005

Transfer function frominput "v@1l" to output "yl1":
0. 0002696 s"4 + 0.02961 s"3 + 2.164 s"2 + 49.5 s + 516.5

s"4 + 86.69 s"3 + 5806 s"2 + 3.206e004 s + 4.658e005

I nput groups:

Nane Channel s
Measur ed 1
Noi se 2

4. Con base en la funcién de transferencia contiBuse procede finalmente a obtener el numerador
(numg y el denominadordend continuos, los cuales se utilizan para el calculo de lo$icdeates
estimados:

>> nunt = G nun{1}

nunc =

Colums 1 through 4

0 0.00322374573094  0.05131115675818 0. 36204350762017
Colum 5

18.93034327651506

>> denc = G denc{1}

denc =

1. 0e+005 *

Colums 1 through 4

0.00001000000000  0.00086689956286  0.05805560088047  0.32059875494940
Colum 5

4.65817442705673

5. Conocidos los coeficientes del numerador y denominadomddelo ARX441 para la diferencia
de posiciones de las masas moviles, y como la funcion deférameia que describe la respuesta
(Zs— 2,)/U esta dada por la ecuacion 6.29, se encuentra que:



92 Identificacion de los parametros del modelo reducido

a_0 = 4.658174427056732e+005
a_l = 3.205987549493954e+004
a_2 = 5.805560088047459e+003
a_3 = 86.68995628599750
b_0 = 18.93034327651506

6. Por lo tanto, los coeficientes correspondientes al sesteentificado obtenidos de acuerdo con las
ecuaciones 6.43 a 6.47 para el modelo ARX441 son:

ks = 2.460692000675789e+004
bs = 1.693570741250791e+003
ms = 2.401429750775826e+002
m = 21.26596568236834

ku = 9.667484508100670e+004

Estos dltimos son los valores que aparecen en la Tabla 6a2uparfuerza perturbadora de 580n la
Figura 6.7, se muestran las graficas obtenidas duranteritifidacion y validacion del modelo del sistema
para esta fuerza de perturbacion.

6.5.2. Andlisis de modelos N4S4

Para la identificacion de estos modéfyse utilizaron diferentes magnitudes para la fuerza deipert
bacion. Igual que en el caso anterior, la fuerza se incrednégegde un valor de 56Dhasta un valor de
550N6. En la Tabla 6.3 se muestran los resultados obtenidos mapatametros internos del sistema con
base en este modelo, calculados de acuerdo con las ecus6idBe 6.47.

Igual a lo observado en los andlisis de los modelos ARX44bsresultados de los analisis de los mode-
los N4S4 puede apreciarse que los valores calculados depdeda magnitud de la fuerza de perturbacién
aplicada. En general se encuentra que el margen de ajusier@@ntaje) de los modelos se incrementa con
el aumento de la magnitud de la fuerza aplicada, aunque estoglica que siempre se encuentren mejores
resultados en los parametros calculados.

El procedimiento de calculo de los coeficientes en cadaifd@mion es el siguiente (se ilustra para el
caso de una fuerza de perturbacion de 5500

1. Primero que todo se encuentra el modelo en la represéntdel espacio de estados con base en la
diferencia de posiciones de las masas moviles del sistearaePcaso se utiliza el nombre del modelo
ya definido en la identificacion de la siguiente fofha

15_a teorfa lsica fué presentada en la seccion 3.4. Estos modelos gamttjui sélo como una herramienta para comparar con los
resultados obtenidos con los modelos ARX.

16Esta es la fuerza maxima que puede aplicarse entre las nelssistdma antes de que los movimientos de las mismas se super
pongan.

17Se imprimen los resultados tal como aparecen en el espatiatdgo de Matlab.
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Autocorrelation of residuals for output y1, ARX441 Measured and simulated model output, ARX441

N Y
/

0 5 10 15 20 0% 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
samples Time

=20 -15 -10 -5

s Step Response, ARX441 Poles (x) and Zeros (), ARX441

1
Time

Figura 6.7: Resultados obtenidos para la identificaciomaelelo ARX441, para una fuerza perturbadora de
5500N. De Arriba a abajo e izquierda a derecha: a) Analisis deuesidncluyendo el intervalo de confianza
del 99%. En este caso, la autocorrelacién de los residudsaigdie el sistema no es afectado por sefales
de ruido externas al sistema. b) Superposicion del modeidosodatos de validacion. Se observa que las
curvas de respuesta correspondientes a las salidas mesiidalpda practicamente se superponen, lo cual
es un indicio del buen ajuste del modelo. ¢) Respuesta aléesda Grafica de polos y ceros dentro del
circulo unitario.
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Tabla 6.3: Valores calculados de los pardmetros internlosidéelo reducido de una maquina con base en
el modelo identificado N4S4.

Fuerza| Ajuste ks bs ms my ky

N (%) N/m N-s/m kg kg N/m
500 98,84 | 23411,74| 1548,19| 231,78 25,11 | 108292,81
1000 99,64 | 24600,10( 1620,11| 245,50| 27,60| 117176,10
1500 | 99,80 | 24598,89| 1621,82| 245,10| 27,23 | 116116,53
2000 | 99,82 | 19917,64| 1312,62| 198,55| 22,21 | 94496,48
2500 99,83 | 21182,97| 1394,49| 211,32 23,81 | 101029,11
3000 99,84 | 22343,65| 1470,70| 222,94| 25,16 | 106674,99
3500 99,85 | 22614,46| 1488,86| 225,61 | 25,43 | 107885,64
4000 | 99,85 | 21660,78| 1425,92| 216,07 | 24,33 | 103249,03
4500 99,87 | 21188,74| 1394,68| 211,37| 23,83 | 101074,30
5000 | 99,87 | 22686,94| 1493,04| 226,33| 25,54 | 108295,70
5500 99,87 | 22492,08| 1480,27| 224,39 25,33 | 107389,45

Promedios> | 22427,09| 1477,33| 223,54| 25,05| 106516,38
Desviaciones> | 1431,36 | 94,96 14,16 | 1,53 6554,82
Valores Reales» 24600 1570 250 26,5 138000

>> n4sd
State-space model:  x(t+Ts) = A x(t) + Bu(t) + Ke(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) + e(t)
A =
x1 X2 x3 x4
x1 0. 83454 0.28922 0.018538 3.5568e-005
X2 -0. 48938 0.78313 -0.064125 8.4532e-005
X3 0.26169 0.52304 -0. 23766 -0. 025291
x4 0. 0055975 0. 0078757 -0. 039361 0.99949
B =
ul
x1 -1.9165e- 006
x2 -1.8855e-006
x3 9.9509e-006
x4 3.6119e-007
C =
x1 X2 x3 x4

yl -4.9313 2.6048 0. 49108 -0. 014041
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D=
ul
yl 0
K =
yl
x1 -0.003474
x2  -0.0011587
x3 0. 099335
x4 -2.7348
x(0) =
x1 -0. 14085
X2 0. 095803
x3 - 0. 49345

X4 0. 013007

Estimated using NASID from data set nydatade
Loss function 6.82797e-008 and FPE 7. 0498e- 008
Sanpling interval: 0.05

2. Lafuncién de transferencia discré&dl se obtiene mediante el comartdade Matlab:

>> @l = tf(n4s4)

Transfer function frominput "ul" to output "yl":
9.421e-006 z"3 - 1.771e-005 z"2 + 1.667e-005 z - 8.377e-006

z"4 - 2,379 z"3 + 1.818 z*2 - 0.2631 z - 0.1751

Transfer function frominput "v@1l" to output "y1":
0. 0002613 z"4 - 0.0005953 z"3 + 0.0004256 z"2 - 3.785e-005 z - 4.936e-005

z"4 - 2,379 z"3 + 1.818 z*2 - 0.2631 z - 0.1751

I nput groups:

Nane Channel s
Measur ed 1
Noi se 2

Sanpling tinme: 0.05

3. La conversion de la funcién de transferencia discé&dd a continuaGcl se obtiene utilizando el
comandad2c de Matlab:
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Transfer function frominput

n

ul" to output

n

y1":

0. 000155 s*4 + 0.03552 s*3 + 0.04152 s"2 + 17.28 s -

0. 1008

S"5 + 65.04 sM4 + 5228 s”3 + 2.794e004 s"2 + 4.249e005 s - 2267

n

Transfer function frominput "v@1" to output "yl":
0. 0002613 s*5 + 0.01759 s™4 + 1.426 s"3 + 9.377 s"2 + 119.4 s + 161

S"5 + 65.04 sM4 + 5228 s"3 + 2.794e004 s”2 + 4.249e005 s - 2267

I nput groups:

Nare Channel s
Measur ed 1
Noi se 2

. En este caso se encuentra que el orden de la funcién déetersa para el modelo N4S4 es de 5,
por lo que se requiere disminuirlo y adecuarlo al uso de laa@ones 6.43 a 6.47. Matlab permite
utilizar varios comandos para hacer esta reduccion. Aqutikean los comandobalreal y modred
para obtener un nuevo modelo equivalente continuo (de getlrtido) de la siguiente forma:

[hb,g] = balreal (Ccl);
s = length(g);
Cecred = nodred(hb,[1,2,7:s],’ Truncate’);

a= x1 X2 X3 x4 X5 X6

x1 0.005334 0 0 0 0 0

X2 0 0.005334 0 0 0 0

x3 0 0 -1.728 -8.708 5.224 4.124

x4 0 0 8. 585 -2.602 9.671 6.042

x5 0 0 1.852 -4, 027 -26.55 -62. 87

x6 0 0 -2.538 0. 9597 62.75 -34. 17

X7 0 0 -1.558e-007 -1.121e-007 2.064e-006 -3.108e-006

x8 0 0 9.86e-008 -7.825e-008 1.866e-007 4.903e-007

x9 0 0 4,426 -7.891 1. 652 5.543

x10 0 0 -13.53 24. 26 -7.409 -12.94
X7 X8 X9 x10

x1 0 0 0 0

X2 0 0 0 0

x3 1.93e-007 -7.451e-008 9.978e-015 -3.58e-015

x4 2.172e-007 -5.96e-008 -1.49e-015 -4.004e-015

x5  -1.536e-006 1.49e-007 -1.611e-014 -4.829%e-015

x6 -4.147e-006 -1.043e-007 -5.052e-014 1.221e-015

X7  -2.219e-013 0 -2.55e-021 -2.316e-023

x8 2.009e-014 -1.665e-015 2.017e-022 -3.97e-023

x9  -1.063e+008 6. 81e+006 -14. 46 -45.76
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x10  3.172e+008 -2.195e+007 95.4 -49. 22
b =
ul v@yl
x1 0. 0006023 0
X2 0 0. 002409
X3 0. 01256 -0.002814
x4 -0.01053 0. 006697
x5 -0. 01382 -0. 01529
X6 0. 01087 0. 009942

X7 3.341e-010 -2.896e-011
x8 -2.71e-012  1.292e-010

X9 -0. 01389 0.01342
x10 0. 04222 -0. 04204
CcC =
x1 X2 x3 x4 x5 X6

yl -3.362e-005 0.1578 0.01288 0 0.01248 -0.02061 -0.01473

X7 x8 x9 x10
yl -5.48e-010 1.164e-010 -6.614e-018 -2.602e-018

d=
ul v@yl
yl 0 0.0002613
I nput groups:
Nane Channel s
Measur ed 1
Noi se 2

Conti nuous-time nodel

g:
1. 0e-004 *

| nf

| nf
.47961714508233
. 29929471537899
.08001066389973
.03177085532372
. 00000000000000
. 00000000000000
. 00000000000000

O OO OO oo
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0. 00000000000000

10

w
I

x1 X2 X3 x4
x1 -1.728 -8.708 5.224 4.124
x2 8.585 -2.602 9.671 6.042
x3 1.852 -4.027 -26.55 -62.87
x4 -2.538 0.9597 62.75 -34.17

ul v@yl
x1 0. 01256 -0.002814
X2  -0.01053 0.006697
x3 -0.01382 -0.01529
x4 0.01087  0.009942

x1 X2 x3 x4
yl 0.01288 0.01248 -0.02061 -0.01473

ul vyl
yl 3.796e-006 -0.07102

I nput groups:

Nane Channel s
Measur ed 1
Noi se 2

Conti nuous-time nodel .

. Con base en lo anterior, la nueva funcion de transfereocignua (de orden 4) para el modelo N4S4
se obtiene de la siguiente forma:

>> NG = tf(Cered)

Transfer function frominput "ul" to output "yl1":
3.796e-006 s"4 + 0.000402 s*3 + 0.05537 s"2 + 0.148 s + 18.9

s™ + 65.04 s"3 + 5229 s"2 + 2.797e004 s + 4.25e005
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Transfer function frominput "v@1" to output "yl":
-0.07102 s"4 - 4.619 s"3 - 371.3 s"2 - 1986 s - 3.019e004

s™ + 65.04 s"3 + 5229 s”2 + 2.797e004 s + 4.25e005

I nput groups:

Nare Channel s
Measur ed 1
Noi se 2

6. El numeradonumcy denominadodenccontinuos se obtienen a partir de la funcién de transfeaenci
NGc

>> nunt = NGe. nun{ 1}
nunc =
Colums 1 through 4
0.00000379619891 0. 00040195092527  0.05536705047877  0.14800519043370
Colum 5
18. 89634898830225
>> denc = NG. den{1}
denc =
1. 0e+005 *
Colums 1 through 4
0.00001000000000  0.00065044013916  0.05228505576269  0.27971661946674
Colum 5

4.25018284664304

7. Conocidos los coeficientes del numerador y denominadamddelo N4S4 (de orden 4), y como
la funcion de transferencia que describe la respusta Z,) /U esta dada por la ecuacién 6.29, se
encuentra que:

4.250182846643038e+005

a0
a_l = 2.797166194667367e+004
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a_2 = 5.228505576268737e+003
a_3 = 65.04401391638999
b_0 = 18.89634898830225

8. Por lo tanto, los coeficientes correspondientes al sésidemntificado obtenidos de acuerdo con las
ecuaciones 6.43 a 6.47 para el modelo N4S4 son:

ks = 2.249208484281331e+004
bs = 1.480268064692787e+003
ms = 2.243918993108164e+002
mu = 25.32657963441288

ku = 1.073894499172873e+005

Estos ultimos son los valores que aparecen en la Tabla G3iparfuerza perturbadora de 550&n la
Figura 6.8, se muestran las gréficas obtenidas duranteritifidecion y validacion del modelo del sistema
para esta fuerza de perturbacion.

6.5.3. Comparacion de los resultados obtenidos en los praimientos de identifica-
cion

A manera de resumen, en la Tabla 6.4 se muestra la compadacios datos identificados en los mode-
los ARX441 yN4SA con los datos “reales” incluidos en el modelo reducido.

Se observa en la tabla que aunque ambos modelos preserdtas apwy altos en la identificacion
(98,86% en el caso del modelo ARX441 y 93% en el caso del modelo N4S4), se presentan algunas
diferencias en los resultados de los parametros estimigtzses una condicidn que debe ser considerada
normal debido a las diferencias propias de cada uno de loslo®hatematicos utilizados. En general, para
el caso aqui planteado los valores estimados para las esrstn mas precisos cuando el calculo se hace
con base en el modelo ARX441.

Tabla 6.4: Comparacion de los datos identificados con lasdatales” incluidos en el modelo reducido.

Modelo Modelo Error Modelo Error
Variable reducido ARX441 relativo N4S4 relativo
ARX441 N4S4
ms (kg) 250 242 83+9,03 2,87% 22354428 33 10,58%
my (kg) 26,5 26,43+12,17 0,26% 25,05+ 3,06 5,47%

ks (N/m) | 24600 | 2456930+18685 | 0,12% | 2242709+286272 | 8,83%
ko (N/m) | 138000 | 11004641+ 4526293 | 20,26% | 10651638+ 1310964 | 22,81%
bs (N-s/m) | 1570 165252+ 13540 | 5,22% 147733+ 18993 | 590%
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Autocorrelation of residuals for output y1, N4S4. Measured and simulated model output, N4S4
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Figura 6.8: Resultados obtenidos para la identificaciomaelelo ARX441, para una fuerza perturbadora de
550(N. De Arriba a abajo e izquierda a derecha: a) Analisis deuesidncluyendo el intervalo de confianza
del 99%. b) Superposicidn del modelo con los datos de vaidaSe observa que las curvas de respuesta
correspondientes a las salidas medida y simulada praait@se superponen. ¢) Respuesta al escalon. d)
Gréfica de polos y ceros dentro del circulo unitario.
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6.6. Resumen

En este capitulo se mostré el procedimiento de calculazaeddi en Matlab para obtener los pardmetros
internos del modelo reducido de una maquina simplementgapoa partir de la aplicacion de una fuerza
de perturbacioén persistentemente excitada entre las masakes del sistema.

Los resultados de este procedimiento muestran que es@aosiblular con buena precision los parame-
tros internos del sistema a partir de las mediciones. Akatilos datos identificados para modelar el sistema
como un todo, se logra describir en forma muy precisa la dicédel sistema (986 % en el caso del mo-
delo ARX441y9973% en el caso del modelo N4S4). Al superponer los datos dedpsestas del sistema
con los modelos identificados, practicamente no hay difessrcon la respuesta del sistema original, lo cual
es una muy buena indicacién del ajuste de los modelos. Siargmpbal utilizar los datos de la identifica-
cién para obtener los pardmetros internos del sistema,cesago tener cuidado con la interpretacion de
los resultados. En este caso, como se muestra en la Tablea§.dna mayor precision en el célculo de los
pardmetros con base en el modelo ARX441. Esto sugiere quecesario un conocimiento preliminar de
los valores de los parametros que permitan “validar” el grdel precision obtenida. Este es un tema que
bien merece la pena explorarse por su aplicabilidad en ghaa® la mecanica experimental, debido a que
permite aproximar los valores de los pardmetros internagstemas mecéanicos reales (masas, constantes
de resortes y amortiguadores, inercias, etc.) con el uséctiécts de identificacion.



Capitulo

Control activo de vibraciones con base en
un modelo reducido de una maquina

7.1. Introduccion

Existen multiples formas de obtener la magnitud de la sefiabdtrol que se debe aplicar a un sistema
para estabilizar alguna variable en un valor predeternoin@dda una de estas formas permite obtener una
“ley de control” con sus respectivas ventajas y desventajas

Es demasiada extensa la literatura al resge@orrante los ultimos 30 afios, diferentes autores han
desarrollado nuevos algoritmos de control aplicados alenuds especificos con muy buenos resultados
generalmente. Sin embargo, el hecho de alcanzar buendsdesuen una cierta aplicacién no garantiza
su eficacia al migrar a otra. Esta es una de las razones poudasegsiguen utilizando en forma amplia
algunos de los procedimientos de control considerados ¢olasicos”, debido a que han demostrado su
aplicabilidad generalizada sin pérdida de validez teqiokd

En este capitulo, se muestran dos procedimientos paratebtda la velocidad de una maquina repre-
sentada por un sistema de dos masas y dos grados de libartacctque conforma un modelo reducido de
una maquina simplemente apoyada, basados en la identificdeila velocidad. Estas leyes de control se
pueden expresar brevemente de la siguiente forma:

= Control proporcional

= Control por ubicacién de polos

En cada uno de estos controladores, las “leyes de contrilledas con el modelo identificado se
trasladan al modelo reducido original para comparar logltatos obtenidos. Con este procedimiento se
pueden evaluar las ventajas de trabajar repetidamentercorodelo matematico a través de una serie de
simulaciones, en lugar de utilizar directamente un arregpeerimental real.

lvéanse las referencias [2], [6], [7], [10], [12], [13], [3415], [17], [23], [24], [25]. [26], [32].
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7.2. Modelo reducido de una maquina, con accién de control

Considérese el diagrama que muestra el sistema reducidmdeaguina afectada por una perturabacion
external y al mismo tiempaon accidn de controlu; mostrado en la Figura 7.1. La definicion de cada una
de las variables y parametros fue presentada en la Tablagdindmica de este sistema de dos masas con
accion de control se puede representar por las ecuaéiones

MsZs+ fs+ fp—U+Ua =0 (7.1)

En presencia de una accion de control, el elemento activeseptado pau, se utiliza para generar una
fuerza de compensacion que aplicada simultaneamente aakasrdel sistema permita controlar el movi-
miento de la masa de la maquina causado por una perturbaténa

En lo que resta de este capitulo el objetivo es el de mossaekultados obtenidos al calcular la mag-
nitud de esta fuerza de compensacién, a partir de las leyesrdml mencionadas en la seccién anterior.
Se utilizara el modelo reducido para evaluar los resultatitsladar dicha accién de control al modelo
reducido original sin control.

U —— Masa de la
maquina, ms

Masa de la
maquina, ms fs Ual b

fs Ua fb
Masa
bs

intermedia
mu

Zs-2u
fu

Masa —
intermedia Zs, Zu: posiciones de las masas

ﬁ@
§ mu U: fuerza perturbadora (externa)

Zs

Ua: Accidn de control sobre las dos masas
fs: fuerza ejercida por el resorte superior:
fs = ks (Zs - Zu) = ks Zsus

fu: fuerza ejercida por el resorte inferior:
fu=ku Zu

7 fb: fuerza ejercida por el amortiguador:
BASE fb =bs Zsus

ks
Zu ku
%

Figura 7.1: Modelo reducido de una maquina vista como umgrsmplificado de dos masasyn accion
de control

2Véanse las expresiones 6.4 y 6.5 para el mismo sistema simatecontrol.
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7.3. ldentificacion de los modelos de la velocidad

Para la identificacion de los modelos de la velocidad de laumacse utilizé el modelo reducido en
Matlab (sin accion de control) mostrado en la Figura 7.2 .datss de cada uno de los componentes de este
modelo (masas, dimensiones, etc.) son los mismos que iganail en los Capitulos 5y 6, los cuales estan
especificados en la Tabla 5.3. En este caso, la perturbg@sigtentemente excitada) se aplica directamente
sobre la masa de la maquina. Los datos “enviados” al espadi@bajo de Matlab son la perturbacion y
la velocidad de la maquina. De nuevo, se empled la interfesficg de usuario debystem Identification
Toolboxdel Matlab descrita en la seccidn 6.4.

Realizada la estimacidn de algunos modelos se encuenttagjoejores identificaciones corresponden
a los modelos N4S5 (con un ajuste del 100 %), N4S4 (con ureajig$t99,99 %) y ARX441 (con un ajuste
del 99,37 %). En la Figura 7.3 se muestran los resultadosiolsedurante la identificacion.

Los modelos identificados se envian al espacio de trabajoafiab]y desde este lugar se obtienen las
funciones de transferencia correspondiehézsel dominio dez. En la Tabla 7.1 se muestran las funciones
de transferencia obtenidas con base en cada uno de los matksitificados.

7.4. Control proporcional

En un control proporcional la salida del controlador esddamente proporcional a su entrada. La entrada
es una sefial de erreyla cual es una funcion del tiempo. La funcion de transféeg@(z) para el controlador
es por lo tanto:
G(z) =Ky (7.3)

En este procedimiento de control se utiliza el modelo rathudie una maquina de tal forma que al
determinar la velocidad de la misma (masa superior), demaaarzs, se puede estimar la magnitud de una
gananci&y (ganancia proporcionglpara producir una fuerza de conttgldefinida por:

El procedimiento para el disefio del control proporcionalesguiente:

= Se identifica el modelo de la velocidad de la maquina

= Con base en el modelo de la velocidad, se estima el valor éskngia proporcion&l, que minimiza
la amplitud de vibracién

= Se compara la respuesta del sistema con y sin accién de caniiipando el modelo reducido en
Matlab

7.4.1. Calculo de la constante proporcional

Cada una de las funciones de transferencia obtenidas endiés€.3 se utilizan para calcular direc-
tamente el valor de la constante proporcidiatorrespondiente a la accién de control para una respuesta
requerida. En este punto es necesario hacer referencisaondiciones de disefio deseadas. Para el caso,

3Esto se realiza con el comantibdel Matlab.
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Figura 7.2: Diagrama del modelo reducido utilizado en Maglara efectos de identificacion.
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Figura 7.3: Resultados de la identificacion de los modeles lpavelocidad de la maquina.

Tabla 7.1: Funciones de transferencia para los modelosldeidad de la maquina con base en los modelos
identificados N4S5, N4S4 y ARX441.

Modelo Funcion de Transferencia Identificada Ajuste del modelo

0,0001773*—0,0002836°+4,372—005%+5,40%—0057+8,474e—006 0
N4S5 G1= -2, 21&4+1 4427340,0090562—0,1984—0,03443 100%

0,00017733-0,0003232%+0,000114%:+3,13%—005 o
N4S4 G2 = 7 —2.4423+1,982—041%—0,1253 99,99%

0,00017733-0,0003232%+0,000117%+2,887e—005 0,
ARX441 Gs = -2, 4423+1 99472—0,4355-0,1142 99,37%
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el problema que se plantea es el de determinar la magnitual gienlancia requerid§, para cumplir con
unas condiciones de respuesta transitoria deseadasalas pueden ser el tiempo de asentamiehty)
el sobreimpulso.

Si el factor de amortiguamiento relativo de un polo en lazeacks est, puede calcularse la frecuencia
natural no amortiguada, para un tiempo de asentamientioy) deseado. Esto es, si

4
TA=
Con
entonces
4
“n=7TA

La frecuencia natural amortiguada se determina como

0y = tny/1-C2

Para un periodo de muestr&o(el cual se define durante la simulacién), la frecuencia destneo
correspondiente es:
_2m
T
Para localizar la magnitud y el angulo del polo dominanteagn terrado deseado para un lugar geomeé-
trico de los factores de amortiguamiento relativo constesd tiene que:

|zl =e T —exp __ 2 G
1_2ws

W
[2=T g = 2IM—
Ws

La constante de ganancia proporcioalpara el controlador se determina a partir de la condicion de
magnitud

1Ky G g4 /9 = 1

o lo que es lo mismo

KulG(@)| s 12 = 1

1Z+/2)
Esto quiere decir que la ganan&@ase puede obtener a partir de

1

G@ (121422

Ky =

4Véase [22], capitulo 8.
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7.4.2. Resultados obtenidos

En la Tabla 7.2 aparece el resumen de los resultados obsepéda el calculo de la constari{g con
base en cada uno de los modelos identificados. Es necegaeiifesr que los resultados vartate acuerdo
con las condiciones de disefio planteadas. En este casdizzrani los siguientes factores para el célculo
deKy: Tiempo de asentamienicA = 2 y Factor de Amortiguamient® = 0,5. Con estos datos, los polos
dominantes en lazo cerrado se ubicarzen0,8913+ 0,1559. Se observa que en los tres casos el valor de
la constant&, toma el valor aproximadol&, = 4035.

Para analizar los resultados de la introduccién del coptagorcional, se utiliza el diagrama de Matlab
mostrado en la Figura 7.4. Aqui la ganani§jacalculada por medio de la identificacion se multiplica por la
velocidad de la maquina, con lo cual se obtiene la magnitd fleerza de control que se requiere aplicar
entre las masas moviles del sistema para disminuir la andpdié la velocidad de la méquina. En la Figura
7.5 se muestran los resultados obtenidos.

A partir de los datos obtenidos en la comparacién se en@uguoé la posicion de la masa de la maqui-
na pasa de-0,1196+ 0,0235 a—0,1194+ 0,0127 (esto indica que no se observan cambios apreciables en
la posicién de la maquina), y la velocidad (que es lo que serguiontrolar) pasa de0,0014+0,2041 a
—0,0013+0,1097. Esto quiere decir que la inclusién del controladopproional logra disminuir la velo-
cidad al 5375% de la que se tenia sin control. Este resultado es acepéidendo en cuenta que se trata
del controlador mas elemental aplicable al sistema bajliséd.a fuerza de control requerida para lograr
este resultado es dg447,6 N, la cual es alcanzable con un controlador industrial coialdit2].

7.5. Control por ubicacién de polos

Cuando el lugar geométrico de las raices se emplea paradsstemas de control, el enfoque general
se puede describir comubicacion de polostEn este caso los polos son los de la funcion de transferencia
lazo cerrado, que también son las raices de la ecuaciortedséica. Al conocer la relacion de los polos en
lazo cerrado y el desempefio del sistema, se puede realiigedb al especificar la ubicacién de los polos.
En este caso el criterio de disefio esta asociado con lascimmel bajo las cuales se pueden colocar los
polos en forma arbitraria.

Cuando se tiene un controlador de un orden igual o0 mayor gagds controladores PD, PI, de adelanto
de fase de una etapa o el de atraso de fase no son capacesrdiacentforma independiente todos los

5Es decir, no hay una solucién Gnica.

Tabla 7.2: Funciones de transferencia para los modelosldeidad de la maquina con base en los modelos
identificados N4S5, N4S4 y ARX441.

Modelo | ConstanteK,
N4S5 Ky =40350
N4S4 | K,=40348

ARX441 | K,=40327
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polos del sistema, ya que sélo hay dos param@fitmes en cada uno de estos controladores.

Para investigar las condiciones requeridas para colosgudios en forma arbitraria en un sistema de
ordenn se considera que el proceso esté descrito por la siguieuaeiéa:

X (t)=AX(t)+Bu(t), (7.5)
dondeX (t) es un vector de estado de orderx(1) y u(t) es el control escalar.

El control mediante la realimentacién del estado es:
ut)=—-KX(t)+r(t), (7.6)
dondeK es la matriz de realimentacion de orderx(ft) con elementos de ganancia constantes.

Al sustituir la ecuacion 7.6 en la ecuacion 7.5, el sistemazmcerrado esta representado por la ecuacion
de estado:

X (t) = (A—BK)X (t) +Br(t) (7.7)

Si el par[A, B] es completamente controlable, existe una m#trigue puede dar un conjunto arbitrario
de valores caracteristicos & — BK); esto es, las raices de la ecuacion caracteristich— A+ BK| =0
se pueden ubicar en forma arbitraria.

Si un sistema es por completo controlable, siempre se pepdesentar en la forma candnica controlable
(FCC), esto es

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A: . 5 B =
0 0 0 1 0
—a —a1 —a& - —an-1 1
La matriz de ganancia de realimentackoise expresa como:
K=[k ko ks - ko],
dondeks, ko, ks, ..., ky son constantes reales. Por lo tanto,
0 1 0 0
0 0 1 0
A-BK=| : TS : (7.8)
0 0 0 1
——k —a—k —a-k - —a1-k

Los valores caracteristicos ffe— BK] se encuentran de la ecuacion caracteristica:

ISl — (A—BK)| ="+ (@n-1+ kn) " 4+ (@n—2+ kn-1) S 2+ -+ (@0 + k1) =0

6K, y T, de los controladores clasicos P, PD, Pl
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Los polos se pueden asignar en forma arbitraria ya que laangeasks, ko, ks, ... k, estan separadas
en cada coeficiente de la ecuacion caracteristica. En foruigiva tiene sentido que un sistema debe ser
controlablepara que los polos sean colocados en forma arbitraria.

7.5.1. Caélculo de las constantes de ganancia de realimentat

Para realizar el disefio del controlador por asignacion despmn el caso del modelo de una maquina
reducida, el proceso se inicia con la identificacion de loades de interés para el control de la maquina.
En este caso los estados identificados son la posicién ydaidad de la maquina. Este procedimiento es
similar al explicado en la seccion 7.3.

Aqui los datos “enviados” al espacio de trabajo de Matlablagmerturbacién junto con la posicion
y velocidad de la maquina. De nuevo, realizada la estimag@algunos modelos se encuentra que las
mejores identificaciones corresponden a los modelos N4&b5 yn ajuste del 100%), ARXQS (con un
ajuste del 100 %), N4S4 (con un ajuste del 99.54 %) y ARX22h (aoajuste del 99.53 %). En la Figura
7.6 se muestran los resultados obtenidos durante la idawiibin.

Luego se procede a expresar el sistema en su representacianables de estado y a partir de esta re-
presentacion se obtienen las matriéeB, Cy D, tal como se indica en la ecuacion 7.5. Estos resultados son
de utilidad para verificar la condicién suficiente y necesde controlabilidad para el disefio del controlador
por ubicacion de polds

7.5.2. Resultados obtenidos

Con la asignacion de un conjunto de polos deséydusn la utilizacion del comandplacede Matlab
en la formaK = placgA, B, [P]), se obtiene la matriz de ganancias de realimenta€ion

A continuacion se muestran los resultados obtenidos ar pi@itimodelo identificado N4S4. Para este
modelo, las matriceA, B, C, D se obtienen con base en la func&ste Matlab:

>> G=ss(n4s4)

a =
x1 X2 x3 x4
x1 0.7402 -0. 3186 0.001959 -0.0007725
X2 0. 4883 0. 8606 0.002351 -0.001479
x3 -0. 1255 0.1048 0.925 0.2822
x4 0.442 -0. 3834 0. 2866 -0. 06916

Para verificar esto se utiliza el comanztob(A, B) de Matlab.
8Escritos en forma vectorig].
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ul v@yl v@?2
x1 -2.758e-005 -8.934e-006  2.248e-005
x2  1.379e-005 -2.265e-005 1.571e-005
X3 -2.061e-005 0. 009279 -0. 005627
x4 9.363e-005 0. 002818 -0. 005889

CcC =
x1 X2 X3 X4
yl -0. 4417 -0.5565 -0.001251 0.001062
y2 -4.637 3.775 0.01636  -0.02466
d =
ul v@yl v@?2
yl 0 1.769e-005 0
y2 0 -4.578e-006  3.505e-006
I nput groups:
Nane Channel s
Measur ed 1
Noi se 2,3

Sanpling tinme: 0.05
Discrete-time nodel .
>>

Luego, con la definicion de unas ciertas condiciones de dig&fimpo de asentamienToA = 2, Factor
de amortiguamientd = 0,5), los polos encontrados fueron los siguientes:

P=1[0,3686+0,1714 0,3686—0,1717 0,3752+0,3252 0,3752—0,3257] (7.9)

Con base en las matricAsB y los polosP se obtienen los siguientes resultados rara

K=[-01129 —0,1441 22722 Q591§ 10° (7.10)

Los datos obtenidos par& se utilizan en el diagrama de control construido con basd erodelo
reducido para analizar los resultados de la introduccidrcalgrol por ubicacion de polos. La fuerza de
control calculada de esta manera se aplica de nuevo sireali@nte a las masas de la maquina e interme-
dia, buscando que la velocidad de la maquina sea lo mas pegosible. En la Figura 7.7 se muestra el
diagrama de control utilizado en Matlab, incluyendo la @éade control por ubicacion de polos.

A partir de los datos obtenidos en la comparacion de las estpsi para la posicion y la velocidad
antes y después de aplicado el control, se encuentra qussicigpode la masa de la maquina pasa de
—0,1196+ 0,0235 a—0,0817+0,0272, y la velocidatipasa de-0,0014+ 0,2041 a Q00083+ 0,0355.

%Que es lo que se quiere controlar.
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Esto quiere decir que la inclusién del controlador por utitiade polos calculados con base en el modelo
identificado N4S4 logra disminuir la velocidad al,B9% de la que se tenia sin control. Este resultado
es superior al encontrado con base en el control propoicioaduerza de control requerida para lograr
este resultado es de 3%IN (menor que en el caso del control proporcional), la cual @nabble con un
controlador industrial comercial [12].

7.6. Resumen

En este capitulo se mostraron los procedimientos para élatale la posicion de la masa superior de
un sistema de dos masas que conforma un modelo reducido déma&implemente apoyada, basados en
la identificacién de la velocidad. Las leyes de controlzaitias fueron las de control proporcional y control
por ubicacion de polos.

En cada uno de los casos, las leyes de control se utilizarargpaerar una fuerza que aplicada entre las
masa moviles permiten compensar el movimiento de la masaisupausado por una perturbacion externa.

Mediante el empleo d8immechanicdel Matlab, se calcularon las respuestas del sistema daloon
y sin accion de control.

Los resultados muestran que se logra una mejora apreciaklecentrol de vibracién en los dos casos,
aunque en cada situacion los resultados se deben interpadaendientemente.

En este caso, la introduccion de un controlador proportantee las masas moviles del sistema permite
disminuir la velocidad de la maquina al,5% % de la velocidad sin control, y no se observan desplazamie
tos significativos en la posicion de la maquina. Para algaeste resultado se requiere utilizar un actuador
gue permita aplicar una fuerza ¢&47 6 N. Al introducir un controlador por ubicacion de polos en las-m
mas condiciones de vibracion, se logra disminuir la veladide la maquina al 139% de la velocidad sin
control, con una fuerza requerida para alcanzar este adsulie+384,5 N. Si embargo este efecto de con-
trol de velocidad se logra a costa de un ligero desplazamémta maquina (error en estado estacionario),
el cual se puede considerar normal en una primera etapa ttelcon



Capitulo

Conclusiones generales

En el presente trabajo, se realiz6 un breve recorrido popriosesos de modelado matematico, simu-
lacion, identificacion y control activo de un sistema vibrat, representado en este caso por el modelo
reducido de una maquina simplemente apoyada.

Durante este recorrido, se mostraron algunos de los prodmutios para modelar matematicamente sis-
temas vibratorios de diferentes grados de libertad. Seénifasis en el concepto de funcién de transferencia
por su importancia desde el punto de vista de entender lagspde un determinado sistema vibratorio
(caja negra) sometido a los efectos de una perturbaciomexte

Para efectos del trabajo, se planteé el desarrollo de unainggimplemente apoyada con mdltiples
grados de libertad, y la forma de disefiar un sistema de dgugra mantener la vibracion dentro de unos
limites predeterminados. Se mostré que uno de los muchesggimientos que existen para resolver este
problema, es el de controlar pasivamératigunos de los grados de libertad de la maquina, y controtar a
vamente el resto de grados de libertad.

Para efectos del disefio del control activo, se trabaj6é cee ka lo que se denomind “médulos de
control” colocados en las esquinas de soporte de la madd@easta manera, cada modulo trabajando inde-
pendientemente permite controlar el movimiento de cad#opim apoyo. Cada modulo se construye en la
practica como un sistema vibratorio clasico compuesto parteglo de dos masas conectadas por resortes.
Esta simplificacion aparentemente trivial, permite marajablemas con diferentes grados de dificultad de
una manera bastante eficaz.

En ausencia de un arreglo experimental real, se utilizé edagimdltiples herramientas (toolbox) dis-
ponibles en Matlab, denomina&mmechanicEsta herramienta, en la version utilizada, permite agcede
a diferentes “objetos” o elementos mecanicos en los cualpsgble definir sus propiedades fisicas, con lo
cual se dispone de una especie de laboratorio en cual ealmignte posible construir “maquinas” que se
modelan en forma bastante aproximada a como lo haria unamaggal.

1por medios mecéanicos
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Por medio de simulacién, se valid6 el modelo construid@&enmechanicCon el uso de las posibi-
lidades ofrecidas por el Matlab, se enmascard el modelarents en Simmechanicsy se configuré el
denominado modelo reducido de una maquina simplementeadpol.as ventajas de esto son evidentes:
se dispone de una maquina virtual en su configuracion de tfeajea”, pero de la cual se conocen todos
los pardmetros internos. Sobre esta maquina virtual puaplécarse diferentes tipos de perturbaciones y
observar los efectos resultantes.

Posteriormente, el modelo reducido se utilizé para realios tipos diferentes de identificaciéon. La
primera de ellas, para tratar de identificar (desenmagcaeiematicamente los valores internos de los pa-
rametros utilizados en la maquina. La segunda, para idertifa velocidad de una de las masas para su
utilizacion como estrategia para el disefio de un sistemamieat de vibraciones.

En ambos procesos de identificacion se utilizaron alguntéssdeodelos matematicos de identificacion
de sistemas no lineales, y por medio del Simulink del Mattabwaluaron las caracteristicas de los “mejo-
res” modelos identificados. Al disponer de los datos de lauimégconstruida (enmascarada), se pudieron
evaluar los resultados de la identificacion. Los resultadosstran las bondades de la identificacion y la
posibilidad de aplicacidn a otros campos de la ingenieria.

Con base en los datos obtenidos durante la identificacigmosedié a trabajar en el disefio de estrategias
de control para su aplicacion al control de vibraciones enalelo reducido. Se propusieron controladores
de los tipos proporcional y por asignacion de polos. En ggnel disefio de los controladores se realizé
con base en el modelo identificado. Luego, los parametroslealos para los controladores se introdujeron
en el modelo reducido original, para observar las difeeentre las respuestas del sistema controlado con
base en la identificacion y el modelo real.

Los resultados muestran que hay diferencias apreciables eespuestas del sistema ante la aplicacion
de cierta ley de control. No se puede hablar en general de ejofreistema de control”. Los resultados
deben evaluarse independientemente, pues dependerautiexte de las caracteristicas propias de cada si-
tuacion. Sin embargo, son evidentes los resultados dejdratian un modelo identificado y trasladar las
leyes de control a un modelo real.

Quedan abiertas muchas preguntas asociadas al trabagntiéi¢dcion y disefio de sistemas de control.
Las aplicaciones de estas disciplinas a la ingenieria smtipamente ilimitadas. Es por esto que este trabajo
solo debe considerarse como un primer paso hacia apliezcinas complejas.

Para un trabajo futuro se propone:

= Realizar aplicaciones de control sobre sistemas realesirtndados), para validar experimentalmente
los resultados obtenidos

= Probar otras estrategias de control, como la de asignaei@olbs por realimentacion del estado,
introduciendo referencias e integradores para la elindmagel error en estado estacionario



Lista de simbolos utilizados

Simbolo Descripcion Pagina
A Matriz de coeficientes constantes (matriz de estado) 26
A A Constantes 12,15
A(g™')  Polinomio autoregresivo 35
Y Constantes de polinomio 82
B Matriz o vector de coeficientes constantes 26
B Constante 13
B(g~!)  Polinomio autoregresivo 35
o] Constantes de polinomio 82
bs Constante de amortiguacion viscosa del amortiguador guper 54
bs Constante de amortiguacion viscosa estimada del amodiigsaperior 77
B Factor de amplificacion 17
B Transmisibilidad 18
C Matriz o vector de coeficientes constantes 26
C Matriz de amortiguamiento de un sistema de miltiples grdeédibertad 29
C, G Constantes o coeficientes de amortiguacion viscosa 11,50
Ce Coeficiente de amortiguamiento critico 13
C(a™) Polinomio autoregresivo 35
D Matriz o vector de coeficientes constantes 26
D(g™})  Polinomio autoregresivo 35
e(t) Perturbacion 34
g(t) Error de prediccion 38
F Fuerza 11
F(t), F(t) Fuerzas perturbadoras dependiente del tiempo 12,30
Fi(t) Fraccion de la fuerza total transmitida al piso en un puntapis/o 50

13pagina de primera aparicién del simbolo en el texto del deciimn
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Simbolo Descripcion Pagina
R Fuerza resultante dependiente del tiempo 17
Fo Fuerza no dependiente del tiempo (constante) 15

F(s), G(s) Funciones de transferencia para la variable comgleja 23,9

F(g™) Polinomio autoregresivo 35
fs Fuerza ejercida por el resorte superior 79
fu Fuerza ejercida por el resorte inferior 79
fg Fuerza ejercida por el amortiguador superior 80
0] Angulo constante 22
O] Matriz 39
o7 (1) Vector 39
G Funcidn de transferencia 9
G(g™) Polinomio autoregresivo 34
H(t) Funcion de respuesta al impulso 23
H(g™!)  Polinomio autoregresivo 34
I Impulso lineal 22
I Matriz identidad 27
j Operador imaginario 24
K Matriz de rigidez de un sistema de multiples grados de bloert 29
k, ki Constantes elasticas de resortes 11,50
ks Constante elastica de resorte en la zona activa 54
Rs Constante elastica estimada del resorte superior 77
ku Constante elastica de resorte en la zona pasiva 54
Ky Constante elastica estimada del resorte inferior 77
Z|F(t)] Transformada de Laplace de F(t) 9
A2 Varianza 40
A2 Estimador de varianza 40
M Matriz de masa de un sistema de multiples grados de libertad 9 2
m, m Masas de cuerpos rigidos en general 11
Mg Masa amortiguada (o de la maquina) 54
s Masa amortiguada (o de la maquina) estimada 77
my Masa no amortiguada (intermedia, o disipadora de energia) 4 5
1y Masa no amortiguada (o intermedia) estimada 77
P, pi Constantes derivadas de calculos 12,12
e, Y Angulos de fase 17,18
[} Diferencia entre angulos de fase 18
r Relacién entre velocidades angulares 16
S Nombre asignado a una variable compleja en general 11
t Tiempo 12
0 Vector 39
) Vector de pardmetros estimados 39
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Simbolo Descripcion Pagina
U Vector de entradas (fuerzas) del sistema 26
U Fuerza dependiente del tiempo o perturbacion
U Sefial de entrada (persistentemente excitada) 79
u(t) Entrada a un sistema 34
() Frecuencia de un sistema 14
0y Frecuencia natural de amortiguamiento de un sistema 22
W5 Frecuencia una fuerza perturbadora 15
Wn Frecuencia no amortiguada 13
Vv (0) Funcion residuo 39
We Trabajo realizado por una fuerza sobre un sistema 19
Wy Energia disipada por un sistema 20
Ws Trabajo realizado por un resorte sobre un sistema 21
X(s) Vector de variables de estado 27
X Y, Z Ejes coordenados de referencia 3
Xi(t) Variables de estado 26
Xi (t) Derivadas de las variables de estado 26
Y, y(t)  Vector de salidas del sistema 27,34
4 Factor de amortiguamiento 13
4 Constante 22
z, z, Z Posicion de un cuerpo rigido en un sistema coordenado denefa 11
z Posicién de referencia 11
z, z, Z Velocidad de un cuerpo rigido en un sistema coordenado deerefia 11
2, %, Z  Aceleracion de un cuerpo rigido en un sistema coordenadefeiencia 12
Zo Posicién inicial 16
Az Cambio de velocidad 22
Zh Solucién complementaria o transitoria de una ecuaciomatifgdal homogénea 15
zp Solucion particular o estacionaria de una ecuacion ditegaéhomogénea 15
Zs Posicién de la maquina 79
Z Posicién de la masa intermedia (disipadora de energia) 79
Zsus Diferencia de posiciones de las masas 79
Zsus Diferencia de velocidades de las masas 80
Zs Velocidad de la maquina 80
Z Velocidad de la masa intermedia 80
Zs Aceleracion de la maquina 80
Zu Aceleracién de la masa intermedia 80
Zh Velocidad en estado transitorio 15
z, Velocidad en estado estacionario 15
Zh Aceleracién en estado transitorio 15

Aceleracién en estado estacionario 15
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