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Resumen

Las estructuras geométricas para las variedades de informaciéon que describen modelos
exponenciales, tanto en el caso paramétrico como no paramétrico, han sido estudiadas
desde el siglo pasado. Respecto a las variedades que describen modelos g-exponenciales,
acordes con el indice de entropia en la mecanica estadistica de Tsallis, el desarrollo apenas
comienza y se discutird en la presente memoria.
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Introduccion

La matematica como ciencia que establece patrones y permite formular nuevas conjeturas
tiende a generalizar resultados clasicos para poder describir mediante algunos modelos
ciertos fenomenos no estandares. En ese sentido, con el paso del tiempo, el concepto de
variedad como una generalizacion del concepto métrico, diferencial y topolégico del espa-
cio euclidiano ha dado origen a un gran desarrollo matematico que ha permitido integrar
diferentes areas de esta disciplina. EI primer aporte lo realiza Gauss mediante un estudio
intrinseco de las superficies, seguido por Riemann, que aporta una estructura métrica
para las variedades [I7, 18]. En ese recorrido, la asociacion de los conceptos de espacios
de Orlicz [0 [7], geometria riemanianna, estadistica y la teoria de la informacion (teoria
de las variedades de informacion estadistica) han contribuido en el avance de esta linea
de investigacion.

Asi como la ecuacion fundamental de Newton constituye el pilar de la dindmica clasica,
la distribucion de Gibbs lo es para la fisica estadistica, su cumbre, pues, permite derivar
importantes relaciones que son objeto de muchos tratados. En este sentido, la distribu-
cion de Gibbs se encuentra ligada a la estructura geometrica diferencial de los modelos
estadisticos, en relaciéon con su estructura riemanniana, que ha sido objeto de estudio en
estos dos tltimos siglos. Estas herramientas geométricas se han aplicado en el estudio
de la teoria de informacion generando nuevos desarrollos matematicos en la teorfa de in-
formacion geométrica. Ademas, G. Pistone [35] presenta una discusion sobre el uso del
modelo k-exponencial de Kaniadakis en la construcciéon de una variedad estadistica mod-
elada sobre los espacios de Lebesgue de variables aleatorias reales. También se consideran
algunos aspectos algebraicos de los modelos exponenciales deformados.

El estudio de estructuras geométricas de modelos estadisticos, especialmente las estruc-
turas riemannianas, se han desarrollado de dos formas: el finito y el infinito dimensional,
que corresponden a los modelos estadisticos paramétricos y no paramétricos respectiva-
mente. En esas estructuras, todo punto de la variedad es una funcién de densidad de
probabilidad en algtin espacio medible. Para el caso paramétrico, con los trabajos de Rao
[11] v Jeffreys [12], la informacion de Fisher es dada como una métrica para un modelo
estadistico paramétrico, mediante las conexiones de Levi-Civita. Efron [13], introdujo el
concepto de curvatura usando implicitamente una conexién exponencial, que fué desarrol-
lada por Dawid [14]. El estudio del caso finitodimensional culmina con Amari [20], quien
define una familia uniparamétrica de a-conexiones, que particularizan a la conexion ex-
ponencial cuando « tiende a uno. Respecto al caso de dimensioén infinita, el trabajo fué



2 Introduccién

desarrollado por G. Pistone y C. Sempi (1995), construyendo una variedad de Banach
para la familia exponencial con espacios de Orlicz como espacios coordenados y definida
sobre las funciones de densidad de probabilidad no parametrizadas [26]. Gibilisco y Pis-
tone [19] definieron la conexiéon exponencial como una conexion natural inducida por el
uso de espacios de Orlicz y probaron que las conexiones exponencial y mixtas tienen una
relacion de dualidad, justo como en el caso paramétrico.

Por otra parte algunos modelos, llamados modelos complejos, no encajan en las rep-
resentaciones anteriormente mencionadas y se hace necesario definir nuevas familias de
distribuciones para contener dichos modelos. Una de estas familias es la g-exponencial,
basada en una deformacion de la exponencial usando la funcién g-exponencial que se
ha utilizado en varias aplicaciones de la mecanica estadistica no extensiva segtn Tsallis
[15, 16], donde el nimero real ¢ es llamado indice de entropia.

Con el fin de dar una estructura geométrica para estos modelos, Amari y Ohara [I]
estudiaron la geometria de la familia g-exponencial en el entorno de dimensién finita
y encontraron que esta familia tiene una estructura geométrica doblemente plana. En
2013, Loaiza y Quiceno [2] han construido para esta familia, una variedad estadistica
no paramétrica inspirados en espacios de funciones esencialmente acotadas, de manera
que cada modelo paramétrico g-exponencial se identifica con el espacio tangente y los
mapas de coordenadas son definidos de forma natural en términos de entropias relativas
en el contexto de Tsallis y en [3] se caracteriza la estructura riemanniana. La variedad
construida recupera la variedad estandar de pistone y Sempi (salvo inmersiones continuas
en el espacio de modelado) cuando ¢ tiende a uno.

Los resultados que conciernen a la familia g-exponencial son recientes, aparecen en [,
2, B] y no aparecen atin en otros textos. La presente tesis aborda la discusion sobre la
estructura geométrica para los modelos g-exponenciales en los casos paramétrico y no
parameétrico, exponiendo dichos resultados con detalles en la ampliaciéon de las pruebas
y caracteristicas geométricas. Mas que una compilacién de resultados sobre este tema
especifico, la espectativa es tener un material que contribuya a un estudio mas eficiente
para quienes aborden investigaciones con modelos g-exponenciales y, particularmente,
apoyar las investigaciones del grupo de Andlisis Funcional y Aplicaciones de la Universidad
Eafit.

El orden a seguir sera: El primer capitulo corresponde a preliminares matematicos. El
segundo capitulo describe las variedades estandar de informacion estadistica. En el tercer
y cuarto capitulos se discute sobre las estructuras geométricas de la familia ¢g-exponencial
en el caso parametrico y en el caso no parametrico, respectivamente. Por tltimo se dan
las conclusiones y algunos problemas abiertos.



Objetivos 3

Objetivos

Objetivo general

Presentar una discusion sobre la estructura riemanniana de las variedades de informacion
estadisticas asociadas a modelos g-exponenciales, tanto en el caso paramétrico como no
paramétrico.

Objetivos especificos
1. Presentar la construccion de variedades de dimension tanto finita como infinita, en
términos de la mecanica estadistica de C. Tsallis.

2. Discutir las caracteristicas de las geometrias riemannianas en cada variedad
g-exponencial.

3. Mostrar el desarrollo sobre las estructuras geométricas para variedades de informa-
cion estadistica g-exponencial.



Objetivos



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacios de funciones de Orlicz

El conocimiento sobre varios aspectos de la teoria de espacios de Orlicz es fundamental
para entender mejor el trabajo de Pistone y Sempi, sobre la variedad g-exponencial para
el caso no paramétrico; de hecho, los espacios coordenados para la variedad son espacios
de funciones de Orlicz. A pesar de que dichos espacios son una generalizacion natural de
los espacios clasicos LY, no son muy conocidos en la comunidad matematica y es por ello
que a continuaciéon presentamos algunos conceptos, propiedades y resultados importantes
sobre teoria de espacios de Orlicz, tomados de los textos de Rao y Ren [6, [7]. Para tener
un contexto claro, iniciamos con aspectos de la teoria de la medida y probabilidad que
pueden ser consultados en [8, [9].

Definicién 1.1.1: Una o-algebra en §2 es una coleccion A de subconjuntos sobre ) que
satisface las siguientes propiedades:

a) Qe A
b) Si A € A entonces A° € A.
¢) Si Ay, Ay, ..., Ay, ... € Aentonces |-, A, € A

A es un algebra, si la tercera condicién se cumple s6lo para uniones finitas.

Definicion 1.1.2: El par (€2, A) sera llamado espacio medible, donde ) es un conjunto
y A es una o-algebra sobre Q0 y conjuntos medibles a los elementos de A.

Definicién 1.1.3: Dada una familia de eventos A de un espacio muestral §2, es decir,
una o-algebra de subconjuntos de ). Asignaremos a cada evento A € {2 un numero real
P(A), lamado la probabilidad de A, con las siguientes propiedades:

1. P(A) > 0 para todo A € Q.
2. P(Q) = 1.
3. 51 A, € Aparan = 1,2,... son eventos disjuntos dos a dos, entonces P(|J,~, 4,) =

5
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21 P(An).

Una terna (2, A, P), donde Q es un espacio muestral, .4 una familia de eventos y P una
probabilidad es llamada espacio de probabilidad.

Definicién 1.1.4: Dado (€, A, i) un espacio de probabilidad y p una funcion de densidad
de probabilidad. Denotamos por p - i, la medida de probabilidad con densidad p, dada
por

(p-p)(A) = [, pdu

para cada A € A.

Es conocido el siguiente resultado: fp es p medible, si y so6lo si, f es p- p medible, en tal
caso

Lafdp-p) = [, fpdp.

Definiciéon 1.1.5: Una funcion @ : ® — R* es una funcion de Young si:
i. ® es convexa.

i. ®(0) = 0.

iii. ®(x) = &(—x).

iv. limg 0o ®(x) = 0.

Algunas funciones de Young son:
i. &y(z) = cosh(z) — 1.
ii. ®o(x) = |x|P, con p > 1.

Dos funciones de Young son equivalentes, en el siguiente sentido: & = W si existen dos
constantes, 0 < ¢; < ¢ < 00 y un xg > 0 tales que

O(cy(x)) < U(x) < P(ea(x)) para x > .

Una funcién de Young ® se dice que cumple la condicion As, si existen so > 0y k > 0
tal que ®(2s) < kP(s) para sop < s < 0.

Definicién 1.1.6: Sea ® una funcién de Young. La clase de Orlicz £® consiste de todas
las funciones u € L'(p - ) para las cuales el funcional

fQ P (u)pdp
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es finito.
De la definicion se puede notar que £®(p- ) C L' (p - ).

Teorema 1.1.1: Sea ® una funcion de Young entonces L*(p- 1) es un conjunto convexo.

Prueba: Sean uy ven L®(p-p). Por lo tanto, fQ u)pdp < 00y fQ v)pdp < oo. Como
® es convexa, para 0 <A <1, ®((1 - MNu+ M) < (1 —X)®(u) + A®(v). De donde,

/ch((l — Au+ Ao)pdp < /Q[(l — N)B(u) + AD(0)]pdu

<(1- /\)/ O (u)pdp + )\/ O (v)pdp < oo.
Q Q
En consecuencia, (1—A)u-+Mv € L®(p-11), lo que prueba la convexidad de este conjunto. [J

Definicién 1.1.7: Sea ® una funcion de Young. El espacios de Orlicz L®(p - i) asociado
a ¢, estd dado por

L®(p-p)={ue L' (p-p): [, P(au)pdy < oo para alguna o > 0}

El siguiente resultado muestra que el espacio de Orlicz constituye un espacio lineal con-
Vexo.

Teorema 1.1.2: Si ® una funcion de Young, L®(p - ) es un espacio lineal convexo.

Definicién 1.1.8: Sea (2, A, 1) un espacio de probabilidad. Denotamos por 91, el con-
junto

M, ={p:Q—=R:p>0ctpy [,pdu=1}

Sobre este conjunto G. Pistone y C. Sempi construyen una variedad de informaciéon mod-
elada sobre espacios de Banach para los cuales cada p € 90, constituye un subespacio
cerrado del correspondiente espacio de Orlicz L®'(p - p).

Teorema 1.1.3: 91, es un conjunto convexo.

Prueba: Sean py,p, € M,,. Luego, por definicion, se tiene que [, pidp =1y [, podp =1,
con p; > 0,po > 0 en casi toda parte.

Si0<A<1, A€ R, tenemos que

JolAor + (L= Npoldp = X [ prdp+ (1= X) [opedp =X+ (1—X) =1

es decir, Ap; + (1 — A)ps € M,,. En consecuencia, M, es un conjunto convexo.OI
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Es claro que 91, no constituye un espacio lineal, pués, no es cerrado bajo la suma.

Definicion 1.1.9: Sea u € L®(p- i) una variable aleatoria. El mapeo 1i,(+) : # — R dado
por

ip(t) = Eplexp(tu)] = [olexp(tu)lpdu

es conocido como la funcion generadora de momentos de la variable u.

Asociada a la funcion generadora de momentos tenemos la clase de Cramer C,, donde
Co={ueL®p-u):u,(t) <oo, t €1, conI en una vecindad de cero}.

Teorema 1.1.4: Sea p € 9M,,. La clase de Cramer C), es un espacio lineal convexo.

Definicién 1.1.10: Dos densidades de probabilidad p, z € 9, estan conectadas por un
modelo g-exponencial unidimensional si existen r € M, u € L>(p - ), una funcién real
de variable real ¢ y § > 0 tal que para todo t € (=9, 9), la funcion f definida por

F(t) = ey =,

satisface la existencia de to,t, € (—9,6) para la cual p = f(ty) y 2 = f(¢1). La funcion f
es llamada modelo g-exponencial unidimensional.

Lema 1.1.1: Sean p,z € 9, densidades de probabilidad relacionadas por un modelo
g-exponencial unidimensional. Entonces L™ (p-p) = L>®(z - ) y la transformacion identi-
dad, id : L>®(p-pu) — L*(z-p) es una isometria. En consecuencia, se cumple %} <lIngy(2).

1.2. Analiticidad

Requerimos de la propiedad de analiticidad, para demostrar posteriormente que los mapeos
son diferenciables.

Denotamos por L"(E, F') los mapeos multilineales continuos de £ a F', donde E y F son
espacios de Banach.

Un operador multilineal \ es acotado si existe M > 0 tal que

| A(ur, ug, ..oy un)||lp < M||ur| g |un || g, para todo uy, us, ..., u, € E™.
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Un operador se dice simétrico si el intercambio del orden no altera el resultado de la
aplicacion.

Definicion 1.2.1 Sean £y F espacios de Banach. Un polinomio n-homogéneo continuo
es una funcion \ : E — F, si existe un operador lineal, continuo y simétrico A tal que

~

A(z) = Az™, para todo = € E.

Definicién 1.2.2: Sean E' y F espacios de Banach. Un mapeo analitico es una funcién
f:U — F,con U C E abierto, para la cual existe una serie de potencias convergente
> A, con radio de convergencia positivo tal que, para todo xog € U y todo x en una
vecindad de xg

F@) =320 Al — mo).

Una funcion analitica es infinitamente diferenciable sobre la vecindad de xq y la k-ésima
derivada en series de potencias viene dada por

DFf(z) = S50 EEE N L (2 — o)™

n!

Teorema 1.2.1: Sean E, F' y G espacios de Banach tales que U C E'y V C F abiertos.
Sif:U — Fyg:V — G son funciones analiticas tales que f(U) C V entonces la
composicion de funciones g o f es también analitica.

1.3. Variedades de Banach

Definicién 1.3.1: Una variedad topolégica X modelada por un espacio de Banach E es un
espacio topologico X dotado de una coleccion de abiertos U que lo recubren y una coleccion
de mapas (U, ¥) llamados cartas que consisten de un homeomorfismo v : U — J(U) C E,
con ¥(U) abierto en E, con la condicion de compatibilidad: si (V, ) es cualquier otra
carta de X, entonces la funcion de transicion oo 9! : (U NV) C E — E es continua.
Un atlas es una coleccion de cartas compatibles que cubre todo X.

Se dice que una coleccion de cartas recubren a X, si para todo punto de X siempre hay
un entorno de coordenadas de una carta en el que esta contenido.

Definicion 1.3.2: Sea (x) alguna de las siguientes categorias:
1. Diferenciable

2. C*

3. C™

4. C" ¢ analitica.
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Diremos que la variedad X es de clase (x) si las funciones de transicion son (). Si Y es
otra variedad modelada por un espacio de Banach F', diremos que una funcién f : X — Y
entre variedades es (x) si para todo par de cartas (U,9), (U, €) de X y Y respectivamente,
la funcion o fod™': E — F es (*) en el abierto f(U) C E.

Definicién 1.3.3: Un vector tangente a X en p es definido como la clase de equivalencia
de sus representantes dados por cartas que cubren p.

Definicién 1.3.4: El espacio tangente 7}, en el punto p de una variedad X es, en términos
generales, un espacio vectorial obtenido por linealizacion local de X alrededor de p.

Definicién 1.3.5: El fibrado tangente es un espacio formado por todos los planos tan-
gentes a la variedad en todos los puntos.

1.4. Funciones ¢g-exponenciales y g-logaritmicas

El caracter imponente de la distribucion de Boltzmann-Gibbs en la fisica estadistica es
reconocido a nivel general, sin embargo, mediante la implementacion de funciones expo-
nenciales y logaritmicas ¢g-deformadas obtenemos modelos méas generales. Estas funciones
constituyen el fundamento de la mecanica estadistica no-extensiva. Un gran mentor de
este trascendental aporte es C. Tsallis, quien definié6 un funcional de entropia emplean-
do un parametro real ¢, originando nuevas estructuras y desarrollos matemaéticos, de los
cuales exponemos algunos en esta seccion tomados de [16].

Para 0 < ¢ < 1, las funciones senaladas se definen respectivamente por

-1 g q
<z y Ing(x) = ro--
l—gq l—gq

e = (14 (1 =)=, s , stz > 0.

Es facil verificar que una funcion es la inversa de la otra:
z\ _ Jngr
Ing(ef) = eg ™ = .

Las funciones g-exponencial y g-logaritmo surgen como soluciones de ecuaciones diferen-
ciales de variables separables. Precisamente, al considerar la ecuacion ' = 277, y(1) = 0,
1—q
x JR—

L sia > 0.
1— S1

obtenemos como solucion la funcion g-logaritmo, In,(z) =

Para verlo, resolvamos la ecuacion y' = x~9 sujeta a la condicion y(1) = 0.

dy

=2~ 9 entonces dy =z %dx
dx
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integrando a ambos lados tenemos,

[dy = [z %z
xle
y—l_q+c

Al aplicar la condicion y(1) = 0, se tiene que ¢ = 0 y la solucion de la ecuacion diferencial
es:

Consideremos la ecuacion y' = y? con la condiciéon de contorno y(0) = 1.
Resolvamos la ecuacion y' = y? con y(0) = 1.

d
& _ y? entonces y Ydy = dx
dx

integrando a ambos lados tenemos,

[y idy = [dx
1—¢
Y
=z+k
1—gq

y i =(01-qr+(1-qk
Yy 7= (1—-q)xz+c conc=(1—-qk
Luego, y = [c+ (1 — q)x]ﬁ
Puesto que y(0) = 1, se tiene que ¢ = 1. Asi, y(z) = [1 + (1 — q)2]/079 = ¢2.

|
1—¢q

De otra parte, si hacemos f(q) = y consideramos el limite cuando ¢ — 1, por

L'Hopital, obtenemos

—x!~9og(x
1

llmq_,lf(q> - limq—d,—) = lOg(.T) = lOgl(I')

Se puede notar que g-logaritmo es una funcion creciente, pues,

Liogy(z) = L > 0.
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por tanto, tiene inversa.

Llamamos g-exponencial, la inversa de la funcién g-logaritmo, y esta definida por
expy(x) = {1+ (1—q)x}T7, 2> 7L, ¢ > 0.

con ¢ # 1. El caso limite ¢ — 1 se reduce a expi(x) = exp(z). En efecto, sea g(q) =
1
{1+ (1 —¢)x}T4, tenemos que

y = limg_1 {1+ (1 — g)z} 7.
Tomando logaritmo en ambos lados, y por la regla de L’Hopital, se nota que

In(y) =
y = exp(x)
Asi,
exp(x) = exp(x).
¢-Algebra.

Asociadas a las funciones exponenciales y logaritmicas g-deformadas definimos las sigu-
ientes operaciones para nimeros reales x e y por

1. La g-suma &, : R? — R est4 dada por
T@y=z+y+(1-—qy.
2. La g-diferencia.
v gy = 5 paray £ (g— 1),

3. El g-producto ®, : R* x Rt — R, es dado por

_1
r®uy=[z"1+y"" -1 " >0y y>0.

Proposicion 1.4.1: Las operaciones (1) y (3) son asociativas, modulativas y conmutati-
vas, siendo 0 y 1 los modulos respectivos.
Prueba:

Lezo,y=x+y+(1—qxy.
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Asociativa:

(xEqu)@qZ:(:B@qy)—l—z—l—(l—q)(aj@qy)z
=@@+y+(1-qzy)+z+(1-qg(r+y+(1-qry)z

=z+y+z+(1—qQay+(1—qaz+(1—qyz+ (1 —q’zyz
::B—I—y+z+(1—q)yz—{—(l—q):vy—i—(l—q)xz—l—(1—q)2xyz

=r+(y+z+(1—-qyz)+ (1 —qzly+2+(1—-qyz)
=2+ (YD 2) + (1 —q)z(y By 2)
=T By (Y By 2).

Modulativa: El 0 es el modulo de la operacion @,

r®,0=2+0+ (1 —¢)z0 ==z

0@, z2=04+2+(1—-¢q)0z ==z
Conmutativa:

t@y=z+y+ (1 —-—qay=y+a+(1—-qyr=yD,x.

_1
Haeey=[x"1+y" -1 2>0yy>0.

Asociativa:

1)+ (y ®, 2)'
= [ (@, 2) - 1]
T ®q (Y ®q 2)-

Modulativa: El 1 es el modulo de la operacion ®,

1

T®,1=[z"""+1-1]" =2.

1@z=[1+z""1-1}" =2

Conmutativas:
1 1

@y = [z +y T -1 =y
O

Proposicion 1.4.2: Sea x # qfll, entonces existe un tnico inverso b, para @,; denotado

por b = S,z y dado por b = —m.

Entonces

13
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Ty (642) = 0.

Prueba:
Existencia.

Sea r # q%l, luego

T®,b=x+b+ (1 —q)zb
x (1—q)z?
=T — —
1+(1-¢x 14+ (1—-qx
o+ (1—-q2*—xz—(1—q)a?
B 1+(1—-q)x

= 0.

Unicidad.

Supongamos que existen by y by tales que @, by =0y x B, by = 0. Veamos que b; = bs.
En efecto,

bl:bl@qozbl@q(x@qbQ):(bl@qx)@qbQZ(x®qbl)@qb2:0@qb2:b2'|:|

Proposicién 1.4.3: Para x > 0 existe una inversa dnica para ®,, denotada ©, y dada
1
por b= (2 —a'"9)Ta,
1
En efecto, sea = > 0, luego para b= (2 — z'79) T4, se tiene que

Con la proposicion anterior, se define una g-cociente para reales x,y, positivos, de tal
manera que 177 < y'=9 4+ 1, dada por

1

= T
Ty =70 (DY) = ("1 + (2 -y ") — )T = (2 =y 1))

Note que para 0 < z < 2 se sigue que 1 0, (1 @, x) = x; y si ¢ < 1, la expresion 1 ©, 0 es
convergente.

QY =104 (yogz)siat ™ <y TI41

x®q(y®qz):(m®qy)®q22(x®qz)®qy
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sizl71—1 <yl 9 <=9 41.
Proposicién 1.4.4:

1. Para ¢ < 0, z € [0, 00), exp,(x) es positiva, continua, creciente, concava y de tal manera
que

limy_ocexpy(z) = 00.

2. Para 0 < ¢ < 1, z € [0,00), exp,(z) es positiva, continua, creciente, convexa y de tal
manera que

limy_ocexpy(z) = 00.

3. Para 1 < ¢, z € [0, qi—l), expy(x) es positiva, continua, creciente, convexa y de tal
manera que

lim,_1y-expy(z) = oo.

q—1

Prueba:

1. Por definicion de la funcion exp,(z) se tiene que 1%1(1 <z, asi que —1 < (1—¢)z. Luego,
0 <14 (1—-gq)x,dedonde 0 < exp,(z). Asi, exp,(x) es positiva.

De otra parte, para ¢ < 0 se tiene que 0 < ﬁ <ly-1< %. También es claro que

f(z) =1+ (1 —¢q)xr >0 es continua en a € [0, +00). Asi mismo, g(x) = 277 es continua
en f(a) > 0. Luego, por el teorema de la composicion de dos funciones, se tiene que
expy(z) = g(f(x)) es continua en a.

Veamos que exp,(z) es creciente. En efecto, sean x1, x2 en el dominio de exp,(z) tales que
xr1 < x9. Luego,

14+ (1—¢q)x; <1+ (1—¢q)zy implica [1+ (1 — q)xl]ﬁ <14+ (1- q)xﬂfq,
es decir, expy(z1) < expy(w2). Asi, expy(x) es creciente.

Otra forma era notar que [expy(z)] = (exp,(z))? > 0, pués, exp,(x) es positiva.

Es facil observar que exp,(z) es concava, pués, exp,(z) < 1+4z. En particular, la desigual-
dad se obtiene de la de Bernoulli, (1 + z)" > 14 nz, tomandon = (1 —¢q) € Z+.

Veamos que lim,_...exp,(x) = co. Necesitamos mostrar que, dado A > 0, existe £ > 0 tal
que para toda x > k, se tiene que exp,(x) > A. En efecto, dado A > 0, por la propiedad

Arquimediana, existe k& > 0 tal que k > 2;{_(1'
q

Luego, para x > k se tiene que
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2414

x> A

_1 2
Y T2 >,

de donde, 2z > %} + in;q, entonces r > _1%‘4;7[1. Luego, 1 + (1 — q)z > A% Asi,

expy(z) > A. Esto prueba el limite indicado.
Similarmente se prueban las partes 2 y 3. [
Proposicién 1.4.5: Para la funcion In,(z)

1. Para ¢ < 0, x € [0,00), In,(x) es continua, creciente, convexa y de tal manera que
limy_oolng(z) = oo.

2. Para 0 < ¢ <1, z € [0,00), In,(z) es continua, creciente, concava y de manera que
limy_oolng(z) = oo.

3. Para 1 < ¢, z € (0,00), In,(z) es creciente, continua, concava y de manera que

1

limy—.oslng(z) = -

Prueba:

1. Para x > 0y g < 0, tenemos que 1 — ¢ > 0. Ademas, la funcion g(z) = % es lineal,
por tanto, es continua en todos los reales. Asi mismo, f(x) = z'7¢ es continua en [0, 00).
Luego, por el teorema de la composicion de dos funciones, se tiene que In,(z) = g(f(z))
es continua en [0, 0o).

Veamos que In,(x) es creciente. En efecto, sean 1,25 en el dominio de Ing(x) tales que
xr1 < x9. Luego,

1—q 1—q
1—q 1—q . . z; -1 Ty —1
r; " —1<xy, " —1implica 11_q < 21_q
es decir, Ing(x1) < Ing(xq). Asi, In,(z) es creciente.
Otra forma consiste en observar que [In,(z)] = & > 0.
x

Es facil ver que In,(z) es convexa, pués, z — 1 <Iny(x) para ¢ <0y z > 0.

Veamos que lim,_.ln.(x) = co. Necesitamos mostrar que dado A > 0, existe £ > 0 tal
que para toda x > k, se tiene que In,(z) > A. En efecto, dado A > 0, por la propiedad
Arquimediana, existe k > 0 tal que k > [A(1 —q) + 1]1%q Luego, para x > k se tiene que
z>[A(l—q)+ 1]1%<1 entonces '7¢ > A(1—q)+1, de donde 111_,1,1 > A. Asi, Ing(z) > A.

—-q
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Esto prueba el limite indicado.

Similarmente se prueban las partes 2 y 3.
O

Las funciones exponenciales y logaritmicas ¢-deformadas satisfacen las siguientes propiedades:

Proposicién 1.4.6:
o)

DY __ x Ly
loeg 7 =¢éeke? v e 5 -

q-q

TOqY __

(
2. Ing(zy) = Ing(x) Bq Ing(y) ¥ nq(i) = Ing(x) Sq Ing(y).
( i

3. dllng(u)] = Sdu y dlet] = (et)idu.
Prueba:
1 e;”@qy = eyel
eg@qy — ez+y+(1—q)wy
1
=(1+(1-g(z+y+(1-qy))re
1
=1+ @+y)1—q+ 1 —q) wy)
1
=((1+(1-qz)(1+(1—-qy))
1 1 .
=1+ =ga)=(1+1—-qy) = ee.
TOg eéﬂ
(L0 — e

Q

=+ - )1+$(1_—yQ)y]llq
_ [1+(1—q)x]11q
1+ (1—q)y
I ) Lo e
L+ (1—qy= e
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2. Ing(zy) = Ing(x) By Ing(y)

l ( ) (xy>l+q —1
ng(ry) = ————
q y 1 o q
I e O ek (et O el ) Bt el M |
= =g
el Y Al VR A O A
= T4
xt1—1 I=a _1 1 —1 = _1q
() ()
l—¢q l—¢q l—gq l—¢q
Pl yle
= 1—q)l [
- + - + (1 = q)lng(x)lng(y)
= Iny(z) By Ing(y).
lnq(i) = In,(z) 4 Ing(y)
z\l—-¢ _ 1
Ing(Z) = G-t
Yy l—gq
zi-
(50 -1
=T
xl_q —_ yl_q
(gt
21—yl =941
L+ (y'=7—1)
gl=a—1 _ ytmi-1
_ 1-¢  1-¢
o _ oy Wwite-n
L+(1—q) (1—q)

_ Ing(z) — Ing(y)
1+ (1= q)lng(y)
= Ing(x) Oq Ing(y).-

3. dllng(u)] = Ldu

ud
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dley] = (ey)idu.

q

i

Proposiciéon 1.4.7:

1. Producto exp,(z)exp,(y) = expy(z +y + (1 — ¢)zy). (3)

expq(z)

capg(y) exp‘l(1+:E017—2’,q)y)' (4)
. Ley de potencia (exp,z)" = exp, 1-¢(nx). (5)

. Coclente

. Inversa [exp,(2)] ™! = expy(177555;) = €xpa—q(—2). (6)

[ N P N

. Derivada L |exp,(z)] = (exp,(z))? = epr_%(qx). (7)

. Integral [ exp,(nz)dr = 1q) (expy(nx))*1. (8)

. Producto in,(zy) = Ing(z) + Iny(y) — (1 — ¢)lng(x)ing(y). (9)
- Cociente Iny(}) = %' (10)

. Ley de potencia Iny(z") = % Ini_,(z'77). (11)

O o N O

10.Inversa In,(z71) = H(lli(;()fjlq(w) alng(@). (12)
11. Derivada L[in,(z)] = . (13)

Ing(x)—1
12. Integral [ In,(z)dx = 2(—(1)) (14)

Prueba:
1. equ(x)equ(y) = equ@ +y+ (1 - Q)Iy)

expq(x)expy(y) = (1
((1 + (]. - Q)l’)(l + (1 — q)y))llq
= (1
=1+

zpg(z +y + (1= q)zy)

+ (1= )T (1+ (1 — q)y) ™

+ (@ +9)(1—q) + (1 - g zy) T
1+ (1—q)(z+y+ (1 —q)zy)) ™

19
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expg(x) T—y
‘ epo(y) o equ(H(l—Q)y)'

expy(x) _ [1+ (1 —g)a]r™
expg(y) 1+ (1—q)y]

+((—gz—-(0- q)y)]fq
+(1—-q)y

4. lexpy(2)] ™! = eapy(rr7tas) = expe—qg(—2).

[eapy ()]t = [1+ (1 - g)a] =
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5. dley] = (ey)du.

q

6. [ expy(nx)ds = m(equ(nx))%q. Haremos la sustitucion v =1 + (1 — ¢)nz.

/ea:pq(nx)dx = /(1 +(1— q)n:c)lflqda:
- /(1+(1—q)nx)1lq(1—q)ndx

(1—-qn

_ 1 /;d
T LY

7. Ing(zy) = Ing(z) + Ing(y) — (1 — q)Ing(x)lng(y).

T |

Ing(zy) = -
xl—q -1 + yl—q -1 + :L.l—qyl—q _ xl—q _ yl—q + 1
= = .
@D+ T - D+ @ -1 1)
= = 7
B Wi e WP Ui TV ViRtV

(1-q9 (1-9
= Ing(z) + Ing(y) — (1 — q)lng(x)ln,(y).

21
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z\ _ Ing(z)—Ing(y)
8. 1ny(3) = Tty

l—q
xl_q_yl_q

(1—q)yt
(#1 71—y~ 9)(1—q)
(1-q)
(1 —q)y'
(zt~9—yt~9)(1—q)
(1—¢)?
yl—a
(' 71-1)(1—q)—(y' 1-1)(1—¢q)
(1-¢)?

L+ (1 — gt
gl-a—1  yl79-1

1—q 1—q

1+ (1— )=t

Ing(x) — lnq(;)
L+ (1= q)ing(y)

9. Ing(2") = {2 Ina—n(z'7).
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— Ing(x _
10 lnq(x 1> = 1+(1—(51()17)lq($) - xl}qlnq(x)‘

11, dlin,(u)] = Ldu

q

12. [Ing(x)dz = z(lng(x)—1)

1 r2
_(1_q)[2_q—x]
1 L
A ge_grl -2+
S Lk et
(2-4) 1—¢
1 -7 1
:(2—q)x[ e U
1
“ - q)x[lnq(x) —1]
_ 2ling(z) — 1)
2—q ’

23
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Capitulo 2

Variedades estandar de informacion
estadistica

En este capitulo se comentan las variedades de informacion estadisticas (estandares) con-
struidas por Amari y Pistone y Sempi. No se presentan los desarrollos matematicos ya
que la mayoria de ellos se pueden deducir como limite, cuando ¢ tiende a uno, de las
respectivas generalizaciones que se mostrardn en los capitulos siguientes.

2.1. Variedad estandar de Amari (caso paramétrico)

A diferencia de Pistone y Sempi que construyen una variedad no paramétrica infinito
dimensional sobre el conjunto de todas las densidades de probabilidad estrictamente pos-
itivas 9M,,, Amari define su variedad paramétrica sobre la familia exponencial, es decir,
cuando la funcién de densidad puede ser escrita en la forma

p(z,0) = exp{0'a; —(0)} (2.1)

con respecto a alguna medida adecuada P(z), eligiendo una parametrizacion apropiada
0 = (0°) y adecuada variable aleatoria x = (z;).

Considerando la familia de distribuciones de probabilidad S = {p(z,0)} de un modelo
estadistico, podemos definir un mapeo

¢: S — R por ¢[p(z,0)] = 6.
Usando este mapeo como funciéon de coordenada, el vector 6 es considerado como co-

ordenada de la distribucion p(x,#), dando lugar a una estructura diferenciable en S.
Finalmente, tenemos que S es una variedad diferenciable.

Si consideramos otro parametro vectorial & que este conectado a 6 por un difeomorfismo,
observaremos que £ define otro sistema de coordenadas en S, que no afecta sus propiedades

25
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geométricas intrinsecas, pués, son independientes de éstos [20]. A fin de estructurar las
propiedades intrinsecas de un modelo estadistico, Amari introduce las a-conexiones, que
coinciden con la conexién exponencial cuando alpha tiende a uno.

Una funcion divergente es aquella que cumple dos condiciones:
1. D[x : y] > 0, la igualdad se da cuando x = y;
2. D[z : y] es diferenciable y la Hessian con respecto a x en y = x es definida positiva.

Dlz : y] no es necesariamente simétrica con respecto a x e y. Por lo tanto, no es una
distancia. La desigualdad triangular no se sostiene [25].

Dada una funciéon divergencia en una variedad, podemos derivar una métrica de Riemann
y un dual par de conexiones afines, que son los componentes esenciales de la geometria
de la informacion. En el caso de una familia de distribuciones de probabilidad, su estruc-
tura geométrica-informacion se da a partir de la propiedad de invariancia. Consiste de la
métrica de informacion de Fisher y las a-conexiones.

De otra parte, la variedad de distribuciones de probabilidad discretas, que es el conjunto
de todas las distribuciones de probabilidad en un conjunto finito, tiene una estructura
de Riemann dualmente plana. Estas propiedades estan relacionadas con la funcion de
divergencia subyacente. Definimos una divergencia invariante en términos de monotonia
informacion, lo que nos lleva a la clase de f-divergencias. Necesitamos considerar una
funcion de divergencia que le de estructura afin dual plana. Esto esta dado por la diver-
gencia Bregman en términos de una funciéon convexa. La divergencia invariante y plana
en la variedad de distribuciones de probabilidad es la divergencia de Kullback-Leibler, y
esto es unico, pero generalmente es la clase de a-divergencias en la variedad de medidas
positivas. Una transformacion no lineal de una funcién de divergencia o una funcion con-
vexa provoca un cambio conformacional de la estructura geométrica dual. En este sentido,
podemos hablar de la doble geometria derivada de la entropia de Tsallis o Rényi . La fa-
milia g-exponencial y la g-estructura afin, es una generalizacién de la actual geometria de
informacion invariante [25] 24].

2.2. Variedad de Pistone y Sempi(caso no paramétrico)

El tema principal de la geometria diferencial moderna ha sido caracterizar las propiedades
globales de las variedades, y la teoria se ha desarrollado hacia este fin. La geometria de
informacion comenzo6 como el estudio geométrico de estimacion estadistica. Esto implico
ver el conjunto de distribuciones de probabilidad que constituyen un modelo estadistico
como una variedad, y el andlisis de la relaciéon entre la estructura geométrica de esta
variedad y la estimacion estadistica utilizando este modelo. A continuaciéon se describe la
variedad de informacion estadistica para el caso no paramétrico, ver [26], 34 [4].
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Pistone y Sempi construyen una variedad estadistica de informacion (modelada sobre
espacios de funciones de Banach) sobre el conjunto de todas las densidades de probabilidad
estrictamente positivas 90,, permitiendo interpretar la entropia clasica relativa a dos
funciones de densidad de probabilidad conectadas por un modelo exponencial. Esto es,
dado el espacio de probabilidad (€2, B, i) tenemos que

M, ={p:Q—R, u—medible, p>0 p.a.s,E,=1}

donde, para cada p € M, £, es un operador lineal llamado el valor esperado respecto a
la medida con densidad p, cuyo valor viene dado por la expresion

E,(u) = [qup du

dada una variable aleatoria v : 2 — R.

Dada la funcion de Young, ®(x) = cosh(x) — 1, construimos la correspondiente clase de
Cramer

B,={ue L (p-p): Eylu) =0}

que constituye un subespacio cerrado de L'(p - ).

B, constituye un subespacio convexo y cerrado de L (p - p). En consecuencia, B, es de
Banach.

Es importante notar que probabilisticamente, L'(p - u) coincide con {u : E,(e") <
oo, ¥Vt e R}

Sea
V, = {u€B,: ul, < 1.

Definamos la funcién inyectiva &, : V, — 90, de tal forma que &,(u) := e*~=*® . p_donde
wp(u) = In Ey(u) = In [up dp.

Si denotamos por U, el rango de la funcion &, tenemos que &, : V, — U, es una funciéon
sobreyectiva. En consecuencia, es biyectiva, y su respectiva inversa .S, viene dada por

Sy Uy, =V,
donde, si g € U, C M,

Splg) = In§ — Ep[ing]

p
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Las funciones S, p € M, seran los mapeos de coordenadas de la variedad. El par (U4,, S,)
es una carta. Esto da origen a las siguientes funciones

Sps ©&py + Spy (um N upz) — Sp, (upl N upz)

donde (S, 0 &, )(v) = u+in B — E, [u+In B con p1, pr € M,..
Se puede notar que los mapeos de transicion difieren de la funcién identidad en una con-

stante dada por In B — Ej, [u+ In E!], por tanto son continuos y de clase C°.

Los céalculos algebraicas se realizan en el espacio de las py—clases de funciones medibles y
la esperanza esta bien definida, siempre y cuando U, NU,, # () debido a que esto implica
u+in eV

Sp,(Wp,N Up, )y

) Spy 0 gPl Fy
(p-n) L

b

L p-u)

Segtn el teorema 3.6 [26], la coleccion de pares {(U), Sp) : p € M, } es un atlas de clase
C* sobre M, e induce una topologia equivalente a la topologia de la convergencia ex-
ponencial en las sucesiones de 91,. Ademads, esta coleccion define una variedad infinito
dimensional.

Esta estructura de variedad nos muestra que la nociéon geométrica de vector tangente
corresponde a la nocién estadistica de la probabilidad score.

La variedad construida por Pistone y Sempi, donde las divergencias son la base de la
construccion, ha contribuido en el estudio de los estados fisicos de sistemas clasicos y
cuanticos.

Pistone y Sempi (1995) introducen una variedad estadistica exponencial no paramétrica
consistente de todas las densidades que son absolutamente continuas con respecto a una
dada, senalando una férmula explicita para una carta de dicha variedad.

Entre todas las curvas que conectan dos puntos Q y K, la que da la distancia minima se
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denomina geodésica Riemann conectando Q y K.

Loaiza-Quiceno construyen una variedad de Banach que permite pormenorizar la entropia
relativa segtin Tsallis, con la finalidad que sirva como modelo geométrico para caracterizar
sistemas no extensivos. Adicionalmente, se obtiene la variedad de informacion de Pistone
y Sempi bajo la condicién ¢ — 1, constituyendose en una generalizaciéon de la variedad
senalada.

En [I], para ¢ — 1, se obtiene la matrix de informacion de Fisher.

La métrica de informacion de Fisher es una particular métrica de Riemann [32], que
se puede definir en una variedad estadistica miltiple suave, es decir, una variedad suave
cuyos puntos son medidas de probabilidad definidas en un espacio de probabilidad comiin.
La métrica es interesante en varios aspectos. En primer lugar, se puede interpretar como
la forma infinitesimal de la entropia relativa (es decir, la divergencia de Kullback-Leibler);
especificamente, es el Hessian de la divergencia. Alternativamente, se puede entender como
la métrica inducida por el espacio métrico euclidiano plano, después de cambios apropi-
ados de la variable. Cuando se extiende al espacio de Hilbert proyectivo complejo, se
convierte en la métrica Fubini-Study, y cuando se escribe en términos de estados mixtos,
es la métrica quantum Bures.

Dada una variedad estadistica, con coordenadas dadas por 6 = (0, 0,,...,0,), denotamos
por p(z,0) la distribucién de probabilidad. Aqui, x es un valor especifico elaborado a
partir de una coleccion de variables aleatorias (discretas o continuas) X.

La métrica de informaciéon de Fisher entonces toma la forma

Ologp(z,0) Ologp(x,0
9(0) = [ R gt p(a, 0) de.

La integral se realiza sobre todos los valores x de todas las variables aleatorias X.
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Capitulo 3

Variedad de informacién g-exponencial:
caso parameétrico

La mecénica estadistica actiia como nexo de diferentes ramas de la fisica, a este fin busca
caracterizar un sistema a nivel macroscopico a partir de las propiedades microscopicas.
Boltzmann y Gibbs difieren al explicar el comportamiento irreversible de los sistemas
macroscopicos: Gibbs considera la ergodicidad como requisito para la irreversibilidad,
pero no necesariamente un nimero alto de grados de libertad del sistema; en cambio,
Boltzmann senala la necesidad de un nimero alto de grados de libertad pero que el sis-
tema sea ergddico no es necesario. A éste respecto Lombardi-Labarca puntualizan que
existen condiciones fisicas definidas bajo las cuales los resultados de ambos enfoques se
aproximan lo suficiente para ser admitidos desde la practica de la fisica; y la divergencia
radica, primordialmente, en la utilizacion de diferentes conceptos de equilibrio [32]. Sin
embargo, se han hecho importantes avances en el estudio de microestados. Particular-
mente, el enfoque de Gibbs ha contribuido en esta linea de estudio. Nos interesaremos
en la familia g-exponencial como una generalizacion de las funciones de potencia que son
utiles para estudiar varios fendémenos complejos o fisicos no estandares, obteniendo una
nueva estructura matemaética con geometria dualmente plana derivada de la transforma-
cion de Legendre y la geometria conformal es ttil para entenderla [1].

La g-Gaussiana tiene aplicaciones de la mecanica estadistica, la geologia, la anatomia,
la astronomia, la economia y las finanzas, entre otras. Un ejemplo representativo de la
situacion planteada lo constituye la g-entropia de Tsallis, quien obtiene y proporciona
nuevas posibilidades para construir la fisica estadistica generalizada que recupera no sélo
las tradicionales mecanica estadistica de Boltzmann-Gibbs, sino que permite describir los
comportamientos de la ley de potencia de forma sisteméatica. Con base en la geometria de
la informacién, obtenemos una familia de distribuciones g-exponenciales con estructura
ubicua y dualmente plana, mediante la incursién de una métrica Riemanniana y un par
de conexiones duales afines, en la que son validos los teoremas ¢-pitagéricos y entropia
g-maxima.

31
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3.1. Familia g-exponencial o ¢-Gibbs

Dado que algunos sistemas complejos o fisicos no estandares no encajan en la conoci-
da distribucion de Gibbs, sino en una ley de potencia, se hace una generalizacién de la
actual geometria de informacion invariante mediante la distribucion ¢-Gibbs o familia
g-exponencial, utilizando el indice ¢ de la entropia Tsalli, lo que permite elucidar varios
fenomenos fisicos de este tipo.

La familia ¢-exponencial

La siguiente es una g-generalizacion de la familia exponencial (2.1)), que resulta conveniente
para algunos modelos fisicos, y que se llamara familia g-exponencial.

fs(x) = c(x)exp,(—a(B) — BH(x)) vy fs(x) =0 cuando la exponencial diverge, (3.1)

donde la funcion H(z) es el Hamiltoniano del sistema, el parametro [ es usualmente la
temperatura inversa, (/) es la normalizacion y la funcion c(x) es una distribucion a
priori que no debe depender del pardmetro (3. Esta clase de modelos también se puede
derivar usando el principio de maxima entropia optimizando el funcional de entropia de
Tsallis. Si un modelo es de la forma anterior, entonces se dice que pertenecen a la familia
g-exponencial; la cual recupera a la familia exponencial estandar cuando ¢ — 1; que
en este caso queda descrita de la forma

fo(x) = c(x)exp(—a(B) — BH (),

y se conoce como la distribuciéon de Boltzmann-Gibbs.

Una reformulacion de (3.1) es por lo tanto que, o bien f(z) =0 o

Ing(Z9) = —a(B) — BH(x)

Los modelos que pertenecen a tal familia comparten un ntimero de propiedades intere-
santes. En particular, todos ellos encajan en el formalismo termodinamico. Como conse-
cuencia, la densidad de probabilidad fz(x) puede ser considerada para ser la distribucién
equilibrio del modelo en el valor del parametro dado.

A continuacién mediante ejemplos mostraremos como el formalismo generalizado se ve
cuando lo restringimos al contexto de la fisica estadistica no extensiva.

La distribucién ¢-Gaussiana (¢ < 3)

Las aplicaciones de la distribucién normal o gaussiana en diversas areas del conocimiento
es algo reconocido por todos. La generalizacion a la familia g-exponencial, particularmente,
es relevante para la descripcion estadistica de pequenos sistemas aislados. Jan Naudts
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hace una generalizacién de la distribucion de Gauss, y como aplicacion senala que la
distribucion del momento de una sola particula es una g-gaussiana [28].

La ¢g-Gaussiana es una distribucion de probabilidad dada por

1 x?
- - 3.2
o) = oeam(=55), (3:2)

con
__ [©°° 2 d _ s I‘(7%+qi1) . 1 3
Cq f Ooea?pq(—x ) xr = q_—IW S1 < q <
. s F(1+qil) .
Cqg= PR Yy — st g < 1.

Esta distribucion puede ser derivada de la maximizacion de la entropia de Tsallis bajo
restricciones adecuadas. El dominio de x en el caso g-Gausiano dependa de ¢si 0 < ¢ < 1.
En todo caso (3.2)) es un ejemplo de una distribucion Tsallis y puede ser llevada a la forma

B1).

Tomemos, por ejemplo ¢ = % Entonces ¢g-Gaussiana se convierte en

_ 15V2 212
flz) =571 - 55
Tenga en cuenta que esta distribucion se anula fuera del intervalo [—o,o]. Entonces, el
caso ¢ — 1, reproduce la distribucion de Gauss convencional. Para ¢ = 2 se obtiene

fl@) = 155

Esta se conoce como la distribucion de Cauchy, la cual no tiene momentos finitos de orden
mayor o igual a uno; s6lo existen momentos absolutos fraccionarios. Su importancia en la
fisica es el resultado de ser la solucién a la ecuacion diferencial que describe la resonancia
forzada. En su forma estandar, es la distribucion de probabilidad de méxima entropia
para una variable aleatoria X para la que E[in(1+ X?)] = In(4) [29]. También se conoce,
especialmente entre los fisicos, como la distribucion de Lorentz, la distribucién de Cauchy-
Lorentz, o la distribuciéon de Breit-Wigner. En el rango 1 < ¢ < 3 la ¢-Gaussiana es
estrictamente positiva en toda la linea. Para ¢ < 1 es cero fuera de un intervalo. Para
g < 3 la distribucién no puede ser normalizada, porque

f(z) ~ 1% cuando |z| — oo.
|z 9=

Distribuciones Kappa 1 < ¢ < %

El uso de distribuciones Kappa viene teniendo mayor importancia para la fisica del plas-
ma espacial y la astrofisica. Una expresion empirica para estas distribuciones se introdujo
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en 1968, y desde entonces, se emplean en numerosos estudios del viento solar. Recientes
observaciones indican que iones en la heliosfera exterior estan bien descritos por distribu-
ciones Kappa; analisis teoricos de los iones y &tomos neutros energéticos ya han comenzado
a depender en gran medida de estas distribuciones [30].

La distribucién Kappa viene dada por la expresion

flv) =

1 v? (3.3)
3 1 .

A(/{J)UO (1 + 1.

Esta distribucion se obtiene mediante una deformacion de la distribucion de Maxwell,y

ha sido utilizada en la fisica de espacio durante mas de cuatro décadas. Ella presenta una

ley de potencia como decaimiento f(v) ~ v~ para v grande. Los valores finitos de k

corresponden a estados estacionarios fuera de equilibrio.

Una forma funcional empirica para describir la distribucion de energia a lo largo de todo
el espectro, tanto en el niicleo de Maxwell de baja energia como en la alta energia de la
cola de la ley de potencia, fue propuesto por primera vez por Vasylianas [1968].

El trabajo de Vasyliunas se relacioné con un estudio de electrones de baja energia de
la magnetosfera de la Tierra. Desde entonces, esta distribucion empirica se ha utilizado
para describir los iones en diversas magnetosferas.

En contraste con el uso de la mecanica estadistica de Tsallis, intentar derivar teorica-
mente una distribucion Kappa de la mecénica estadistica estandar Boltzmann-Gibbs es
altamente problemético. Este enfoque ha sido intentado por varios autores, sin embargo,
no es de extranar que no sea posible desarrollar una distribucién kappa sélida en el marco
de la mecanica estadistica de Boltzmann-Gibbs, ya que las estadisticas de Boltzmann-
Gibbs no incluyen los sistemas en los estados estacionarios fuera del equilibrio.

1
4k J

La expresion (3.3]) se puede escribir en la forma g-exponencial con ¢ =1 +
2 2
v 1 v
V) = ————exp,(— —).
0= g s = Daw)
Sin embargo, para poder ser de la forma (3.1]), el prefactor de (3.4) debe no depender
del pardmetro vy. Introduce una constante arbitraria ¢ > 0 con las dimensiones de una
velocidad. La que puede escribirse

(3.4)

f(v) = 2= capy(—lng—q[4mA(k) ()] — [AmA(K) (%)) h(q, v))-

v2

_ 1
~ 2—qg—(g—1)a U(Q) :

donde h(q,v)

En el caso ¢ — 1, se obtiene la distribuciéon de Maxwell, que es ampliamente conocida
como la base de la teoria cinética de los gases.

Velocidad del oscilador armoénico (¢ = 3)

La distribucién de las velocidades v de un oscilador armonico clasico estd dada por
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1

[02 2"
UO”U

Diverge cuando |v| se acerca a su valor maximo vy y se desvanece para |v| > vy. Esta
distribucion puede escribirse en la forma (3.1) de una familia g-exponencial con ¢ = 3.
Para ello, sea x =v y

flv) =

3=

Distribucion binomial

Segun [31] se tiene lo siguiente. Sea X una variable aleatoria n-dimensional con n > 1y
0 < ¢ < 1 un parametro. Representamos la funcion de probabilidad mass (pmf) de X en
la forma de la familia exponencial con parametro q.

ny o n—x
f(SC ’ Q) = (ZL’)q (1 - Q> I{IL’E{O,LQ,‘..,TL}}

(—q>$(1 - Q)nI{IE{O,LQ,...,n}}

7]

n q
= <x) exp[xlnl i + nin(1l — q)]f{xe{o,m,_..,n}}

q
Lpeqo1,2,...npyexpnin(l — q) + ln1 —

= c(z)exp[—a(f) — BH(z)].

Tomando ¢(z) = (7) Izefo,1,2,...n}}- a(8) = —nin(l—gq), § = —lniL y H(z) = z, tenemos
representada la pmf f(z | ¢) en la forma de la familia exponencial con parametro ¢, siem-
prey cuando ¢ € (0,1). Para ¢ = 0 0 ¢ = 1, la distribucion se convierte en una distribucion
de un punto. En consecuencia, la familia de las distribuciones { f(z | ¢),0 < ¢ < 1} forma
una familia exponencial con parametro ¢, pero si alguno de los valores limite ¢ = 0 o
g = 1, esta incluido, la familia no esta en la familia exponencial.

Distribucién gamma

_z -1
Supongamos que X tiene la densidad Gamma expf\qlé();;q I,~9. Como tal, tiene dos paramet-

ros Ay ¢. Si asumimos que A se conoce, entonces podemos escribir la densidad en forma
de la familia exponencial con parametro ¢,

f(x|q) = explglogz — q(log\) — logT'(q)]exp(—5)Lxso;
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que tiene la forma de una densidad en la familia exponencial si tomamos f = —gq,
H(z) = log z, o) = q(log)) + logl'(q), y c(x) = exp(—5)Ls>o. I es la funcion gamma.

Una inusual distribucién Gamma
Supongamos que tenemos una densidad Gamma en la que se conoce la media, por ejemplo,

E(X) = 1. Esto significaque gA =1 = X\ = %. Parametrizando la densidad con ¢, tenemos

Flale) = eapl—gr -+ dlog () {15~ oo

= exp|q(log(w) — x) — (logl'(q) — qlog q)] ! AN

x
1
= —luso eaplg(log(z) — x) — (logl'(q) — glog q)]-
que también es de la forma de la familia exponencial con un parametro, tomando 3 = —q,

H(z) = log(x) — =, a(B) = logl'(q) — qlog q), ¥ c(x) = 1 L.

A continuacion presentamos la forma estandar de una familia exponencial de distribu-
ciones. En efecto, sea x = (zy, ..., 7,,) un conjunto de variables aleatorias y 6 = (6, ..., 0")
parametros candnicos para describir el sistema latente. Entonces

p(x, 0)=exp{3 0"z —(0)}

con respecto a una medida adecuada p(x). ¥(6) es llamada la energia libre, que es la
funcion generadora de acumulante.

Una generalizacion de las funciones de potencia de la distribuciéon de Gibbs es
p(x,0) = expy{6 - x — 1y (0)} (3.5)
logg{p(x,0)} = 0 - x — 1y(0)

donde 0 - x = > 0'z;. Esta es la distribucién ¢-Gibbs o la familia g-exponencial, la cual
denotamos por S, donde el dominio de x se restringe tal que p(x,0) > 0 se cumple. La
funcion ,(f) llamada la energia ¢-libre o la funcion g-potencial, es determinada por la
condicién de normalizacion:

Jexp{0-x — 1y (0)}dx =1

donde reemplazamos du(x) por dx por brevedad. La distribucion ¢g-Gaussiana es dada
por

)2
p(m, 1y 0) = equ{_( 20/;) - w(ﬂ? 0>}
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y constituye una generalizacion de la de Gauss de la misma manera que la entropia de
Tsallis es una generalizacion de la entropia estandar de Boltzmann-Gibbs o la entropia de
Shannon. La distribucién normal es un caso particular de ésta cuando ¢ — 1.

De otra parte, usamos la familia S, de distribuciones discretas sobre (n + 1) elementos
X = {xg,x1, ..., 2, }. La variable aleatoria 2 toma valores sobre X.

Supoéngase que p; = Prob{x = z;} y denotemos la distribucion de probabilidad por el
vector p = (po, p1, ---, Pn) donde

> pi=1
La probabilidad de x también puede ser escrita como
pla) = pidi(x) (3.6)
i=0

donde

0 en otro caso.

5z‘($):{1 ST X =

Teorema 3.1.1: La familia S,, de distribuciones de probabilidad discretas tiene la estruc-
tura de una familia g-exponencial para cualquier q.

Prueba: Para la prueba emplearemos el hecho que, para cualquier funcion f(u), tenemos

f{Z?:l pidi(x)} = Z?:o f(pi)di(z).

Ademas,

do(r) =1~ Z?:l 6i(z).
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Tomando log, a ambos lados de (3.6)), y aplicando la linealidad sefialada, tenemos que

logap() = 3 P =0i(x)

- (07— 1)6,(2)
_ %_q[zzn;(pj—q —1)0;(z) + (py * — 1)d0(z)]
- %q[zf;(pj—q — 1)8i(x) + (po = 1)(1 - ZEH;&(@)]
. %q[épng) . gw P o1 " = 13
. %q[z P8 a) + (P — 1) — épé-q(sxx)]
= %q[é(pi T—py N)6i(x) +py 1 —1]
As,
fogyp(z) = 1—1q[§<pi ") +
- [Z ) + B )
Haciendo,

. 1— 1— . . -
0 = ﬁ(l% T—po 1), i=1,...,n, (pardmetros g-canonicos)

x; = 0;(z) (variables aleatorias)
Y(0) = —log,po (funcion g-potencial)

tenemos que, S, es una familia g-exponencial (3.5)) para cualquier ¢q. OJ

Se puede observar que el potencial ¢(0) y el pardmetro canénico 6 dependen de q. Ademaés,
la variedad tiene estructura lineal con respecto a cualquier 0,,.
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3.2. Estructura Riemanniana y ¢-divergencia

A continuacién consideraremos la estructura g-geometrica de S. La g-log-verosimilitud es
una forma lineal definida por

lo(x,0) = loggp(x,0) =Y _ 0a; — 1(6) (3.7)
i=1
Diferenciando con respecto a 0, con la anotacion abreviada 0; = %, tenemos

El siguiente teorema senala la convexidad de la energia g-libre.

Teorema 3.2.1: La energia ¢-libre o ¢-potential ¢,(¢) es una funcién convexa de 6,,.

Prueba: Omitimos el sufijo ¢ por simplicidad. Tenemos

Oip(x,0) = p(x,0)(z; — O) (3.10)

0,0;p(x,0) = qp(x, 0)* ! (2; — 9pp) (x; — D) — p(x, 0)10,0;¢ (3.11)

Las siguientes identidades son validas:

/&p(x, 0)dx = 0; /p(x, 0)dx =0 (3.12)

/&@p(x, 0)dx = 0,0, /p(x, 0)dx =0 (3.13)

Aqui, definimos un funcional importante
ho(0) = hy[p(x, 0)] = / p(x, 0)7dx (3.14)
en particular para S,, discreto,

hy(p) = ip? (3.15)

para 0 < ¢ < 1. Esta funcion juega un papel importante en lo siguiente. De (3.10]) y

(3.12), tenemos
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[ p(x,0)%(x; — Opp)dx =
[ 0np(x,0)idx = [ x;p(x, 0)%dx.

Dithhy(0)dx = [ x;p(x, 0)1dx.

Db(9) = hqt 7 / ip(x, 0)'dx (3.16)

De (3.11)) y (3.13)), se obtiene
fqp X, 0 2= 1( T zw)( - ﬂﬁ) —p(x,@)q8i8j¢dx =0
0:0;¢ [ p(x,0)%dx = [ qp(x,0)* (z; — 0)(x; — Oj4))dx

0:0j9he(0) = q [ p(x,0)* " (w; — Op) (x; — Opp)dx

0:0,2)(0) = % / (s — 0:0) (5 — Os)p(x, )27 Ldx (3.17)

Esto muestra que 0;0;1(6) esta positivo-definido, y por lo tanto ¢ es convexo. [

Pasamos ahora a la estructura rlemanmana La matriz de informacion ¢-Fisher viene dada
por la expresion [gw (0)], donde g” = 0,0;4(0) es una matriz definida positiva. Como
caso particular, cuando ¢ = 1, se obtiene la matriz de informacion de Fisher estandar

9(8) = 9. (8) = E[dilogp(x, 8)d;logp(x, 0)] (3.18)

La matriz definida positiva gi(;-’)(ﬁ) define una métrica Riemanniana sobre S,,, dandole
estructura g-Riemanniana.

La transformacion conformal de divergencia que induce la métrica Riemanniana viene
dada por

9i5(0) = 0(0)gi;(0) (3.19)

donde o(f) es una funcién positiva y g;;(#) es un tensor métrico.
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Teorema 3.2.2: La métrica de informacion ¢-Fisher es dada por una transformacion
s i . . F
conformal de la métrica de informacién de Fisher gfj ) como

9 0) = 5 ©) (3.20)

O
S es una variedad Riemanniana dada por la matriz de informacion de g-Fisher.

La ortogonalidad, o mas generalmente el angulo, de dos vectores X y Y no cambia por
una transformacion conformal, aunque sus magnitudes cambien.

De otro lado, una divergencia se utiliza para medir la discrepancia entre dos puntos. Entre
los diversos tipos de divergencia, una de las més conocidas es la divergencia de Bregman,
que a menudo se emplea en el proceso de la optimizacion y de la senal. Esta es la tnica
clase de divergencias que tienen estructura geométrica doblemente plana.

Mediante el empleo de una funcién convexa 1)(6) es posible definir una divergencia de este
tipo entre dos distribuciones de probabilidad p(x,60,) y p(x, 65):

Dy[p(x, 61) : p(x,62)] = ¢(62) — ¥ (61) — Vo(6h) - (62 — 61) (3.21)
donde el gradiente, es dado por V9/00, y satisface la condicién de no negatividad
Dy[p(x,61) : p(x,62)] = 0 (3.22)

dandose la igualdad s6lo cuando 6, = 65. Esto origina una ¢-divergencia en la familia de
distribuciones de probabilidad discretas S,,, que se describe en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.3: Para dos distribuciones discretas p(x) = p y r(z) = r, la g-divergencia
esta dada por

D,p 1] = (1_q 1—qu 11y, (3.23)

3.3. Estructura dualmente plana de la variedad

A continuacion mostraremos la relacion existente entre las coordenadas duales y su cor-
respondiente potencial dual, para ello se requiere definir el concepto de g-esperanza de la
variable aleatoria f(x) y la transformada de Legendre. También se muestra la estructura
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dualmente plana de la variedad, lo cual se aprovechara para mostrar una version del teo-
rema de Pitdgoras y su correspondiente teorema de la proyeccion.

La g-esperanza de la variable aleatoria f(x) viene dada por

1
Byl00) = o [ ()i (3:24)
’ hy[p(x)]
donde p es la distribucién de probabilidad g-escort, definida por
1
Pq(x) = p(x)?. (3.25)
! hg[p(x)]

Dada una funcion convexa 1 (0), la transformacion de Legendre es definida por

n= V(o) (3.26)

donde V = (9/06") es el gradiente. Puesto que la correspondencia entre 6 y 7 es uno a
uno, nosotros podemos considerar 17 como otro sistema de coordenada de S.

La funcién potencial dual es definida por

©(n) = maxeg{d -n—(0)} (3.27)

que es convexa con respecto a 7. Las coordenadas originales se recuperan de la transfor-
macion inversa dada por

0 = V(n) (3.28)

donde V = (9/9n;), asi que 6 y 1 estan en correspondencia dual.

Teorema 3.3.1: Las coordenadas duales 1 son dadas por
n = Ej[x] (3.29)
y el potencial dual es dado por
1 1
=—{——-1 3.30
AR (3:30)

Prueba: La relacion (3.29) es inmediata de (3.16)). De la dualidad de Legendre, el potencial
dual satisface

e(n)

w(n) +¢(0) —0-n=0 (3.31)
cuando 6 y n corresponden el uno al otro por n = Vi(0). Por lo tanto,
(n) =2 0 — (9) (332)
= Es[logep(x,0)] (3.33)
= @1 = pip(x, 0)dx) (3.34)
=1 (2 1) (3.35)

(1-q) \he(0)
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Esta es una funcion convexa de n. [J

Llamamos el potencial ¢-dual
1

p(n) = Blloggp(x, 0)] = 1— .

{hiq _ 1 (3.36)

La g-entropy negativa, porque es el Legendre-dual de la energia g-libre ¢ (0). Hay varias
definiciones de g-entropy. La g-entropy de Tsallis |3| es definida originalmente por

1
Hyouis = ——(h, — 1 3.37
i = (g — 1) (3.37)
mientras que la g-entropy de Rényi [36] es
1
Hpeny: = 1—_qloghq (3.38)

Estas estdn mutuamente relacionadas por funciones monotonas. Cuando ¢ — 1, todas
ellas se reducen a la entropia de Shannon.

Nuestra definicion de

1 1 HTsallis
o 1- 2y = 3.39
=) = (339

también es monotonamente conectada con la anterior, pero es mas natural desde el punto
de vista de g-geometria. La entropia H, es conocida como la g-entropia normalizada, que
se estudio en [37], [38].

Hay dos sistemas de coordenadas dualmente acoplados 6 y 7 en la familia g-exponencial
S con dos funciones potenciales ¥(0) y ¢(n) para cada ¢. Dos estructuras afines son
introducidas por las dos funciones convexas v y ¢. Consideremos S como una variedad
afin donde 6 es un sistema de coordenadas afin. Ellos representan cantidades intensivas de
un sistema fisico. Dualmente, introducimos una estructura afin dual a S, donde 7 es otro
sistema de coordenadas afin. Ellos representan cantidades extensas. Nosotros podemos
definir dos tipos de lineas rectas o geodesicas en S debido a las estructuras g-afin.

Para dos distribuciones p(x,6;) y p(x,62) en S, una curva p(x,0(t)) se dice que es una
g-geodésica conecta, cuando

O(t) =tb, + (1 — )02 (3.40)

donde t es el parametro de la curva. Dualmente, en términos de coordenadas duales 7,
cuando

n(t) =tm + (1 —t)n (3.41)

también se cumple, se dice que la curva es un dual ¢g-geodésico.
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Mas generalmente, la g-geodésica conectando dos distribuciones p;(x) y pa(x) es dada por
logp(x,t) = tlog,p1(x) + (1 — t)logpa(x) — c(t) (3.42)

donde ¢(t) es un término normalizando. Esto se puede reescribir como
p(x,8)' ™1 = tpi (%) 7+ (1 = t)pa(x)' ™1 — c(t) (3.43)

Dualmente, la ¢g-geodésica dual conectando p;(x) y p2(x) es dada usando las distribuciones
escort como

p(x,t) = tp1(x) + (1 — t)pa(x) (3.44)

Puesto que la variedad S tiene una estructura ¢g-Riemanniana, la ortogonalidad de dos
vectores tangentes es definida por la métrica Riemanniana. Volvemos a escribir la or-
togonalidad de dos geodesicas en términos de las coordenadas afines. Consideremos dos
desviaciones pequenas dip(x) y daop(x) de p(x), esto es, desde p(x) a p(x) + dip(x) y
p(x) + dap(x), que se consideran como dos vectores tangentes (infinitesimal) de S a p(x).

Lema 3.3.1: El producto interno de dos desviaciones dip v dsp es dado por

(dip(x), dap(x)) = [ dip(x)dalogep(x)dx (68)

Prueba: por simples calculos, tenemos
[ dip(x)dslog,p(x)dx = = [ I dip(x)dzp(x) dlp;’(‘ic)bp(x) dx

del cual el lado derecho es el altimo factor de (3.20) . O

Corolario 3.3.1: Dos curvas 0,(t) y n(t), intersectandose en ¢ = 0, son ortogonales
cuando (6,(0),72(0)) = 0.

Aqui, 61(t) v 7(t) denotan derivadas de 0;(t) y 12(t) en t, respectivamente.

Las dos geodesicas y la ortogonalidad juegan un papel fundamental en S como se vera en
lo siguiente.

Una variedad de Riemann dualmente plana admite una generalizacion del teorema de
Pitagoras y su correspondiente teorema de la proyeccion.

A continuacién introduciremos una estructura dual en .S definida por la transformacion
de Legendre [24]. El vector tangente

2" = Gradk(z)

para una funcion convexa k(z), el cual esta en correspondencia uno a uno con z. Esta es la
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transformacion de Legendre, y z* puede ser considerado como otro sistema de coordenadas
de S diferente de z.
Se puede calcular la funciéon dual de k definida por

E*(z") =mx,{z 2" — k(2)}

que es una funcion convexa de z*. Por lo tanto, podemos describir la geometria usando
la funcion convexa dual £* y las coordenadas dual de z*. Claramente, z y 2* son duales,
puesto que

z = Gradk*(z").

Lema 3.3.2: Las dos divergencias D y D* son mutuamente reciprocas, en el sentido de

D*y*:2"|=DJz:y].

La divergencia entre dos puntos z y y esta dada por
Dlz:y]=k(z)+ k' (y*) —z-y"

Prueba: sea k*(2*) = mz, {z - 2* — k(2)}

El lado derecho se maximiza cuando z y z* corresponden uno al otro, es decir,

0 . o« _
&{Zz —k(2)} = 2" — Gradk(z) = 0.

Por lo tanto, se obtiene la identidad

k(z) + k" (z") —z- 2" = 0.

Mediante el uso de esta relacion para y, tenemos

Dlz:yl=k(z) —k(y) =y - (2 —y) =k(z) + k" (y) —2-y"

Anélogamente, tenemos para k(z)

Dlz:y|=D"[y":2"].

De lo anterior se concluye que, es suficiente con considerar una séla funcion de divergen-
cia. [J

Teorema 3.3.2 ¢-Pitagoras: Para tres distribuciones pi(x), pa(z) y ps(z) en S, se
cumple que
Dy [p1 : po] 4 Dypa : p3] = Dg[p1 : p3]
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Prueba: por el lema 3.3.2. anterior se tiene que

D [p3 5p2] +D [p2 5p1] = k(zps) + k*(Z;Q) + k(zm) + k*(Z;l) — Zps Zpy — Zpy z

p2

= k(zps) + k*('z;l) + Zpy Z;Q — Zpg Z;Q — Zpy 2;1

= D [ZPS : Z;l:| + (ZPQ - Zp3) : (Z;Q - Z;l)

El vector tangente de la geodésica que conecta a py y ps es z,, — 2, v el vector tangente
de la geodésica dual que conecta a py y p1 es 2, — 2, en el sistema dual de coordenadas.
Por lo tanto, el segundo término del lado derecho de la anterior ecuacion se anula, dado
que las geodésicas prima y dual que conectan ps y p3, y p2 y p1 son ortogonales. []

Cuando la geodésica dual conectando pi(x) y po(x), es ortogonal a ps(x) hasta la conec-
cion geodésica dada de py(x) a ps(z), como lo muestra la figura.

Py

~ - dual 4 — geodésica

-~
-~
-~
-~
/ ~ e
\\ q— geodesica

y 2]
Dada una distribucion p(z) € S y una subvariedad M C S, una distribucion de r(z) € M
se dice que es el g-proyeccion (dual g-proyeccion) de p(x) a M, cuando el g-geodesica
(dual q — geodesica) que conecta p(x) y r(z) es ortogonal de M hasta r(z). Ver figura.

g- proyeccion

Teorema 3.3.3 ¢-Proyeccion. Sea M una subvariedad de S. Dado p(x) € S, el punto
r(z) € M que minimiza Dq[p(x) : r(x)] estd dada por la doble g-proyeccion de p(x) en
M. El punto r(z) € M que minimiza Dq[r(x) : p(z)] estd dado por la g-proyeccion de
p(z) a M.

Mostramos que el bien conocido teorema de g-max-ent en el caso de g-entropia de Tsal-
lis [1,4,9,11] es una consecuencia directa de los teoremas anteriores de ¢-Pitagoras y ¢-
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proyeccion.

Teorema 3.3.4 g-Max-Ent. Las distribuciones de probabilidad que maximizan la Hpg;s
g-entropia, Hpeny: v Hy bajo g-lineales restricciones para m variables aleatorias ci(x) y
distintos valores de ay

Eﬁ [Ck(.f)] = ag, kzl;"'am

forman una familia g-exponencial
log, p(x,0) = > 0'ci(x) — 1(6) (3.45)
i=1

La prueba es facil de realizar usando algin método analitico convencional. Hasta aqui
hemos dado una prueba geométrica.

Nos permitiremos considerar el subespacio M* C S cuyos miembros p(z) satisface las m
restricciones

Eplcx(x)] = /ﬁ(x)ck(x)dx =a, k=1,---m

Dado que las restricciones son lineales en las dobles coordenadas afines 7 o p(x), M* es un
subespacio lineal de S con respecto a la conexion doble afin. Sea py(z, p) la distribucion
uniforme definida por 6y = 0, lo que implica py(z,6y) = cte de (6). Sea p(z) € M* la
g-proyeccion de Py(x) en M * (figura siguiente). Entonces, la divergencia D,[p : po| de
p(x) € M* hasta Py(x) se descompone como

Dylp : pol = Dy[p = p] + Dg[p - po]

Sea 1), la dual coordenada de p(x). Puesto que la divergencia se escribe como

Dylp = po] = ¥(6o) + o(1p) — 0o - np

el reductor de D,[p : po] entre p(x) € M* es p(z), que también es el maximizador de la
entropia —(n,).

Las trayectorias de p(x) para distintos valores de k& forman un subespacio plano ortogonal
a M*, lo que implica que formar una familia g-exponencial de la forma (6) (ver figura).
Las direcciones tangenciales dp(z) de M* satisfacen

/dﬁ(m)ck(a:)da: =0 k=1,---m.
Por lo tanto, una familia g-exponencial de la forma
log, p(.) = 3 () — (6)
i=1
es ortogonal a M*, cuando

/dﬁ(:v)dlogqp(x, £)dxr =0
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Esto implica que d;(x) = ¢;(x).Por lo tanto, tenemos la familia g-exponencial (3.45) que
maximiza la g-entropfia.

I S \
Ve - 27 a=a 7 A
f "_i:f:::_": \
S B A
- S ="/
P /
Conclusiones

Como consecuencia de las teorias de Tsallis se ha vuelto la mirada a las distribuciones de
probabilidad sujetas a la ley de potencia. Sin embargo, se carece de una base geométrica,
mientras que para las distribuciones comunes de probabilidad existe la geometria de la
informacion. En esta secciéon hemos introducido un nuevo concepto de la g-geometria, con
el objeto de suplir la necesidad antes senalada. La g-estructura se compone de un métrica
riemanniana con un par de conexiones afines dualmente acoplados, que se encuentra en
el marco de la geometria de informacion estandar. Sin embargo, la g-estructura es esen-
cialmente diferente de la estandar derivada por el criterio de la invariancia de la variedad
de distribuciones de probabilidad. Esta nueva mirada sobre la teoria relacionada con la
g-entropia vista desde la transformacion conformal nos conduce a definiciones unificadas
de diversas cantidades tales como la g-entropia, ¢-divergencia, la funcion g-potencial y sus
duales, asi como nuevas interpretaciones de las cantidades conocidas. Esto constituye una
base geométrica, y esperamos que el trabajo contribuya a proporcionar nuevos avances en
este campo.



Capitulo 4

Variedad de informacién g-exponencial:
caso no paramétrico

En este capitulo se expone la construccion de la variedad de informacién g-exponencial, asi
como la caracterizacion de la geometria que induce. Las contribuciones han sido estable-
cidas en dos trabajos de G. Loaiza y H. R. Quiceno [2] 3], que introducen una variedad de
Banach y una geometria riemanniana dependiendo de un pardmetro real ¢ inspirado en el
indice de entropia segin la mecanica estadistica de Tsallis |15, [16] y que extienden como
limite, cuando ¢ tiende a uno, a la teoria formulada a partir de la variedad de informacion
exponencial de Pistone y Sempi [20][34]; que se relaciona con la entropia de Shannon y la
mecanica estadistica clasica de Boltzman y Gibbs.

Concretamente, si 1 es una medida de probabilidad dada y 901, denota al conjunto de las
densidades de probabilidad estrictamente positivas p-equivalentes, se construye una var-
iedad de Banach sobre 91, para los modelos estadisticos g-exponenciales no paramétricos
donde: 0 < ¢ < 1 es cualquier nimero real, cada modelo paramétrico g-exponencial se
identifica con el espacio tangente de 91, y los mapeos coordenados se definen natural-
mente en términos de entropias relativas en el contexto de Tsallis (representadas como
O-divergencias de Csiszar); tal como sucede con la construccion estandar de Pistone y
Sempi respecto a la entropia relativa en el contexto de Shannon. La variedad construida
por Pistone y Sempi, se recupera cuando q tiende a uno, salvo por inmersiones continuas
en el espacio modelado.

Finalmente, mediante el funcional de g-divergancia se define una métrica que induce una
geometria riemanniana que generaliza, por limite, a la geometria dada por la métrica de
informacion de Fisher y conexiones Levi-Civita. Como resultado importante, se muestra
la planeidad (curvatura cero) de la variedad, a partir de la geometria dada mediante el
funcional de ¢-divergancia.

49
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4.1. Funcional acumulante

Los mapeos de transiciéon para la variedad de informacién g-exponencial, se definiran
en términos del funcional acumulante K, respecto a cada p € 9, cuya definicién y
propiedades se presentan en esta seccion, acorde a [2]. Ahora, para que la variedad de
informacion g-exponencial sea una variedad de Banach, es necesario que sea diferenciable
y en este caso, ello depende de la analiticidad del funcional cumulante K. Es por ello que
en esta seccion se presenta tanto la definicion como las propiedades y la analiticidad de
dicho funcional, allanando el camino para desarrollos presentados en secciones siguientes.

Antes de definir el funcional K, es necesario establecer algunos aspectos que conducen a
definir bien dicho funcional y estudiar sus propiedades. Para ello se presenta a continuacion
algunos resultados de [2] realizados en el marco de la teoria de convergencia de series en
espacios de Banach [33].

Se define una funcion analitica entre la bola unidad abierta B, .(0,1) de L>®(p- p) y el
espacio L*(p-p) de la siguiente manera. Sea0 < ¢ < 1,p € M, u € B, (0,1) C L>(p-p)
y n € N. Se define el mapeo

Ap(u) : I L>(p-p) — L= (p - p)
por

(4.1)

(V1,0 Un) — V1. V€Y.

Denotando por £7(X,Y") al espacio de todos los mapeos n-multilineales continuos simétri-
cos desde el espacio X en el espacio Y, que se usa en la siguiente proposicion.

En repetidas ocasiones, usaremos el siguiente hecho. Si [Jul|,~ < 1 entonces, u < 1 a.e
sobre ) y asi
1

|ullpo < 1 implica que ||ez;|]p700 < egl) =(2—q)T. (4.2)

Proposicién 4.1.1: Para toda u € L®(p - p) con ||ufpeo < 1, se tiene que A,(u) €
LLL=(p- ), L=(p- ).

Prueba: Si ||ul|p0 < 1, es claro que A, (u) es un operador simétrico multilineal. Por (4.2)),
e llpoo < (2 — q)l%q Como vy...v,, € L®(p - p) se obtiene que (vy...v,ef) € L®(p-p) y

[An () (100 l[poe < (2= @) =7 [[01][p,c0---[[0n]p,co- (4.3)

Como (v;...v,) es arbitrario en [, L=(p - ), entonces A, (u) estda bién definida. De el
criterio para operadores multilineales acotados, (4.3)) implica que A, (u) es continuo. OJ

Ahora para ||[ullps < 1, escribiremos Ag(u) := ey. Como [[ull, 0 < 1, por (4.2) se tiene

que e = Ao(u) € L®(p.p) v [[Ao()||pos < € = (2 — q)l%q < oo. Paran > 1, sea

1
q
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An(u) el polinomio n-homogéneo determinado por la forma polar An(}t), es decir, para
toda v € L®(p-p), Ap(u) - (v) = Ap(u)(v,v, - - -, v) n-veces, denotamos A, (u) - (v) = v"e}.

Sea A: L>®(p-pn) — L>®(p- p) tal que
v— A(v) =1+ Z %Qi_l(q) (v)", (4.4)

donde para cada ¢ € (0,1) denotamos Q;(q) = ¢q(2¢ — 1)(3¢ — 2) - -(ig — (i — 1)) =
[T—i(ng —(n—1)) ¥y Qolq) = 1.

Proposiciéon 4.1.2: Si p € M, la funcion A es una serie de potencia de L>(p - p1) en
L*>(p - ), con radio de convergencia p > 1.

Prueba: Note que
A(v) =1+ [v+ 5Qi(@)v® + 5Q2(q)v* +- -] =1 + i) 2Qi()A:(0) - (v).

Ahora, la funcién A = %Qz(q)Al(O) es una serie de potencia de L>(p-p) en L>®(p- u) para
la cual se discute el radio de convergencia a continuacion. Siv € L®(p-p) con ||v][pe <1
y fijo u € B, +(0,1), vemos que

15QU@A(0) - (0)lpoe = I3QHD @) €2l < 1Qi(0)2 = 0) 5.

Sea P : P*(L>®(p-u), L>®(p- p)) el espacio lineal normado de polinomios n-homogéneos
continuos determinado por la forma polar A,(u) como en la definicién (4.1). Entonces

~ A~ _1
[Allpn = supju|l, co=t1[[A(V)[poc < (2—¢q)T7 y

12Q@Aw(O)ller < 2Q0)(2— )™ (4.5

Por la formula de Cauchy-Hadamard [33], si p es el radio de convergencia de la serie, se
sigue que

= Tim([|Allpn) = = Tim(]|A

‘CQ)% < lim (2 — q) n<11*q) =1,

|

y asi p > 1. Entonces la serie (4.4)) converge absolutamente y uniformemente sobre la bola
cerrada de radio 7, B~ (0,7) para cada r < p. O

Antes de demostrar el siguiente teorema, veamos que la serie (4.4) es igual a eé”). Por

[16], se sabe que 14 - 2Q;(q)(v)’ = ¢l”) puntualmente. Como p - 11 es una medida finita,
i=0
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1+ 2Qi(9)(v)! — el en (p- 1)-medible. La proposicién anterior prueba la convergencia
k 00

1+ > 5Qi(q)(v)" — 14 > £Qi(¢q)(v) en L®(p - p)-norma y en consecuencia también
i=0 i=0

0 .
converge en media. Por la unicidad se sigue que 1+ Y 2Qi(q)(v)" = €.
i=0

Proposicion 4.1.3: Sea p € M, y v € B, (0,1). La serie v — 1+ Y +Qi(¢)(v) es una
i=0
funcion analitica.

Prueba: Dado que A, (u) € L2(L>®(p- u), L>(p- 1)), basta con demostrar la analiticidad
~ n" o
e < e,
n!

[33]. Por la anterior desigualdad y (4.5]), tenemos

L Q@2 — g

|02 (0) o

Aplicando la formula de Cauchy-Hadamard y dado que @Q,(q) < 1, obtenemos

1 (9)
2= i (17200, 0)

Luego, p > % y asi el radio de convergencia restringido de la serie es positivo y mayor o
le. Aplicando el procedimiento anterior al polinomio n-homogéneo %Qn(q)f\n(vo),

(1—|lvollp,o0) < ﬁ y

igual a

donde vy € B, (0, 1), el radio de convergencia restringido satisface 0 <
asi en una vecindad de vy el mapeo

v 1+ 3 @R wn)(0)

es analitico. O

Definicién 4.1.1: Denotando Dy, := {u € L®(p-p) : 1=, < u, Epleg (] < o0}, definimos
el mapeo M, : L>(p- p) — [0, 00] por M,(u) = Ep[eé )].

El dominio Dy, de M, contiene la bola unidad abierta B, (0,1) C L>®(p- ). También si
restringimos su dominio a B, (0, 1), veremos que esta funcion es analitica e infinitamente
Fréchet diferenciable.
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Teorema 4.1.1: El funcional M, satisface:

1. M,(0) =1ysiu#0, My(u)> 1
2. M, es analitica sobre la bola unidad abierta B, (0, 1).

3. M, es infinitamente Fréchet diferenciable y su n-ésima derivada en u € B, (0,1)
evaluada en (vy, v, ...,v,) € By oo(0,1) x ... X B, (0, 1) esta dada por

D" My (u)(v1,va, ..., vy) = Qn(q)Ep[vl...vne((Iu)].

Prueba: (1) Es inmediato de la definicion.
(2) Para u € B, (0, 1), %Qn(q)Ep[An(u)] € P (L>(p-p),R) y asi

> LQn(q)E, [A,(u)] es una serie de potencias de L (p- ) en R con radio de convergencia
n=0
positivo. Para cada u en una vecindad de uy € B, ~(0,1), y por la proposicion 4.1.3

tenemos

e((;t) =14+ Zo % gfgi Ay (ug) (u — up)™,

de esto, obtenemos

En consecuencia, M, es analitica en B, (0, 1).
(3) Se sabe que D" M, (u)(v1, va, ..., vy) = I, (w)(v1, Ve, ..., vy) [33], donde A, (w)(v1, v, ..., v,) =
%Qn(q)Ep[An(u)(vl,vg, ey Up)] y asi
D" My (u)(v1,v2, ..., vn) = Qn(q) Ep[An(u)(v1, v, ..., vy)]
= Qun(q)Eplvr...vp egu)].

g

A continuacién se definird el funcional K.

Definicién 4.1.2: Para cada u € B, »(0,1), definimos K, : B}, »(0,1) — [0, 00| por

Ky(u) = Ing[My(u)].

Como se ha dicho antes, este funcional es importante para definir mapeos de coorde-
nadas para la variedad de informacién g-exponencial. Algunas de sus propiedades per-
miten obtener expresiones explicitas para el espacio tangente de la variedad. Note que
K,(0) = 1y esta claro, por propiedades logaritmicas g-deformadas, que si u # 0, entonces
K, es estrictamente positiva, continua, creciente y céoncava.
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Teorema 4.1.2: El funcional K, satisface:

1. Para cada u € B, ~(0,1), la funcion z = ef;@qu(u)p es una densidad de probabilidad

sobre 9,,.

2. K, es infinitamente Fréchet diferenciable y su n-derivada evaluada en u en la direc-
cion (v, ..., v,) € Bpoo(0,1) X ... X By oo(0,1), (i.e. la forma n-lineal continua D" K, (u) -
(v, ...,v,)) esta dada por

D"Ky(u) - (v1, e, vy) = [Mp(w)]' " 1Qn(q) E.[v1, ..., 0]
3. K, es analitica en B, »(0, 1).

€ Kp(u) _
erq(u)p y e’
q

Prueba: 1) Como p € 9, se sigue que z > 0. Ahora, dado que z =
M,(u), tenemos que [ z dp = —eq [ ebpdp = 1.
€q

2) Tomando derivadas de K, (en vista del teorema 4.1.1 y proposicion 1.4.6), se sigue

n 1 n
D Kp<U) . ('Ul, ...7’Un) = WD Mp(U) . (Ul, ...,’Un)
p
1 U
= WQn(Q)Ep[Ub "-7Uneq]~
Puesto que z = eZqup(u)p, entonces e; - p = 2 - M, (u) y por tanto

D"Kp(u) - (v, ..., v,) = an(q)Mp(U)Ez[vl, ceey Up).
3) K, es composicion de funciones analiticas. [J

Teorema 4.1.3: Si v € B, entonces DK, (u) - v = E,[v].
Prueba:

Sea p € M, y consideremos g = e* X p. Aplicando el operador E,[-] a la serie e'¥ =
o q

> reo mtt v, obtenemos Ey[e™] = 307 ) 5 Eg[vF]t".
Derivando respecto a t, vemos que
d 1 k) ph—
aiEale™ =222 (k—l)!EQ[U Jth L
Cuando t = 0, se tiene que £ E,[e"]],—g = E,[v]. Utilizando, el siguiente resultado:

D Ky(u) - v" = grin(Egle™])lo

Tt
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para n = 1, obtenemos

Esto concluye la prueba [10]. O

4.2. Definicion de la variedad

En esta seccion se define un modelo geométrico similar al modelo k-exponencial de Pi-
stone [35], donde los mapeos coordenados para la variedad inducen una topologia mas
fuerte que la topologia de L!(p - u). Al final, se construye el fibrado tangente para dicha
variedad, mostrando su identificaciéon natural con modelos g-exponencial paramétrico uni-
dimensional. También, se demuestra la relacion entre el vector tangente de la variedad y
una ¢-deformacion de la funcién score.

Sea (€2, %, 1) un espacio de probabilidad y ¢ un ntimero real con 0 < ¢ < 1. Para cada
p € M, denotamos por V, la bola unitaria abierta en el espacio de Banach que contiene
las variables aleatorias centradas esencialmente acotadas B, esto es,

Vo i={ue€ B, ||ullpe <1}
Definimos los mapeos ¢, : V, — M, por
Cap(U) = e((]u@qu(u))% (4.6)
que esta bién definido dado que |Jul|y < 1 implica que ﬁ < u y por lo tanto

-1 _ u— K,(u)
1—¢ 14+(1—q)Ky(u)

= 1S Kp(u).
Proposicién 4.2.1: Para cada p € 9, el mapeo ¢, es inyectivo.

Prueba: Sea p € M, y uy,us € V, tal que e, ,(u1) = e,,(uz); es decir

up — Kp(uw) — up — Ky (uy)
L+ (1= q)Kp(ur) 14 (1—q)Ky(uz)

Aplicando el operador lineal E,[-] a ambos lados de (4.7 se obtiene

Eplun] = Kp(ur)  Eplus] — Kp(ug)
1+ (1= Kp(wm) 1+ (1= q)Kp(u2)
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Ahora bien, como uj,us € V, C By, se tiene que E,[u;] = Eyfus] = 0 y la expresion
anterior se transforma en

—Kp(ur) (1 + (1 — q)Kp(uz)) = —Kp(uz) (1 + (1 — ) Kp(u1)).
es decir,
—Kp(ur1) — (1 — ) Kp(ur) Kp(uz) = —Kp(uz) — (1 — q) Kp(ur) Kp(uz).

Asi pues, K,(u;) = K,(uz2) y finalmente, sustituyendo en (4.7)), se sigue que uy = uy. OJ

De aqui en adelante, el rango de ¢, , se denotara por U, esto es, U, := e,,(V,). Para cada
p € M, el mapeo s, : U, — V, se define por

- lnq(%) — Ep[lng(
14 (1= q)E,[in,

Sqp(2) == lnq(;) S Ep[lnq(g)] (4.8)

Esstos mapeos se usaran para definir cartas, dado que la proposicién anterior demuestra
que estos mapeos son inyectivos.

Proposicién 4.2.2: Para cada p € 9, el mapeo s, es la funciéon inversa de ¢, .

Prueba: Sean p,q € M,,. Veamos que u € V, implica s,,[e,,(u)] = u. En efecto, de las
expresiones (4.6 y (4.8), se sigue que

Sqpleap(W)] = Sqp [eéuqup(u))p]

= S,, |ex u= Kyw)
S { b (1 +(1- Q)Kp(u)) p}
_(wske) - B (wteim)

1+ (- 0)F, (i)
_ u— Ky(u) — Eplu — Kp(u)]
1+ (1= q)Ky(u) + (1 = q)Eplu — Kpy(u)]

u— Kp(u) — Ep(u) + E,(Kp(u))

1+ (1- Q)Kp(u) + (1 - Q>Ep(u) —(1- Q)Ep(Kp<u))

dado que K,(u) es una constante real y E,[u] = 0. De manera anéaloga, probamos que
z € U, implica s, (e, ()] = 2, y se obtiene el resultado deseado. OJ

Los mapeos s, , seran los mapeos de coordenadas para la variedad, estos mapeos asignan
una Gnica variable aleatoria u = s,,(2) € V,, para un z € U,. Demostraremos que
la familia de pares (Uy, Sqp)peom, define un atlas sobre M. Considere py,p, € M, con
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Uy, NU,, # . Por calculo directo tenemos que los mapeos s,, o €,

D Sqp (Upy NUp,) —
Sqps Uy, NU,,) estan dados para cada u € s,,, (Up, NU,,) por

wt [1+ (1= q)ul Ing () = Epy |u+ [1+ (1= g)uling(22)]
s (e, (1)) = - (49)
L+ (L= @) By, |[u+[1+ (1= )l iny(2)] ]
En efecto,
Ing(2) = B, |Ing(%)
(0 (1) = -
L (1= 0) By [Ing(22)]
lnq (et(lu@qul)IZ;_;> _ Ep2 |:l’n,q <€(gu@qu1)]];_;>:|
1+(1- Q>Ep2 In, (6((1u@qu1)§_;>
u—Kyp, (u) u—Kp, (u) (uSqKpy)
1+(1—q§}(p1 (w) + lnq(;%> + (1 o q) 1+(1—q§}<p1 (u)lnq(%) - Epz [lnq (eq ' %)}
1+(1- Q>Ep2 In, (6((1u@qu1)§_;>
u—Kp; (u)+[1+(1=q) Kp; (w)ling(31)+(1=q)[u—Kp; (w)ling(71) (uSqKpy)
B 1+(1—q)[§§1(u) i [lnq (eq o %)}
1+(1-q)E, mqey%&“%)
u—Kpy (1) +Hng (B1)+ (1=q) Kp, (w)lng(22)+(1=q)ulng (B1)— (1-q) Kpy (u)lng (2- n

14+(1—q) Kp, (u)

gy g (e

p2

)

E

(uSqKpy) py

14+ (1—gq) In, <e )

(1= Kpy () +14+(1—q)uling (22)]
F(1=0) Ky ()

[u= Ky () +[1+(1=q)ullng (22)]
(=) Ky, ()

P2 q P2

u—Kp (u)+[1+(1-q)ullng (71)
1+(1_Q)Kp1 (w)

- FE

P2

1+(1_Q)Ep2
u— K

p1

14+ (1-q)

E

P2

(w) +[1+(1— Q)U]lnq(%) + By (K, () —

(u) + (1= ) By, [u -

[+ [+ (1= g)uling(22)]

() + [1+ (1 = quling(2)]

K

p1

K

o [ [+ (1= @uling(22)]
(K, () + (1 = @) By |[1+ (1 = q)ulin, (2)]
et [+ (1= qJulin,(2)]

[+ (1= guling(22)]

u+[1+ (1= qulingt) - E
1+ (1= q)Kp, (u) + (1 (u) = (1 -

u+[1+ (1= qulng(E) —

E

b2

E

—q) q)Ep,

EPQ

E

p

1+ (1-gq)

Estos mapeos seran las funciones de transiciéon para la variedad.
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Proposiciéon 4.2.3: Sean py,p, € M,,. El conjunto s, ,, (U, NU,,) es abierto en la B, -
topologia.

Prueba: Sea u € s,,, (U, NU,,). Veremos que u es un punto interior de s,,, (U, NU,,).
Claramente, ||ul|,, 0 < 1 puesto que s, ,, Uy, NU,,) CV,,. Para r < 1 — ||ul|p, 00, consid-
eremos la bola A, = {v €V, : ||v — u|p,.« < r}. Dado que p; ~, po, por el lema 1.1.2.
obtenemos ||v — u|py.00 = ||V — Ul|py 00, Para v € A, y ademas ||u||p, 0o = ||1t]|ps,00; de aqui
que [[0]lpz00 = Ullpooc < ([0 = tllpsoo = ([ = tllpyo0 < 7. Luego, [[v]|p,00 = [[tllpy,00 <7y
[Vllpg.c0 < 74 |[tt]lpy.00 < 1. Esto implica A, C s4p, (Up, NU,,). O

Este resultado y el lema 1.1.2. permiten demostrar el siguiente resultado.

Proposicién 4.2.4: Para cada p;, p, € M, la funcion s, o €, , es un homeomorfismo
topologico.

Prueba: Dado que sy, © €5p1 ¢ Sqps Upy M Upy) — Sqpo(Up, N Up,). Por la proposi-
cion 4.2.2, se tiene que s;,, © €, es inyectiva. Por la proposicion 4.2.3 y dado que
Sqp(Up, NU,,) es un abierto, se sigue que s, ,, © €,,, €s sobreyectiva y continua y ademas,
(Sqpa © €qpr) " = Sqpy © €qpy €S continua. O

Los mapeos dados en (4.9)) pueden ser escritos en términos de las operaciones g-deformadas
de la siguiente manera. Sea u € V,,,, 4 € V,, ¥ 2 € (Uyp, NUyp,) CON g p, © €4p, (2) = 1.
Entonces

U = lnq (BZGQKpl (u)p_l) @q Epz |:l’flq (€Z@(ZKPI (u)&)]
2 P2

= (0, F (1) @y 1y (2 ) 04 By |10 () 00, ()]

- {(u Oy K, (1)) @, Ing (%)1 Oy Ep, [(u 04 Ky, (1) @, Ing (ﬁ)}

D2

por lo tanto,
u= f(u) Oq EP2 [f(u>]7 (4‘10)
donde

fu) = (w6, Ky, (u) @, mq@j—;)]. (4.11)

Las expresiones (4.10) y (4.11) permiten simplificar calculos para probar la proposicion
siguiente.

Proposicion 4.2.5: Dado u € sqp, (Uyp, Uy p, ), 1a derivada del mapeo sqp,0s, ) evaluado
en v en la direccion de v € L>(p; - p) es de la forma
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D5, © 53, ) (1) - v = A(u) — B(w) Ep, [A(u)],

a.p
donde A(u), B(u) son constantes que dependen de u.

f(u) = Ep, [f(u)]
1+ (1= q)Ep,[f(u)]

. - _ 1 o . .
Prueba: Sabemos que @ = s,,, 0 s, (u) = y por consiguiente

q;p1

e = QB[] — 14 (1 — g)f (w) e
Plours @S )0 = 1+ (1— ) By [f ()] ,

lo cual puede escribirse como

0f(u)
Sams O S 1Y (u) v = Ou _ [1+ (1 —q)f(u)] OE,, [f(U)J
Do )00 = [ T~ ([ e ] e 12

Note que

Epa ()] = By |(u8q Ky, (1)) @ Ing (%)}

= By |84 K+ iny (2) 4 (1= ), K iny (2]

" :lnq (ﬂ)} + {1 +(1—q)in, (i—;)} B, lu o, K, (u)],

b2

aplicando derivada parcial con respecto a u, obtenemos

O [f(w)] _
o

[[1 + (1= ) Ky (w) = [+ (1 = gu] DLy, (u) - U]W}
[1+ (1= q) Ky, (u)]? ’

donde W =1+ (1 — g)lng(E). Ahora, tomando derivada parcial respecto a u en (4.11)
tenemos que el argumento en £, de esta tltima expresion es precisamente

Of(u) _ [[1 + (1= ¢) Ky, (u) = DK, (wvl[l + (1 — Q)UHW}
du [1+ (1= q) Ky, (u)]? '

De todo lo anterior, usando (4.12)), se sigue que

0 (u) 1+(-9)fW)] @

-1 _ m Of (u)
D(84p2 © 54, ) (1) - v = T Dby, ]~ F(0—0) By ()] v 6|

ou

y puesto que E,,[f(u)] es constante podemos escribir esta ultima expresion como

f(u) 9f(u)
-1 Ly “ou_ _ _ [1+(01-q)f(u)] m
D(qp, © S, ) () - v = [1+(1—q>6Ep2 ]~ T+0-9)Ep, Lt £ [[H(l—q)aEm [f(U)]]]‘
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Ahora, tomando

Of(u)
1 - gfw)
T+ =By * W=

A(u) =

la derivada puede ser escrita finalmente en la forma
D(84,p, © 8, (1) - v = A(u) — B(u) Ep, [A(u)]. (4.13)

O
Podemos entonces establecer el teorema principal de esta seccién.

Teorema 4.2.1: La coleccion de pares { (U, S4) }peom, es un C>-atlas modelado sobre B,,.

Prueba: Consideremos la familia de pares {(U,, sq) }peon, . Obviamente la familia de U, es
un cubrimiento abierto de 9, cada U, es abierto en M, y s, es biyectiva por proposicion
4.2.1 y 4.2.2. Esto significa que cada (U, s,,) es una carta y el correspondiente mapa de
transicion para py, ps € M, (con Uy, NU,, # 0) es dado por Sq,, 0 €gpy * Sqpr (Upy NU,) —
Sqps (Upy MU, ), como se define en ([4.9)). Por proposicion 4.2.3, los conjuntos s, , (U, NU,,)
son abiertos en la topologia de B,, lo cual a su vez implica que los mapas coordenados
Sqp son homeomorfismos. La proposicién 4.2.4 garantiza que los espacios s, ,, (U,, NU,,)
Y Sqp (Up, N Up,) son topologicamente homeomorficos (por lo tanto, el mapeo definido
por es un isomorfismo topologico). Solo resta demostrar que el mapa de transicion
Sqps O €qpy €8 C°°. Para hacer esto observemos que el mapa definido por (4.9) puede
escribirse en la forma s, ,, © €,,, (u) = ﬁh(u), donde

h(u) =u+[1+ (1 — q)ulin, (”—) — Ep, [“ + 1+ (1= quling (ZL)]

p2 p2

g(w) = 1+ {11+ (1= Ky ()] (1 = @) Epy [t [1+ (1= q)uding (2]}

Asi, finalmente es suficiente probar que h y ¢g son C*. Existe z € (U,, NU,,) tal que
P2 = eg.(u) y ast u+[1+4(1—q)u)ln, (”—) € V.. Denotando v = u+[1 + (1 — q)u] In, <ﬂ>

1

p2 P2
y aplicando (2) del teorema 4.1.2, se obtiene que DK, (u)v = [M,(u)]*"9E,,[v]. Ahora,
dado que K, es C™ en V,, se sigue que £, [u + 14+ (1 —q)u]in, (i—;)] es C. Puesto
que cada funcion afin es C™ y h puede ser expresada como la suma de una funcién afin y
una C*°-funcion, h es ciertamente C'°°. Analogamente, puesto que K,, es C* en V,,, se
sigue que g es también C'*°. La proposicion 4.2.4 también garantiza que el atlas definido
estd modelado sobre espacios de Banach. []

Los mapeos coordenados, y sus inversos, simplifican a los modelos exponenciales usados
en [20], una direccion de trabajo es encontrar un espacio con el modelo de Orlicz para
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esta variedad cuya existencia esté asegurada por el hecho que si u € L™®(p- u), debe haber
un espacio de Orlicz tal que u € L¥(p - ) para alguna funcion de Young ¥ [6][39].

A continuacion se presenta la construccion del fibrado tangente para la variedad.

Sea p € M, una curva a través de p es un modelo g-exponencial paramétrico unidi-
mensional: ¢ : I C ® — M, tal que t — g¢(t) € M,, donde g(ty) = p para algin
to € I. Usualmente se asume que t5 = 0; no obstante esto es innecesario en esta es-

tructura. Sean (Up,, Sqp) V (Up,, Sqp,) cartas alrededor de p € 9M,,; entonces g(t) =

g (1) = egOrin (1)1, donde para cualquier t € I se sigue que uy(t) = Sap (9(1)).

Adicionalmente, g(t) = ey, (u2) v ua(t) = s4p,(g(t)). Las variables aleatorias us(tp) y
us(to) estan relacionadas por us(ty) = (Sqp, © €gp ) (u1(to)). Puesto que uy(tg) = sqp, (p)
y por la regla de la cadena u)(to) = (Sgp, © €qp ) (u1(to)) - uj(to) lo cual es igual a
Uy (to) = (Sqps © €qpy) (Sapy (D)) - Uy (to). La expresion anterior es una relacion de la equiv-
alencia que llena los requisitos para definir el espacio tangente sobre una variedad [40],
por lo tanto el espacio tangente para p € 9, es un espacio vectorial topolégico con la
topologia inducida de cualquiera de los espacios L>(z - u), tal que p € U,, y es dada por

T,(My,) = {[(Up, 8¢, W)] : p € M.}

Proposiciéon 4.2.6: Sea g(t) una curva regular para 9, donde g(to) = p, y u(t) € V, es

[u( )Sq K= (u(t))]

la representacion en coordenadas sobre s, .. Entonces ¢(t) = z y también:

1. Lin, (%)t:to = Tu'(t) — Q[M,(u(t))]' 9E,[u/(t)] para algunas constantes T'y Q.

2. 51 z = p, i.e. las cartas se centran en el mismo punto; los vectores tangentes se identifican

con la funcion g-score en t dada por £in, <%) = T/ (t).
t=to

3. Considere un modelo g-exponencial bidimensional
f(t,q) = el ooty (4.14)

donde si ¢ tiende a 1 en (4.14), se obtienen los modelos exponenciales unidimensionales

tu—Kp(tu))

el p. La funcion g-score Lin,( ;t))t t, para un modelo g-exponencial unidimen-

sional (4.14]) corresponde al espectro [u] en t = ty, donde u € V,.

Prueba:
6[u(t)@qKz(U(t))]Z

d d
—In <@> = —In a
TN Jumy dt T | Lut0)Sa K (ulto))], .

14+ (1 —q)K,(u(t
- (1= g K. (ults)

1+ (1 —q)K.(u(t))
i EXEIrEm)

} —[u(to) = K= (u(to))]
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1 [1+ (1= qulty)] (d

g s (o)

=T/ (to) — Q (LK (u(ty))),

_ 1 _ [1+(—q)u(to)]
donde T' = ko) ¥ € = mra—ok- @t

Del teorema 4.1.2 se sigue que 4 K, (u(t)) = [M,(u(t))]" "2 Eyw v/ (t)].

Por tanto
ity () =Tl (t0) = QM (u(t))]*~* By o/ ()]
2. Si z = p entonces E,[u'(tg)] = E.[uv'(to)]; puesto que u(t) estd centrada entonces

E,[W(ty)] = E.[u/(to)] = 0 y el resultado deseado se sigue.

3. Tomando u(t) = tu en (1) un simple célculo lleva a

d f@®) —
Elnq (T>t:t0 =Tu.

0
Asi el espacio tangente 7,(91,) es identificado con la colecciéon de funciones g-score o los
modelos g-exponenciales unidimensionales ({4.14)).

El modelo M, unido a la coleccién de espacios tangentes es el fibrado tangente, denotado
T(9M,). asi,

TON,) ={(f,u): fel, CM, yues la clase de vectores tangentes a f}.

Se sabe que esto es una variedad, donde las cartas (mapeos triviales) estan dadas por
(g,u) € T(Uy) — (54p(9), A(u) — B(u) E,[A(u)]), definida en la coleccion de subconjuntos
abiertos U, x V, de M, x L>(p - p).

Los mapeos de transicion, para esta variedad estan dados para (uq,v1) € V, x L>(p - p)
por
(u1,v1) = (84,2 © €gp)(wr), A(v1) — B(v1) EL[A(v1)]) € V. x L¥(z - p),

que da la representacion local del fibrado. Se espera que la definicion explicita del fi-
brado tangente sea pertinente en el computo de aproximacion de modelos estadisticos
paramétricos. Ademaés, debe investigarse si los modelos paramétricos construidos en [I]
estan incluidos en esta variedad como curvas.

4.3. Geometria inducida por g-Divergencias

A continuacion se define el funcional ¢-divergencia, buscando una métrica y las conexiones
de la variedad, para caracterizar la geometria de la variedad de informaciéon g-exponencial.
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En primer lugar, se vera que el funcional de entropia relativa es un caso especial de la
®-divergencia de Csiszar, y entonces algunas propiedades son aseguradas.

Sea f una funcion definida parat# 0y 0 < ¢ < 1 como

£(t) = —tin, G) | (4.15)

claramente, f(t) < 0 para 0 < t < 1;y f(t) > 0 para t > 1. Por céalculo directo se

sigue que % = l%q[l —qti ]y 227{ = qt92. Entonces f es creciente para t > qflq y

. ., L. _q_
estrictamente convexa para toda t; también f alcanza un valor minimo de —¢™4 cuando
t = g7-«. La prueba de la siguiente proposicion es directa de la definicion.

Proposicién 4.3.1: Sea f dada por (4.15), entonces
Lo limg o+ f(t) =0y f(1) =
ft) _ _a

2.51a > 0, limeﬂo-%f(%) =a lzmt_moT g

Sean p, z € M, la g-divergencia de z con respecto a p es dada por

19(z/[p) = /pr (%) dp. (4.16)

De las propiedades de f, es claro que (4.16]) es una ®-divergencia de Csiszar; es mas, por
la definicién de g-logaritmo se sigue que

1 -
@ (z//p) = q[l - /Q dul, (4.17)

que es el funcional de divergencia de Tsallis [4I]. Algunas propiedades de este funcional
son bien conocidas, por ejemplo que es igual al funcional a-divergente y se puede llevar
un factor constante donde o = 1 — 2¢, satisfaciendo el criterio de invarianza.

Ademas, cuando ¢ — 0 entonces I'9(z//p) =0y si ¢ — 1 entonces I'9(z//p) = K(z//p)
que es el funcional de divergencia de Kullback-Leibler [42].

Proposicién 4.3.2: Dados p, z € 9, entonces
1. It (z//p) >0yla 1gualdad se cumple si p = z.

Z//p <fQZ_ )dﬂ

Prueba: Sea p,z € M,

1. I9(z//p) = fﬂ pf )dp = fQ dp 1, por la desigualdad de Jensen y la proposiciéon
4.3.1-1, se sigue que
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Ast I9D(2//p) > 0. La igualdad se da inmediatamente.

2. Puesto que f es convexa es facil mostrar que
FEE-1D)2=fE) - 1)z WE-1);

Si multiplicamos por p y por integracion sobre € y puesto que f(1) = 0, podemos deducir

Joz =) f'(G)dp > 19(2/ [p) > [o(z = p)f'(1)dpu,

y puesto que f'(1) =1 el resultado deseado se sigue.[]
Note que el término superior en la parte 2. de esta proposicion, es simplificado por

Joz =) f'G)dn = 11 o (p ) dp = LB [(8) ) — EL(8) )

Proposicién 4.3.3: Seap € M, z € U, ¥ u = 54,(2). Si tomamos *u = =—1ly el mapeo
Hy(*u) = E, [(1+ u)lnq(H* )] entonces,

D2/ /p) = T v Hp(Fu) = =19 (z||p).

Prueba: La definicion de ¢g-divergencia implica 19 (p||z) = —Ep[lng(2)]. De z = e[u@quI( Iy,
obtenemos

19(p||2) = —E, [an(i)} = <Ep[%])

— _ < Ep[u]— Kp(u) ) — Kp(u)
1+(1-q)Kp(u) 1+(1=-q)Kp(u)”

Finalmente, tenemos

Hy(*u) = E, [(1 +* w)in, (5] = E, [(ﬁ)znq (g)} _ _[@(2||p). O

Hay dos aspectos importantes a ver; uno es que los mapeos de coordenadas

Sqp(2) = Ing (é) Sq Ep [lnq(é)}

puede ser escrito como

s00(2) = (i ) (a(2) + 19 (6//2));
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asi la relacion entre la g-divergencia y la variedad construida esté clara en el sentido que
la representacion de coordenada de la densidad z € U, contiene la informacion de p con
respecto a z. Por otro lado, de s,,(2) = u, obtenemos

B[] = (ammiagrs) (9 0//2) = D9 (=//p))

donde D@ (z//p) es una g-deformacion de el funcional de divergencia de Kullback-Leibler.
El funcional 19 (p//z) induce una estructura Riemanniana sobre 9,

El resultado siguiente, es necesario para garantizar la existencia de la métrica Riemanni-
ana de la variedad.

Proposicién 4.3.4: Sea p, z € 9, entonces

(du) 12 || P)|.=p = 0,

donde los subindice p, z significan que la derivada direccional se toma con respecto al
primero y los segundos argumentos en 19(z || p), respectivamente, a lo largo de la direccion
uweT,(M,) oveT,(IM,).

Prueba: Escribiendo (4.17) como

1— z—pl—ay(a)
Iz || p) = fQ [( q)H(g)ﬁq P }dﬁh

se sigue

(du)1(2 || p) = 12 Jola — ap' =927 udp

(do):-19(z || p) = 1= Jo[(1 =) = (1 = ¢)p= 22D vdp
cuando z = p se cumple el resultado deseado.[]

Segtn la proposicion (16) en [16], el funcional I%(z || p) es acotado, puesto que

Iz || p) > 0y la igualdad se cumple si p = z

I'(z || p) < Jo(z = p)f'(5)dp

Entonces, junto con la proposicion anterior, el funcional g-divergencia induce una métrica
Riemanniana g y un par de conexiones, vea Eguchi [43], dadas por

9(u,v) = =(du)=(do)p I (2 || P)|2=p (4.18)
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(Vwtt,v) = —(dw)(du):(d)p (2 || P)|2=p (4.19)

donde v € T,(M,,), u € T,(M,) y w es un campo vectorial.

Denotemos por ) (91,) el conjunto de campos vectoriales u : U, — T,(Uy,), y F(IM,,) el
conjunto de C* funciones f : U, — R. El siguiente resultado establece la métrica.

Proposiciéon 4.3.5: Sea p, z € M, y v, u campos vectoriales, el tensor métrico (campo)

g:> (OM,) x> (M,) — F(M,) es dado por
9(u,v) = q [, “du.
Prueba: Por calculo directo sobre I%(z || p), se sigue que

(do)pl*(2 || p) = 1= Jol(1 =) = (1 = @)p =92 vdp

(du)=(do)pl(2 || p) = —q [ [V 2 V]uvdp,
asi por (4.18), se sigue que
9(u,v) = q [, ®dp.

U

Note que cuando ¢ — 1, esta métrica se reduce a la inducida por el funcional («a, 3)-
divergencia que induce la métrica de Fisher sobre modelos paramétricos.

Las conexiones se caracterizan como sigue.

Proposicion 4.3.6: La familia de derivadas covariantes (conexiones)

Vs () x S(M,) — (M),
se dan como

7 = dyu — (%)uw.

Prueba: Considerando (d,).(d,),I%(z || p) como en la prueba de la proposiciéon 4.3.5,
obtenemos

—(dw)2(du):(dy)p Iz || p) = q [y (¢ — 1)z Duw + 2197 Vd,,ulvdp.

por la proposiciéon previa, se sigue que
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(a),,
9(viu,v) = q [, Ztvdp

y entonces
9(7id'u.v) = (7w, v).
Entonces
ap (g — Dp~uw + dyu] = g7,
asi

Vl(f)u = d,u — (%)uw. O

Es facil probar que la conexion conjugada asociada es dada por vfu(q)u = dyu — %uw.
1—a

5> rinde a la familia uniparametrica de Amari de a-conexiones

Note que la toma de ¢ =
en la forma

Vgl)u = d,u — (1;—po‘)uw;

y tomando ¢ = % resulta la conexion de Levi-Civita. Por tltimo, la geometria de la var-

iedad se caracteriza por el calculo de los tensores de torsiéon y curvatura, para el que se
demostré que es igual a cero.

Proposicién 4.3.7: Para la variedad g-expoenencial y la conexion dada en la proposicion
previa el tensor de curvatura y el tensor de torsion satisfacen R(u, v, w) =0y T'(u,v) = 0.

Prueba: Recuerde que
R(u, v, w) = Vo Vo W= Vo Vu W= Vup]W- (4.20)

T(u,v) = Vot — Vol — [u,v]. (4.21)

Usando la forma general
Vo = dyw + I'(v, w),

donde

I 22(,) > 32 (9M,) — >0 (M)
es una forma bilineal (la contraparte del simbolo de Christoffel); y puesto que

dy(Vow) = dy(dyw) + T'(dyv, w) + (v, dyw) + d,T,
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donde d,I' = T"u es la derivada de la forma bilineal T, se sigue que

Vu Vo 0 = dy(dyw) + T'(dyv,w) + T'(v, d,w) + d,I" + T'(dyu, w) + T'(u, ['(v, w)),

Vo Vo w = dy(dyw) + Tdyu, w) + T'(u, dyw) + d,I" + Td,v,w) + T'(v, T (u, w)).
Por otra parte,
VU, v)w = du, vjw + I'(dyv — dyu, w) = dpu, vlw + I'(dyv, w) — I'(dyu, w),
donde [u,v] = d,v — dyu, y entonces
Vi, v|w = dy(dyw) — dy(dyw) + T'(dyv, w) — T'(dyu, w).

sustituyendo en (4.20) y (4.21), se sigue que R(u,v,w) =T'(v,T'(u,w)) — I'(u,T'(v,w)) +
duF(U, w) - dvr(ua w)7 y

T(u,v) =I'(u,v) — (v, u).

Puesto que T'(u,v) = —%uv, y d,[(v,w) = %uvw, obtenemos



Conclusiones

Amari y Ohara emplean la familia g-exponencial en la construcciéon de una variedad de
dimension finita y deducen que tal familia tienen una estructura geométrica dualmente
plana derivada de transformacion de Legendre. En Geometry of q-exponential family of
probability distributions, para ¢ — 1, se obtiene la matriz de informacién de Fisher.

La variedad de Banach elaborada por Loaiza-Quiceno permite relacionarla con la entropia
relativa segiin Tsallis, y tiene por objeto servir como modelo geométrico para caracterizar
sistemas no extensivos. Cada modelo paramétrico g-exponencial se identifica con el espacio
tangente. Constituye una generalizacion de la variedad de informacion de Pistone y Sempi,
pues, ésta se obtiene bajo la condicion, ¢ — 1.

Los modelos g-exponenciales también se puede obtener mediante el empleo del principio
de méaxima entropia optimizando el funcional de entropia de Tsallis.

El funcional g¢-divergencia permite definir una meétrica, y en consecuencia generar una
geometria riemanniana que generaliza la dada por Fisher y Levi-Civita.

Los diferentes funcionales senalados permiten proyectar la entropia de un sistema propor-
cionando un avance relevante en la exposicion de los fenémenos.
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Problemas abiertos

Puesto en la geometria de la variedad g-exponencial para el caso no paramétrico, el mapeo
7@ — (@ es suave, se espera que las curvas geodésicas y transportes paralelos obtenidos
a partir de la g-conexiones conserva un isomorfismo suave con las curvas dadas por a-
conexiones. Ademés, se debe investigar si el campo tensor métrico en la proposicion 4.3.5
viene dado por una transformacién conformal o la métrica de informacion de Fisher.

Muchos de los desarrollos realizados para las variedades estandar ain no se han trata-
do para las variedades g-deformadas, por ejemplo las posibles relaciones de dualidad en
densidades y densidades mixtas, entre otros problemas.

Falta por discutir el caso no paramétrico modelado sobre espacios de funciones que no
sean escencialmente acotadas, podrian ser espacios de funciones de Orlicz.
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