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Prologo

Fn anos recientes el creciente nivel de integracién regional en @mbitos tan
diversos como los culturales, comerciales, econdmicos, religiosos, entre otros;
han llevado el andlisis econémico y especialmente a la econometria, un paso
mds alld en la busqueda de explicar fenémenos cuyo origen no se puede
determinar a priori. Estas condiciones fueron las perfectas para el nacimiento
v desarrollo de una rama de la econometria denominada econometria espacial
la cual brinda al investigador las herramientas necesarias para recoger en

los modelos economeétricos tradicionales los efectos espaciales existentes en
determinada estructura econémica.

La econometria espacial es una rama de la econometria en la cual se
consideran en la especificacion elementos relacionados con el espacio. Esta
relacion constituye el primer y mds importante efecto espacial entre vari-
ables y se denomina dependencia espacial; su presencia. traducida en au-
tocorrelacion espacial, puede invalidar modelos econométricos tradicionales
tal como la autocorrelacion temporal lo hace comminmente en este tipo de
especificaciones.

Moreno y Vaya (2000) definieron la dependencia espacial como “la exis-
tencia de una relacién funcional entre lo que ocurre en un punto determinado
del espacio y lo que ocurre en otro lugar”. Es decir, la variable endégena
presentard altos niveles de autocorrelacion espacial cuando los valores de
ella dependen no solo de variables exégenas sino también de la localizacién
geogrifica de estos valores (tanto de la variable enddgena como de las exdge-
nas).

Para constrastar la presencia de autocorrelacion espacial se puede utilizar
alguno de los estadisticos que se expondran en el capitulo 2 de esta tesis,
siendo el més utilizado el de Moran (1948).
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El segundo efecto espacial se denomina heterogeneidad espacial y hace
referencia a la falta de estabilidad en las relaciones interregionales que se pre-
sentan. Esta inestabilidad se traduce en variaciones en las especificaciones,
en los pardmetros o en ambos, de region a regién de acuerdo a su localizacion,
impidiendo asi encontrar una forma funcional espacial que ayude a explicar
de forma razonable el comportamiento de la variable endégena.

El desarrollo de la econometria espacial se remonta a 1948, cuando Moran
desarrolla su estadistico I y contimia con Geary en 1954 cuando éste de-
sarrolla un estadistico basado en el Durbin — Watson para la deteccion de
autocorrelacién serial.

A finales de la década del 70, Paelinck y Klaasen (1979) publican su obra
“Spatial Econometrics”, en la cual aparte de proponer un adecuado nombre
para esta disciplina, hace lo que ellos denominan “un balance provisional”
que les permitird ordenar sus ideas. Y fue esta publicacion la que les permitio
cuatro anos mds tarde aplicar al conjunto de regiones europeas un modelo
multi e interregional llamado “Factores de Localizaciéon en Europa”.

Este modelo llevo a Paelinck a la conclusion que la modelacion de efectos
espaciales requeria mucho mds que una especificacion “espacial” inmersa en
la econometria tradicional. La preferencia de Paelinck por hacer un mayor
énfasis en la fase de especificacion en vez de modelar los residuos en los pasos
finales, le permitié definir cinco reglas que de ahi en adelante guiarfan las
investigaciones sobre modelacién espacial. Estos principios son los siguientes:

1. Las variables enddgenas deben modelarse como entidades espacial-
mente interdependientes.

2. Las relaciones sobre el espacio son fundamentalmente asimétricas
debido a la diversidad espacial.

3. Las variables exdgenas estdn influidas por la localizacién fisica de
los datos.

4. Los modelos no lineales serdn mas apropiados para estimar los
pardametros presentes en las ecuaciones espaciales.

D. Los elementos topolégicos (tales como coordenadas, vecindades,

distancias, densidades, etc.) no pueden estar ausentes de los modelos espa-
ciales. La simple introduccion de un indice para indicar la regién no basta
para especificar apropiadamente relaciones que tienen lugar sobre el espacio.



ot

A partir de estos aportes de Paelinck y Klaasen la econometria espacial
tuvo un gran desarrollo en los afios ochenta v noventa e inicié con los trabajos
de Cliff y Ord (1981) y continué con los textos de Anselin (1980, 1988A),
siendo el texto de Anselin (1988A) el que seria considerado segin Chasco
(2003) “el manual por excelencia de esta disciplina”. Esta literatura se fue
robusteciendo con varios articulos publicados por autores tales como el propio
Anselin, Florax, Fisher, Getis y Ord.

A pesar de los avances logrados por estos autores, existe aun un marcado
desequilibrio entre el estudio de la dimensién espacial con respecto a la di-
mensién temporal. Desde 1970, con la publicacién de la célebre obra “Time
Series Analysis. Forecasting and Control” por parte de Box y Jenkings, el
mundo académico se volcd hacia la dimensién temporal permitiendo asi un
incremento inusitado en las investigaciones relacionadas con el andlisis de
series temporales y el desarrollo de software que acompana estos procesos de
investigacién v desarrollo. Estos factores contribuyeron al escaso interés en
la dimensién espacial, coherente con las necesidades de prediccién, pero in-
coherente sl se tlene en cuenta que los agentes econémicos objeto del estudio
se encuentran dispersos en el espacio v se esfuerzan por disminuir cada vez
mas las distancias que los separan.



Capitulo 1

Preliminares Matematicos

En esta seccion se presentan algunas definiciones y deducciones matematicas
y estadisticas que constituyen una pieza fundamental tanto para la siguiente
seccion dedicada al desarrollo de los modelos econométricos espaciales como
para las secciones dedicadas a la deteccién y correccién de la autocorrelacién
espacial espuria y a su aplicacién en las defunciones de personas entre los 15
y los 64 anos en las subregiones colombianas.

1.1 Ruido blanco espacial

Definicién 1 Se dice que una variable aleatoria ¢; es ruido blanco espacial
St

1. Elg]=0

2
0~ para g; = ¢;
2. F [Ei,Ej} =
0 en otro caso

1.2 Transformacion de variables aleatorias

Teorema 2 Sea X wuna variable aleatoria con funcion de distribucion acu-

mulada Fx (X),Y =g(X), X ={z: fx (X) >0} yY ={y:y=g(x) para algin z € X}.
Si g es una funcion creciente en X, entonces Fy (y) = Fx (g7 (y)) para

yeyY.
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Si g es una funcion decreciente en X y X es una variable aleatoria con-
tinua, entonces Fy (y) =1— Fx (g7 (y)) paray € Y.
La demostracion formal de este teorema se encuentra en Casella (2002).

Teorema 3 Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad de prob-
abilidad fx (x) y sea’Y = g(X), donde g es una funcion mondtona, X =
{z: fx(x) >0} yY ={y:y=g(x) para algin x € X}. Suponga que fx (x)
es continua en X y que g~! (y) tiene derivada continua en'Y . Entonces, la
funcion de densidad de probabilidad estd dada por:

x @ W) &9 W], yey
fy () = “ (1.1)
0 en otro caso
Demostracion. Por Teorema 2 y utilizando la regla de la cadena, se

tiene que:
fr (y) = LFy (y) = Ifx (g7t (v)) d%g_l (y) si g es creciente
Y = Iy =

v —fx (97" () %g’l (y) si g es decreciente
lo cual puede ser expresado como:

| O @] vey

0 en otro caso

1.3 Distribucion normal multivariada

Teorema 4 Sea X = [X1, Xo, ..., X;,] un vector de m wvariables aleatorias
E(Xy)
con vector de medias i = E [X] = : , Yy matriz de varianzas y covari-
E(Xn)
V(Xl) Cov (Xl,XQ> <o Cov (Xl,Xm> O'% 012 ---
Cov <X27X1) V(Xg) -+ Cov (Xl,Xm> 021 O'%
anzas Yy = . ) . . = . .
Cov (X, X1) Cov (X, Xa) - V (Xn) Omi Oma *

O1m

© O2m

S[\D




1.4 METODO DE MiNIMOS CUADRADOS ORDINARIOS 9

Se dice que X tiene una distribucion normal m-variante si su funcion de den-
sidad de probabilidad es:

fx (z) = (27T)7m/2 (det 2)71/2 e(—1/2)(X—p) =7 (X —p)
Donde ¥ es definida positiva.

Demostracion. Puede escribirse ¥ como ¥ = C'C’ donde C' es una matriz
de mxm no singular.

Sea X =CU +

Donde U,,«1 es un vector de variables aleatorias independientes que se
distribuyen N (0,1), es decir, U se distribuye N, (0,1,,). La funcién de
densidad de probabilidad conjunta de Uy, Us, ..., U, es:

fu(u) = [T (2m) /2 et/
i=1
fu (u) = (2m)"™/2 (-1
La transformacién inversaes U = B (X — p), con B = C~!, y el jacobiano
de esta transformacion es:

ou; ou;

8_"131' cee 81’m bll blm
det oo, = det

O Oum

Qo G bt e Do

det (B) = det (C™1) = (det C1) = (det (CC"))™? = (det (2))*/?
de esta forma fy (z) = (277)_"”/2 (det 2)—1/2 e(—1/2)(@—p) C~VC~ Y (z—p)
y como X! = C~VC~!, entonces

Fx () = (27) ™2 (det ©) V2 -VYD@-n)S a-n) g

1.4 Método de Minimos Cuadrados Ordinar-
10S

Proposicién 5 Considerese una variable aleatoria enddgenaY; = f (X2, X3,
y la especificacion Y; = 51+ 55Xi0+83Xis+...+Bx Xik+U;, coni =1,2, ..., N.
Donde X9, X3, ..., X;x son variables aleatorias explicativas de la variabilidad
de Y; o exdgenas y U; es una variable aleatoria ruido blanco.

Parai=1,2,...,N la informacion del sistema de ecuaciones generado se
puede representar en forma matricial como Y = X[ + U, donde:

e Xk, Us)
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[v: ] 1 Xy Xig oo Xug 5,

Vom = | 2|; X = | 0B B A |

&S |1 Xn2 Xy o+ Xnk | _ﬁK_
o
U = | 2
_UN_

Ynau: Vector de observaciones de la variable enddgena.
Xy o Matriz de disenio.

B Vector de parametros.

Unz: Valor de perturbacion aleatoria.

Definicion 6 El criterio de Minimos Cuadrados Ordinarios estd relacionado
con la solucion del problema de optimizacion

N
min) U? = minUTU
B i=1 B

el cual permite obtener BMCO = (X'X)'X'X

1.5 Método de Maxima Verosimilitud

Definicién 7 Sea x1,xs, ..., N una muestra aleatoria de una poblacion con
funcion de densidad de probabilidad f (X;6).

La funcion de verosimitud de la muestra es la funcion de densidad de
probabilidad conjunta y al ser xi,x9,...,xNn muestras aleatorias, esta es el
producto de las funciones de densidad de probabilidad marginales.

L(X;0)=L(xy,29,...,2Nn;0) = f (21,22, ..., xN,0) = [ (x1,0) f (22,0) ...f (xn,0)

El estimador mdximo verosimil de 6 se obtiene resolviendo el problema
de optimizacion:

meaxL (X;0)
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1.6 Estimador insesgado

Definicién 8 Un estimador 0 de un pardmetro 0 es insesgado cuando veri-
fica:

E 9] =0
Definicién 9 Se llama sesgo de 0ala diferencia entre [5} y 0.

Sesgo (5) =F P} —0
Proposicion 10 El Error Cuadrdtico Medio (ECM) de un estimador inses-
gado es V [@]

Demostracién. Sea § un estimador insesgado de 6.
Por definicién de estimador insesgado se sabe que E [9} = 6 y por con-

struccién del error cuadratico medio (ECM):

b (3) =5 |(3-0)’

= ECM (9) =E[0-£(0) + £ () —9]2
f

r N\ 72
} + [Sesgo (9)}
Al ser el estimador insesgado, Sesgo 9) = 0, por lo tanto

ECM (5) —V [@] -

-~ ECM (5) —E

~ ECM (5) —V

1.7 Estimador eficiente

Definicién 11 Dados dos estimadores insesgados, 51 y/ég, de un parametro

0, con varianzas V' [51} yV [52} respectivamente, la eficiencia relativa de 51

con respecto a 05 se define como la razon

v [6:]

Vo]

eficiencia =

9-5(0))"+ (ses90 (3)) " +2 (0 £(9)) Ses90 (9)]
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1.8 Convergencia en probabilidad

Definicién 12 La sucesion de variables aleatorias {Y,} converge en proba-
bilidad a la variable aleatoria Y st y solo si
LimP (lyn —y| <e)=1, Ve >0

La convergencia en probabilidad se denotard como Y, 2>Y 6 pLim Y, =
Y. La anterior notacion significa limite en probabilidad de Y, es Y.

1.9 Estimador consistente

Definicién 13 FEl estimador 6, es un estimador consistente de 6 si para
cualquier nimero positivo €,

Lz’mP(@n—é" §5> ~1
o de forma equivalente,
Lz’mP@n—e‘ >e) =0

Teorema 14 Un estimador insesgado 571 para 0 es un estimador consistente
de 0 si A
LimV (8,) =0

Demostracién. Si Y es una variable aleatoria con E(Y) = py V (V) =
0% < 0o y si k es cualquier constante no negativa, el teorema de Tchebysheff
implica que

PY | > ko) <

Dado que En es un estimador insesgado de 0, E (H\n) =0 . Si se aplica el

teorema de Tchebysheff para la variable aleatoria @n se obtiene:

P(?n—9’>k,/v(§n>) <1

para cualquier nimero positivo ¢,
13

v (0n)
es un nimero positivo. La aplicacién del teorema de Tchebysheff para
esta eleccién de k£ muestra que

P(f.-ol> i () < 24
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:>P<A >5>§ Vs(f")

si LimV (§n> = 0 entonces

n—oo

MmP(

/6’\71—6’>5):0

Lo que significa que En es un estimador consistente de 6. m

1.10 Propiedades de la traza de una matriz

Teorema 15 Si A y B son matrices de m z n y n x m respectivamente,
entonces Tr (AB) = Tr (BA).
Demostracion. Sea C = AB. Asi

Cij = § aikbkj
=1

para i = j la expresion anterior queda de la siguiente forma:
n

Ciyy = § aikbki

Entonces,

Zcm Zzaikbki = ZZaikbki = Zzbkiaik
Por otro lado 8% DZ 1 kBi‘l entonc];sl i=1 k=1i=1

dzy = E bikakj
k=1

para i = j la expresion anterior queda de la siguiente forma:
n

du = szkakz

Entonces,

Zdu - Zzbzkalm

k=11=1
Compamndo los resultados obtenidos, se observa que:
n

Tr(C)=1Tr(AB) ZZb;ﬂalk y que Tr (D) = Zd” = anzm:bikaki

k=1 i=1 i=1 k=1 i=1
Se concluye entonces, que cambiando los nombres de los indices i y k se

obtiene:
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Tr(AB)=Tr(BA) m

Teorema 16 Si A, B y C son matrices de nan se cumple que:

Tr (ABC) = Tr (CAB) = Tr (BC A) (1.2)

Demostracion. Sea D = AB. Luego, Tr (ABC) = Tr (DC).
Por teorema 10, se sabe que Tr (DC) = Tr (CD), porlo tanto Tr (ABC) =
Tr(CAB).

En forma andloga se desarrolla la demostracion de la otra igualdad. m



Capitulo 2

Modelacion con datos
espaciales

La dependencia espacial es el fenémeno que se presenta cuando los valores
observados en una regiéon dependen de los valores de las regiones vecinas.
Msés adelante se expondrd una situacién en la cual el valor tomado por una
variable en una regiéon no solo depende del valor de la misma variable en
las regiones vecinas, sino también de los valores de otras variables en estas
mismas regiones.

El proceso generador de datos del primer caso puede entonces tomar la
siguiente forma:

Yi=aV;+ X6 +¢
}/}:Oéj}/;—i‘Xjﬁ—i‘éj

con g;e; ~ N (0,0?%).

Por simplicidad se asumen términos de error con media cero y varianza

Para el caso de tres regiones serfa entonces:

Y} = OéjY;—i‘)\ij—FXjﬁ—F&Tj
Y = oY + Y+ X8+ e

15
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con g;&;,er ~ N (0,0?).

En esta situacion ya se observa claramente que este esquema no es practico
pues supondria hallar estimaciones para un nimero de pardmetros superior
al nimero de observaciones disponibles.

Ord (1975) propuso una especificacién diferente para modelar la depen-
dencia espacial, la cual se caracteriza por incluir un solo pardmetro que recoge
la relacién existente entre las agregaciones de regiones vecinas y las propias
regiones.

Para desarrollar esta especificaciéon, Ord utilizé la primera ley de la ge-
ografia formulada por Tobler (1979), la cual indica que “todo tiene que ver
con todo, pero las cosas cercanas estdn mas relacionadas entre si que las
cosas lejanas”. Ord materializé este principio incluyendo en sus modelos
econométricos una “matriz de retardos espaciales” o “matriz de contigiii-
dades” W cuya forma y utilidad se exponen a continuacién.

2.1 Matriz de contigiiidades (W)

La matriz de contigiiidades representa la materializacién de la primera ley
de Tobler en términos de proximidad o lejanfa. La matriz resultante es
entonces del tipo binario, donde 1 representa la proximidad entre la regién
correspondiente a la fila y 0 el caso contrario (la diagonal principal estard
compuesta por ceros al no tener sentido el concepto de proximidad consigo
mismo).

Al ser dificil la obtencién de informacién més precisa que denote proxim-
idad o lejanfa entre un par de regiones, es cominmente utilizada la vecindad
como expresién de proximidad. Sin embargo, esta vecindad debe ser definida
con mayor detalle para lograr una correcta especificacién del modelo a uti-
lizar.

Acevedo y Veldsquez (2008) recopilan algunas de las formas para definir
la presencia o ausencia de contigiiidad. Algunas de ellas son:

Contigiiidad tipo torre:
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vy
UU‘IP ™
w

En esta definicién de contigiiidad se tienen en cuenta como vecinas re-
giones que tienen una frontera comin con una longitud positiva.
Contigiiidad tipo alfil:

B B

B B

En el esquema de contigiiidad tipo alfil, se consideran vecinas solo las
regiones con las cuales existe una frontera determinada solo por un punto.

Contigiiidad tipo reina:

B|B|B
Bl A
B|B

La contigiiidad tipo reina se caracteriza por no dar relevancia al tamano
de la frontera entre las regiones, basta con que ésta sea positiva o cercana a
cero para que la region sea considerada contigua.

Un ejemplo ilustrativo sobre la construccién de la matriz W a través de
un esquema de contigiiidad tipo torre puede ser dado a partir de un mapa
con 9 regiones de la siguiente forma:
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La matriz de contigiiidades es entonces la siguiente:

—
[\]
w

456789
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o = O — o O O O
o = O - o O O O O

o o o o o = o = O
o O O O = O = O =
o o O = O o o = O
o O = O = O O O =
S = O B O = O = O

—_
—_

Donde el 1 correspondiente a la fila 1 — columna 2 indica contigiiidad
entre la regién 1 y la regiéon 2. Los ceros en la diagonal principal indican la
imposibilidad de hablar de una regién contigua consigo misma.

Claramente la matriz W, por construccion, es simétrica. Esta caracteris-
tica tomard relevancia mas adelante al demostrar caracteristicas importantes
de los modelos econométrico — espaciales.

La matriz de contigiiidades asi definida puede denominarse “de primer
orden” (WW7), pues capta la contigiiidad en regiones entre las cuales un indi-
viduo tendria que cruzar solo una frontera para desplazarse de la una a la
otra.

Utilizando la definicién de Mur y Angulo (2008) puede decirse que una
matriz W de segundo orden (W5) capta las relaciones entre dos regiones en las
que el camino més corto entre ambas supone cruzar dos fronteras. Volviendo
al ejemplo de las nueve regiones, la matriz de contigiiidad de segundo orden
serfa entonces:



2.2 MATRIZ W COMO OPERADOR DE RETARDO ESPACIAL19

001010100
000101010
100010001
010001010
W=1101000101
010100010
100010001
010101000
| 001010100 ]|

Mur y Angulo (2008) presentan también un algoritmo que permite obtener
una matriz de contigiiidad de cualquier orden partiendo de la matriz de orden
1 sin necesidad de hacer un anélisis cartografico.

2.2 Matriz W como Operador de Retardo Es-
pacial

Como se mencioné anteriormente las series de tiempo tienen una caracteris-
tica fundamental y es su unidimensionalidad. Chasco (2003) establece tres
caracterfsticas bdsicas que tienen los datos espaciales: el primero es su nat-
uraleza georreferenciada, es decir, que su posicién en el espacio contiene
informacion valiosa para el investigador; la segunda caracteristica es la mul-
tidireccionalidad de las relaciones que se establecen en el espacio y la tercera
es la multidimensionalidad, puesto que no nos movemos en una sola dimen-
sién sino a través de un espacio geogréafico compuesto por tantas dimensiones
como regiones existan.

En este sentido, la matriz de contigiiidades W es también conocida como
“matriz de retardos espaciales” pues se asemeja al operador de retardos uti-
lizado en series temporales. En el contexto temporal, el operador de retardos
provoca un desplazamiento en el eje del tiempo equivalente a la potencia j.
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Andlogamente, la matriz de contactos provoca desplazamientos en el espacio
hacia el nivel de contigiiidad asociado con la matriz.

Para ilustrar la naturaleza unidimensional de la serie de tiempo y multi-
direccional de la serie espacial y el efecto causado por los retardos temporales
y espaciales pueden utilizarse los siguientes diagramas:

1. Efecto del operador de retardo en una serie temporal:

L(x)

4 Y,

Este operador de retardo al ser aplicado a una variable, la desplaza en
la dimensién temporal tantos perfodos como lo indique su potencia.

2. Efecto del operador de retardo en una serie espacial:

(010100000 (W] [ wmeve |
101010000/ |V Yi+ Y5+ Ys
010001000] | Ys + Ye
100010100/ |V Yi+Ys+ Y
WY =[010101010] |Ys|=|YatYitVstYs
001010001 |Y Y+ Ys + Y
000100010] |V Y; + Ya
000010101] |Y Y5+ Y+ Yo
000001010 |¥] |  Ye+¥s

El operador de retardo espacial desplaza y agrega las masas de las regiones
contiguas a la regién analizada.

Este resultado crea un problema de interpretaciéon con la dimensién de
la variable resultado. Si se desea preservar la dimensién, basta con imponer
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la condicién de que la suma de los elementos de cada fila sea 1. Se puede
entonces tomar cada fila de W y dividir cada componente entre la suma de
todas las componentes de la fila respectiva; este proceso da lugar a la “matriz
de contactos normalizada” y supone, no la agregaciéon de masas en el espacio,
sino hallar el promedio de estas.

0£01200000]| |V, T (Y2 +Yy)
503050000 |V, s (V1 + Y3 +Y5)
00002000] |Y; 5 (Y2 +Y5)
100020200 | Vs s(V1+ Y5+ Y7)
WiY'=10303030750]|Y|=];(e+Ysi+Ys+Y5)
00ioio000:i||Ys 5 (Y3 + Y5+ Yy)
0oo0tooo0lto]||Y; L(Vi+Y3)
000020201 ]|Ys s (Vs + Y +Y))
00000 350350]|Y] 5 (Y6 + Yo)

2.3 Deteccion de efectos espaciales

2.3.1 Estadistico de contactos (7)

El anadlisis de la dependencia espacial se ha desarrollado a través del estadis-
tico de contactos que denotamos por 7. Para calcularlo se debe especificar
primero W.

R R
T :ZEE:EE:LL;TY;T

r=1s=1

SFET

Donde Y, es una medida de similaridad entre las caracteristicas de los
puntos s y r. Una medida de similaridad podria ser, por ejemplo:
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Vo= [V~ 7] 1, - 7]

De acuerdo a este estadistico, se puede definir una autocorrelacién espa-
cial positiva y una negativa de acuerdo a las siguientes reglas:

1. Autocorrelacién espacial positiva: Cuando 7 es positivo y alto, las re-
giones con caracteristicas similares y entre las cuales existe dependencia
espacial tienden a situarse geogrificamente proximas unas de otras.

O @) ©) O @)

O @) O O

O O @)
O O
O

2. Autocorrelacién espacial negativa: Cuando 7 es negativo y alto, las re-
giones con caracteristicas similares y entre las cuales existe dependencia
espacial tienden a alternarse con otras diferentes, en forma regular so-
bre el espacio.

O o o

O O (0]
O o O

o O o
o o o

o O o

En ambas situaciones (autocorrelacion espacial positiva y negativa) apun-
tan a la existencia de una estructura sistemdtica en la serie.
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Suponiendo que los datos fueron generados de forma aleatoria sobre el
espacio Y, ~ N (i, 0?) se obtiene que:
= sr ZWTS - 7‘7&3 Y - Y) <}/s - Y)] SO - _%02
s= 1

V(r) = 2 (252 + S, R? — RS))

R R R
donde Sy = ZW”’ S = %ZZ (Whs + W)’y Sy = Z (We. + W.,)°

s=1

R
siendo W, = ZW”’

r=1

Cuando la matriz de contactos es binaria tipificada (las filas suman 1)
So = R, entonces:

2.3.2 I de Moran

La I de Moran se basa en el estadistico 7 visto anteriormente y se define
como:

ZZWW Y;-Y)(Y;-Y)

_ i=1 j=1
I=g ~

Donde:
W;;: elemento correspondiente a la posicién (7,j) de la matriz de con-
tigiiidades.

N N
So: Suma de los pesos espaciales. ZZW’J

i=1j=1



24  CAPITULO 2 MODELACION CON DATOS ESPACIALES

Y: valor esperado de la variable Y.
N: Nimero de regiones.

Cuando se utiliza la matriz de contigiiidades estandarizada, la especifi-
cacién de la I de Moran se convierte en:

DD W (v (%-T)

=1 j=1
I'= %

Pues la suma de los elementos de cada fila dard como resultado la unidad,
N N

por tanto, el resultado de ZZVVU sera IN.

i=1j=1

La I de Moran se basa en el coeficiente de autocorrelacién temporal p (1),
donde se tiene que p (1) = \Z((ST@)); siendo 7 (7) la funcién de autocovarianza
evaluada en el rezago 7 de la variable Y;. La I de Moran utiliza de forma
similar este concepto, pero ponderando las autocovarianzas espaciales por el
término correspondiente en la matriz de contigiiidades estandarizada, para

posteriormente dividir el resultado por la varianza de Y.

La interpretacion de los valores estadisticamente significativos de la I de
Moran tipificada serfa la siguiente:

1. Valores no significativos del test I estandarizado conducirdn a aceptar
la hipétesis nula de no autocorrelacion espacial.

2. Valores significativos del test I estandarizado y mayores que cero son
indicativos de autocorrelacién espacial positiva.

3. Valores significativos del test I estandarizado y menores que cero son
indicativos de autocorrelacién espacial negativa.

Con la coleccién de valores del estadistico I puede construirse el “cor-
relograma espacial”.
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| Nivel de proximidad

Una de las debilidades de este correlograma espacial es que no cuenta
con una acotacion precisa para los coeficientes, por lo que se parte de la
experiencia del investigador y del conocimiento de la regién geogréfica para
interpretarlo.

2.3.3 Test c de Geary

A diferencia de la I de Moran, el test ¢ de Geary no es funcién de la distancia
existente entre cada punto y la media, sino del cuadrado de las distancias
entre ellos.

N N
E E Wij (Y;=Y;)?

(N-1) i=1 j=1

250 N

> (v’

=1

C =

De la forma en que la I de Moran estd relacionada con el coeficiente
de autocorrelacién temporal, la ¢ de Geary estd basada en el estadistico
d de Durbin y Watson para verificar o descartar la presencia de procesos
autorregresivos de primer orden en los residuos de una regresion.
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La interpretacion de los valores estadisticamente significativos de la c de
Geary tipificada serfa la siguiente:

1. Valores no significativos del test c estandarizado conducirédn a aceptar
la hipétesis nula de no autocorrelacién espacial.

2. Valores significativos del test c¢ estandarizado y menores que cero son
indicativos de autocorrelaciéon espacial positiva.

3. Valores significativos del test ¢ estandarizado y mayores que cero son
indicativos de autocorrelacién espacial negativa.

2.3.4 Test G (d) de Getis y Ord

Para el cdlculo de este estadistico se debe redefinir la matriz de contigiiidades
W de tal modo que dos regiones serdn vecinas si y solo si la distancia entre
ellas es menor a una distancia d determinada.

N N
DD wu@wy,

G(d) = =% ; para i # j

La hipétesis nula asociada al estadistico G (d) estandarizado serd la ausen-
cia de autocorrelacién espacial, mientras que un valor significativo (posi-
tivo o negativo) indicard la tendencia a la concentracién de valores similares
(grandes o pequenos respectivamente).

El test G (d) tiene dos restricciones asociadas a su construccién misma:

. u icar vari itiv: T ue no puede utilizar

1. Solo puede aplicarse a variables positivas, por lo que no puede utilizarse
por ejemplo para constatar la presencia de autocorrelaciéon espacial en
los residuos de una regresién.

2. La matriz de contigiiidades W debe ser simétrica por lo que no puede
realizarse ningun tipo de estandarizacién por filas en ella.



2.4 DEPENDENCIA ESPACIAL EN UN MODELO DE REGRESION27

2.4 Dependencia espacial en un modelo de
regresion

Para determinar adecuadamente el modelo a utilizar debe analizarse el tipo
de dependencia espacial existente en los datos. En caso de omitir errénea-
mente un retardo espacial en la variable endégena y/o en las exdgenas, la
dependencia espacial se trasladard directamente al término de perturbacién,
el cual pasarfa a estar correlacionado espacialmente. En este caso la auto-
correlacién resultante es llamada “autocorrelacién espacial sustantiva” y su
solucion es incluir en el modelo un retardo espacial de la variable sistemética
correlacionada espacialmente.

Cuando la dependencia espacial en los residuos no es ocasionada por
una omisién errénea del retardo en las variables endégena y/o exdégena se
considera que existe “autocorrelacion espacial residual”.

2.5 Taxonomia de Vaya

Vaya (2000) clasifica las formas funcionales de los modelos espaciales de
acuerdo al tipo de dependencia espacial y a su orden de la siguiente manera:

2.5.1 Dependencia espacial sustantiva

De primer orden

1. Y:pW1Y+X61+W2R62+€
EZ)\Wgcf"—,U

2. Y:pW1Y+X/81+€
pw~ N(0,0%])
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3. Y=pWY + X3, +¢
e=A\Wse+pu
pw~ N(0,0%1)
pw~ N(0,0%I)

5. Y:X61+W2R/62+5
pw~ N(0,0%1)

6. Y = pW\Y + X5, +¢
e=0Wsu+p
pw~ N(0,0%1)

De ordenes superiores

Y = pWAY + ppWoY + 4 p WY + X, +¢
g = 91W1/L -+ HQWQ[L + ...+ quqﬂ -+ %
p~ N(0,0%1)

2.5.2 Dependencia espacial residual

De primer orden

Estructura autorregresiva SAR

1Y = pWiY + X3, + WaRB, + ¢
e=A\Wse+pu

2. Y:X/Bl+€
e = Mse+u
p~ N(0,0%1)
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3. Y=pWY + X3, +¢
e=AWse+pu
p~ N (0,0%1)

Estructura de media mévil SMA

1. Y =X3,+¢
e=0Wsu+p
pw~ N(0,0%])

2. Y =pY + X3, +¢
e=0Wsu+p
p~ N(0,0%])

Modelo de componentes del error espacial

Y=Xp+¢
e=Wou+
Y ~ N (0,021)

De ordenes superiores

Estructura autorregresiva SAR

e = MWie+ Wi + ..+ AW+

pw~ N(0,5%])

29
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Estructura de media mévil SMA

Y = p WY + p,WoY + o+ p, WY + XG4 e

e=0Wip+ 0:Wopu+ ...+ 0,Wop + 1t

p~ N (0,0%I) Asf mismo, Chasco (2003) hace un recuento de las tax-
onomias propuestas por Anselin (2001) y Florax y Folmer (1992). En el
siguiente apartado se desarrollardn aspectos importantes relativos a algunos
modelos, los cuales pueden hacerse extensivos a la totalidad de ellos, con-
servando, claro estd, las particularidades asociadas a cada uno de ellos y
que constituyen la base fundamental de la aplicabilidad de los modelos de
dependencia espacial.

2.6 Taxonomia de Florax y Folmer

Florax y Folmer (1992) clasificaron las diferentes variantes de los modelos en
8 modelos bésicos, los cuales parten del llamado Modelo General de Regresién
Espacial.

2.6.1 Modelo General de Regresion Espacial

También es llamado Modelo Mixto Regresivo de Regresion Espacial, con
Perturbaciones Aleatorias Autorregresivas y Heterosceddsticas.

Y =pWY + X0, + WoRB, + U
U= \NW3U +¢
g~ N(O,Q), Q” = hz (ZOé) = O'2+Zi10é1 + ... ‘f‘ZipO[p con hz >0

Donde:

Y: Vector de (INx1) observaciones de la variable endégena.
Wi: Matriz de NxN de pesos espaciales de la variable endégena.
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p: Coeficiente autorregresivo espacial (escalar), que recoge la intensidad
de las interdependencias entre las observaciones muestrales.

X: Matriz de (K1xN). K, variables ex6genas y N observaciones.

R: Matriz de (KxN). K, variables exogenas espacialmente retardadas,
que pueden o no coincidir con las variables incluidas en X.

Ws: Matriz de NxN de pesos espaciales correspondiente a las variables
exégenas espacialmente retardadas.

B, By: Vectores (K1x1 y Kyx1) de pardmetros de las variables exogenas.

U: Vector (Nx1) de perturbaciones aleatorias autorregresivas (de primer
orden) y heterosceddsticas, siendo los elementos de la diagonal principal de
la matriz de covarianzas (§2) funcion P + 1 de variables exogenas de Z.

a: Vector (Px1) asociado a los terminos no constantes de la matriz Z.

W3: Matriz de pesos espaciales de la perturbacién aleatoria U.

A: Pardmetro autorregresivo (escalar) asociado al retardo espacial W3U.

e: Vector de perturbaciones aleatorias, ruido blanco.

Luego, el vector de pardmetro es:

@ = [p551762707A7a]
2.6.2 Modelo basico de regresién lineal

U~ N (0,0%I)

Algunos autores consejan anular el efecto de dependencia espacial a traves
de métodos de filtrado espacial, de forma que un modelo con problemas de
dependencia espacial pueda ser transformado en el modelo basico de regre-
sion lineal. Getis (1995,2002) propone una transformacién de las variables
con problemas de dependencia espacial apartir del estadistico G; (d) visto
al principio de esta seccién, de forma que se obtenga, por ejemplo, para la
variable endogena (Y") espacialmente autocorrelacionada, otra variable (Y*)
sin tendencia espacial, del modo siguiente:
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N
E Wij(d)Y;
__ J=1
N
>
j=1

para j # i

Donde W; = Z Wi; (d), por lo que el coeficiente Nmf'l es la media o es-

peranza mateméticjza del estadistico (G;. La diferencia Y; —Y,* serfa una nueva
variable que contiene los efectos espaciales presentes en Y;. Esta transfor-
macién, aplicada a las variables afectadas darfa lugar a nuevas variables
(Y*, X}) sin problemas de autocorrelacion espacial que podrian formar parte
del modelo bésico de regresién lineal.

2.6.3 Modelo mixto autorregresivo de regresién espa-
cial o modelo del retardo espacial

Y =pWY +X3,+U
U~ N (0,0%])

Esta especificacion es adecuada en casos en los que el valor que adopta una
variable en un punto o regién depende no solo de condiciones internas (valores
de otras variables explicativas en el mismo punto regién), sino también del
valor de esa misma variable en otras regiones vecinas, incumpliéndose asf el
principio de independencia entre las observaciones muestrales.

2.6.4 Modelo mixto regresivo cruzado de regresién es-
pacial

Y:X51+W2R/32+U
U~ N (0,0%I)

En este modelo, el efecto de dependencia espacial es también sustantivo,
dado que se encuentra presente, en forma de retardo espacial, en una o varias
variables exégenas del modelo (no en la dependiente, como en el modelo del
retardo espacial).
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2.6.5 Modelo mixto autorregresivo regresivo cruzado
de regresién espacial

Y = pWiY + X3, + WaRB, + U
U~ N (0,0%])

Esta especificacién es producto de la combinaciéon del modelo del retardo
espacial y del modelo mixto regresivo cruzado de regresién espacial.

Un caso particular de esta especificacién es el llamado “Modelo Durbin
Espacial”, en el que se plantea la siguiente restriccion:

Hy: By = pBy

2.6.6 Modelo de regresion con dependencia espacial en
la perturbacion aleatoria o modelo del error es-
pacial

Y = X8, +U
U= W3U +¢
e~ N (0,0%])

El fenémeno de autocorrelaciéon espacial estd tnicamente presente en la
perturbacion aleatoria, normalmente en forma autorregresiva de orden 1,

SAR(1).

La consideracién explicita de un esquema de dependencia espacial en el
término de la perturbacién aleatoria, resulta adecuada cuando se omiten en
un modelo variables que se hallen correlacionadas espacialmente, o también
cuando se producen errores de medida.

De esta expresién podrian derivarse otras, por ejemplo un SAR(2):

U = MWAU + \W2U + ¢
e~ N (0,0%])

Donde W3 y W2 son las matrices de interaccién espacial, correspondientes
a la perturbacion aleatoria de orden 1 y 2 respectivamente.
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Podrian ademads derivarse procesos de medias moviles en la perturbacion
aleatoria, SMA(q). Por ejemplo:

SMA(1):
Y = X8, + U

U=0Wse+c¢
e~ N (0,0%1)

2.6.7 Modelo mixto autorregresivo de regresion espa-
cial con perturbacion aleatoria espacialmente au-

torregresiva
Y = pWiY + XB+U (2.1)
U= WU +¢ (2.2)
e~ N(0,9)

Los elementos de la diagonal de la matriz de covarianzas >y = {2 son:

Qii = hi (20) = 0 + 2y + ... + 25, con hy >0 (2.3)

Este modelo surge de la combinacién de los modelos del retardo espacial
y del error espacial, siendo su desarrollo importante para ilustrar la forma
general para hallar los estimadores propios de estos modelo. El desarrollo de
los estimadores es el siguiente:

De (2.1)
(I—pW)Y =X3+U (2.4)

=AY = X3+ U

donde A = (I — pW7)
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De (2.2)
(I — )\WQ) U=¢

= BU =¢ (2.5)

donde B = (I — A\W3).
reemplazando (2.5) en (2.4) se obtiene:

(I—pW)Y = X3+ B e

= (I—pW)Y = XB+ (I —\W,) e

= (I =XWo) (I — pW)Y — (I = AWo) XS =¢
= BAY —BXfB=¢

Por (1.1) se sabe que f (Y (e) |&£|. Se sabe ademds que 25 = BA,
pues e = BAY = BX}(.

Como & ~ N (0,021), entonces la funcién de densidad de probabilidad de
£ es:

- Qe
1) = e 1

Luego,
F) = m|1/2(127r)N/‘26_(1/2)8'9716 |BA|

Para hallar los estimadores de los pardmetros por el método de Max-
ima Verosimilitud es conveniente transformar esta funcién de densidad de
probabilidad en otra forma més funcional.
= areye 207 | BA
) = Q712 (2m) V2 e~ (/2527 e By

) = |Q7Y% (27) TN/ e~ (1/2BAY X2 [B(AY -X )] |B| | A]
= F(Y) = |Q7Y2 (21) V2 e~ (/DBAY-XBI'Q 122 BAY -XB)] | B| | A
) = |m—1/2 (QW)—N/2 e_(1/2)[Q’ 1/2B(AY — Xﬁ)] ~1/2B(AY —XB) 1B |A]
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= F(V) =017 (2m) NP IR BAY XD BBV g g
Sea V = Q"Y2B (AY — XJ3), entonces:

FY) =102 (2m) M2 e W2VY | Bl |A]

La funcién de log-verosimilitud es entonces:

N 1 1 N
L=In[f(Y)]= —Eln 7| — §In|Q| +In|B|In|A| - §V/V_ 5111\2[ (2.6)

y el problema de optimizacién asociado es:

max (L)
ﬁ’ﬁlypv)HQP

y las condiciones de primer orden para la optimizacién son:

%=0
g—g,:o
g—ﬁ:o
9L =0
%:o

siendo o, el término que representa cada uno de los coeficientes de la
ecuacién (2.3) asociada a la diagonal de la matriz de covarianzas 2.

Acevedo y Gémez (2008) muestran el desarrollo algebraico que permite
llegar a:

oL __ —
5 = V'Q 12BX
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oL __ —
5% =0 12XV

S =—Tr(AH) W, +V'Q " BWY

8 = —Tr (B Wa 4+ V'Q 2 W, (AY — X[3)

DL — —iTr(Q ) H,+ 3V'O32H,B (AY — XJ3)

Ooyp 2
09 _
donde oy = H,

Resolviendo el anterior sistema de ecuaciones para cada caso particular
se obtienen los estimadores del caso.

2.6.8 Modelo Mixto Autorregresivo de Regresion Es-
pacial, con perturbaciones que incorporan un es-
quema de dependencia de media mévil

Y = p WY +p,W2Y 4+ 4 p,WEY + X 3, +e+0,W3Y +0, WY +...4+-0,W5Y
e~ N (0,0%])

Esta especificacion se denomina SARM A(p,q). Algunos autores lo de-
nominan SARM AX debido a la presencia de variables exdgenas.

Las matrices de interacciones espaciales Wij llevan expresado como su-
perindice el orden de contigiiidad. FEn estos casos debe ponerse especial
cuidado en evitar el problema de circularidad y redundancia propio de las
matrices de ordenes superiores a uno (1).

El paso de una especificacion a otra puede resumirse mediante el siguiente
diagrama:
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Y = pllT +XB,+WR S, +U
5-0 U= U +& p=0
-
£~ N(0.5%7) \
Y= XB - WRE, +U
U= U +¢
£~ N(0,0°T)

Y =pllT + X5 +U ‘)L =0
U=A0U+¢

£~ N(0.57)

T = pliT + X3 +TR B, +U
U -N(0,0%7) _
' A=0 B,=0
J =0

Y = XB+WRpB,+U

A=0

=0

U ~N(0.0%) Y =XB+U
U= +¢
£~ N(0,0°1)

Y= plY + Xp,+U Y=XA+U 2=0
U~ N(o, U U~ N(o.o%)
k’ r=U
p=0 =0 U-N0.6Y)

2.7 Taxonomia de Anselin

2.7.1 Modelo autorregresivo de regresion espacial de
orden 1. SAR(1)

Y =pWY +¢
e~ N(0,0%)

Es la especificacién de dependencia espacial més sencilla y hace referencia
a una situacién en la cual los valores que adopta una variable estdn deter-
minados por la localizaciéon geografica de las mismas. Esta especificacién es
importante en la medida que servird para desarrollar el algoritmo de agre-
gacién espacial presentado en el capitulo 3 y para hacer inferencia sobre la
tasa de defuncién en adultos no pensionados presentada en el capitulo 4.
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Esta especificacién, por su aparente simplicidad, se utilizara para demostrar
uno de los problemas que conlleva utilizar el método de Minimos Cuadrados
Ordinarios para hallar estimadores insesgados y consistentes de p.

Este modelo implica que:
e=(I—-pW)Y
Dado € ~ N (0,021), la funcién de log-verosimilitud es:

((p,0%) = =% In(2m0?) — 202V’ A'AY + In|A]

Demostracion Por especiﬁcacién del modelo se sabe que AY = ¢ y por
(1.1) que f (Y (¢) |22]. Utilizando la misma deduccién realizada para
encontrar la ecuacién (2 6) se obtiene que

FOY) = (02) V2 2m) N2 /20t |
= In[f (V)] ={(p,0°) = =5 In(210%) — 30°Y'AAY +In|A| =

2

Esta funcién de log-verosimilitud serd utilizada tinicamente para encon-
trar un estimador de o2, pues la estimacién de p se hard por el método de
Minimos Cuadrados Ordinarios.

Derivando £ (p, 0?) con respecto a o2 se obtiene:

o0 8(—% 1n(27rcr2)—%O'QY/A'AY+1H|A‘)
902 do2

=3 (&) + YAy

Igualando a cero 02 = N-'Y'A’AY

Proposicién 17 Un estimador de p es la solucion de la siguiente ecuacion:
0=Y'WY — pYWWY =Y'(I — pW" )WY = WY
donde e = (I — pW)Y
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Demostracién. Por la especificacién del modelo se sabe quee = (I — pW) Y
==Y (I—-pW)
entonces
e=Y"(I—pW") (I —-pW)Y =Y'(I — pW — pW' + p?W'W)Y
=ce=(Y — pY'W — pY'W' + p?Y'W'W)Y
= e =YY — pY'WY — pY'W'Y + p22Y'W'WY

Derivando parcialmente £’c con respecto a Y para hallar el minimo se
obtiene:

X = YWY = Y'W'Y +2pY'W'WY =0

= 2Y'WY + 20Y'W'WY =0

= Y'WY + pYWWY =0 (2.7)
| |

Proposicion 18 El estimador de p hallado por el Método de Minimos Cuadra-
dos Ordinarios serd insesgado si E (¢ WY') = 0.

Demostracién. Despejando p de (2.7) se obtiene:

Y'WY
Y'W'WY

)

~ WY +¢e) WY Y'W! p+e)WY Y'W'WY '"WY
=)= (p ) _( pte) _r - 4

Y'W'WY Y'W'WY T YWWY Y'W'WY

~_ eW(I—pW) e
= P=P+ —Vwwy

y tomando esperanzas a ambos lados;
~ W(I—pW)~1 E(eW(I—pW) te /
E(p):E(p+M>:p+ (W —pW) ):p+E(sWY)

Y WIWY YWWY YWWY
Por lo tanto, para que p sea insesgado, es necesario que E (€WWY) =0 =

Para analizar la consistencia del estimador se utilizara la siguiente proposi-
cion:
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Proposicién 19 E (¢WY) =Tr (W' (I — pW)fl) =0

Demostracién. Se sabe que E (¢WY) =0

Al tratarse de niimeros reales, es posible tomar la traza a ambos lados de
la ecuacién de la siguiente forma:

Tr[E(EEWY) =0
=FE[Tr(WY)]=0

por (1.2) puede afirmarse que
E[Tr(EWY)|=E[Tr(WY¢)]
Entonces, E [Tr (WY€) =0

= E[Tr(WYe)| =0

= E[Tr (W' (I—pW) 'ec')] =0
= Tr[E(W'(I—-pW) 'ec)] =0
= Tr [W' (I —pW) ' E(ee')] =0 (2.8)

Como E (g€’) = 0, por ser ¢ ruido blanco!, entonces

E(EWY)=Tr [W (I —-pW)']=0 (2.9)

Para garantizar entonces la consistencia del estimador se requiere que:
: WY
pLimyirmy =0

n—oo

esto porque

'E[(e—E()(e—E()] =0
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~ _ WY
pP=P+ viwwy

entonces

V(0) =V (o) +V (vpry)
=V @) =V (vawy)

Y'W'WY

Por definicién de consistencia LimV (p) = 0, entonces se tiene que:

n—oo

!
LimV (22 _) —
qant (Y’W’WY)

= pLim—YfI:VV[,/mY,Y =0
n—oo
El que pLim% = 0 (para que haya consistencia) también implica,
n—oo
por ecuacién (2.9), que:
) Tr|W/ (I—pW)~*
Lim (W (1—pw) "]

o0 Tr|(I—pW) ™" W'W (I—pW) ! =0

Esto porque,

CWY o BEWY) gl Tr[W'(I-pW) ' E(ee’)

pLimyiymy B WWY) , Ty =
n—00 n—o00 n%ooE[E (I=pW) " W'W(I-pW) 5]

Utilizando la misma deduccién de (2.8) se obtiene:

Tr[W'(1-pW) | E(ee’)

E/
= Lim
o0 Tr[(I—pW) " W'W (I-pW) ™| E(ee’)

. wy
pLim iy =

n—oo
. , . Tr|W/ (I—pWw)~1
= pLzmnyVYVX(/Y = Lim [ _E - ] —
00 oo Tr|(I=pW) = W/W (I—pW) ]

. . . . EIWY
Bajo el supuesto de consistencia, pLim vy

n—oo

= 0, entonces se debe

cumplir que:

Lim Tr[w’ (1—pW) "]

oo Tr|(I—pW) " W'W (I—pW) ™| =0
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Ord (1975) plantea que para remover la inconsistencia se debe encontrar
una matriz G tal que:

EEW'GY]=0

Y que se puede demostrar que G debe ser una funcién de p y que la
eleccién mas simple es G =1 — pW = A

El estimador p por minimos cuadrados ordinarios es una solucién de la
forma cuadrética en p, Y/ AW AY = 0, porque:

Y'WY — pY'W'WY =0
Y (W = pW'W)Y =0
Y'(I = pW\WY =0
Y'AWY =0

Incluyendo a G = I — pWW = A se obtiene
Y'AWAY =0

De esta forma puede hallarse un estimador consistente de p.

2.7.2 Modelo basico de regresién lineal

Y=X3+U
U~ N (0,0%])

Esta especificacion serd correcta para modelar una variable con depen-
dencia espacial, solo en el caso en el que este efecto esté explicado en su
totalidad por las variables exégenas del modelo. La significancia de las vari-
ables exégenas explicativas de la dependencia espacial implica la no presencia
de autocorrelacién espacial residual.
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2.7.3 Modelo de regresion con dependencia espacial en
la perturbacién aleatoria o modelo del error es-
pacial

1. Y=X34+U
U=AWU-+c¢;cone~ N (0,0

2. Y=X+U
U=0We+e;cone~ N(0,5%)

Esta es la especificacién méds utilizada cuando el modelo bésico de re-
gresién lineal resulta ineficaz para explicar el efecto espacial presente en la
variable enddgena, trasladando entonces este efecto hacia los términos de
€error.

Anteriormente se explicaron las razones por las cuales no es apropiado
estimar los pardmetros del modelo por Minimos Cuadrados Ordinarios. Uti-
lizaremos ahora el método de méaxima verosimilitud para hallar los esti-
madores necesarios.

2.7.4 Modelo mixto autorregresivo de regresién espa-
cial o modelo del retardo espacial

Y = WY + XB+U
U~ N (0,0%I)

El modelo del retardo espacial también puede ser conveniente para ex-
plicar la dependencia espacial de la variable endégena; basta con rezagar es-
pacialmente esta variable y agregarla como explicativa del modelo junto con
otras variables exdgenas que puedan explicar apropiadamente la variabilidad
de la enddgena.

Para hallar un estimador de p se puede utilizar el Método de Mdaxima
Veromilitud y posteriormente, si se quiere, reemplazarlo en la especificaciéon
y estimar 8 por Minimos Cuadrados Ordinarios. Esto es posible porque te-
niendo un estimador de p puede reemplazarse este 1iltimo en la especificaciéon
y convertir asi el modelo espacial en un modelo lineal general.
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Para demostrarlo se hace Z = (I — pW)Y con lo que el modelo se con-
vierte en el lineal general:

Z=Xp+U
U ~ N (0,0%])

Estimando p por el Método de Méxima Verosimilitud y reemplazando en
Z se obtiene Z

Se sabe que el estimador de § tanto por Minimos Cuadrados Ordinarios
como por Mdaxima Verosimilitud para el modelo lineal general es:

B=(X'X)"X'Z
B=(X'X)'X'(I-W)Y

Con esto demostramos que el estimador [ es insesgado.



Capitulo 3

Autocorrelaciéon Espacial
Espuria

Uno de los aspectos relevantes en la econometria de series de tiempo est4 rela-
cionado con las regresiones espurias, fenémeno que se puede originar cuando
se consideran regresiones entre series de tiempo no estacionarias, proced-
imiento cuyo fundamento formal ha sido desarrollado y divulgado amplia-
mente.

La autocorrelacion espacial espuria puede ser definida como el fenémeno
en el cual existe una aparente dependencia espacial entre las regiones, pero
que en realidad es producida por la consideracién de lo que en la practica es
una sola regién como dos o més regiones independientes. Este fenémeno no
ha recibido un tratamiento especial por parte de la comunidad cientifica.

El fenémeno de autocorrelacién espacial espuria es factible que se presente
en aquellos espacios en los cuales se tenga una alta densidad de regiones y
las cuales, en la practica, no representan cada una a una regién claramente
diferenciada de las demds; sino que por el contrario la unién de algunas de
ellas conforman en realidad una sola regién.

Para ilustrar el problema bajo consideracién, se construydé un espacio
dividido en dos regiones con procesos generadores de datos muy diferentes:
Yiiconi=1,2,3,7,8,9,13,14, 15y Y con i = 4,5,6,10,11,12,16, 17, 18.

47
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4 3 6
10 11 12
16 17 18

El hecho de tener 9 regiones representando las mismas caracteristicas
hace que los test, desde los més complejos hasta el mas sencillo, indiquen la
presencia de dependencia espacial aunque, en la préctica, la autocorrelacién
espacial sea espuria al no depender el comportamiento de una regién de sus
vecinas, sino al ser ella y sus vecinas en realidad una sola regién con un
mismo proceso generador de datos.

Para detectar y corregir la presencia de autocorrelaciéon espacial espuria
se desarrollé un algoritmo que permite hallar la mejor forma de realizar un
numero de agregaciones dado, con el fin de atacar la hipdtesis alternativa de
presencia de este fenémeno!.

El algoritmo que se propone parte de la especificacién del modelo SAR(1),
analizado en la seccion 2.7.1.

Y =pWY +¢
Cuya prueba de hipétesis para el pardmetro de p es:

Hy:p=0
H,:p#0

Utilizando el Test de Multiplicadores de Lagrange se obtiene el siguiente
estadistico para realizar la prueba:

[Y’W’é]
52

LM — LAG = L ~ 2 (1)

Al ser el pardmetro p la pendiente de la recta, puede inferirse que p ~ 0
indicard la ausencia de dependencia espacial. Este principio se utilizard como

!Para efectos de este trabajo de grado se considera el término “agregacién” como la
suma de dos o méds valores de la variable aleatoria objeto de estudio.
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la medida de efectividad de la agregacién, pues el objetivo de descartar la de-
pendencia espacial se traduce en reducir tanto como sea posible la pendiente
de la recta.

W_FH90

-10.0 -5.0 0.0 5.0 10.0
FHO0

La agregacion espacial debe contar con dos reglas bésicas:

1. Las regiones a agregar deben ser contigiias: Esta restriccién se impone
pues no tiene sentido plantear que las regiones a agregar pertenecen en
la practica a una sola regién, mientras estas estén separadas por dos o
mds fronteras.

2. Deben tener la misma medida de posiciéon: Las regiones a agregar
deben pertenecer al mismo cuartil, decil u otra medida de posicion.
Esta restriccién permite que se conserve al méximo la informacién de
la poblacién y por consiguiente la verdadera dependencia espacial que
pueda llegar a existir, pues impide la agregacion de regiones con carac-
terfsticas muy diferentes.

3.1 Desarrollo tedérico del algoritmo

Como se analiz6 anteriormente, detectar y eliminar la posible autocorrelacién
espacial espuria implica agregar una cantidad dada de regiones, con las re-
stricciones asociadas, tal que la pendiente de la recta definida por Y = pWY
sea lo més cercana a cero posible pero rotando la recta de regresién en sentido
dextrégiro, esto para lograr que algoritmo ataque con més fuerza la hipétesis
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alternativa de p # 0 al requerir menos esfuerzo para llevar la pendiente de la
recta a un valor cercano a cero.

W_FH90

-10.0 -5.0 0.0 5.0 10.0
FH90

W_FH90

-10.0 -5.0 0.0 5.0 10.0
FH90

En la segunda seccién de este trabajo de grado se detall6 el efecto que
produce en la variable endégena el operador de retardo espacial. Este efecto
es importante porque permite inferir las caracteristicas que deberdn tener
las dos regiones a agregar en cuanto a la “calidad” de la agregacién espacial
que producirfan sus vecinos, haciendo claro que un movimiento dextrégiro
en la pendiente de la recta se dard con una mayor probabilidad de ocur-
rencia cuando los vecinos agregados espacialmente sean tan diferentes que
produzcan un valor de la variable retardada cercana a cero.

El nuevo punto en el scatter plot producido por la agregacién espacial
serd entonces (y; + Yo, w'y’), con:

W'y = w1y + Wala — Y1 — Yo
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donde w;y; es el retardo espacial de la region y;. El punto w'y’ se define
de esta forma pues luego de realizar la agregacién espacial de las regiones
vecinas (wyy; + way2) debe restarse las propias regiones y; y y2 pues son
vecinas entre si.

Las regiones que al momento de agregarse espacialmente producirdn pun-
tos mas cercanos al eje de las abscisas serdan aquellas que teniendo la misma
medida de posicién estén rodeadas de regiones tan diferentes entre si, que
produzcan un valor cercano a cero en la suma de sus retardos espaciales, es
decir que w1y + ways — 07

Partiendo de lo anterior es légico suponer qué las regiones a agregar se
ubicardn en las fronteras de las pseudoregiones que agrupan regiones con-
tiguas con la misma medida de posicién, pero que cuentan con un grupo de
regiones lo mas diferentes a ellas posible al otro lado de la frontera.
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2Fl término w'y’ podria tender a cero con una mayor intensidad escogiendo regiones
pertenecientes a diferentes medidas de posicién cuyos valores individuales sean los sufi-
cientemente diferentes como para producir un valor cercano a cero; sin embargo, escoger
este tipo de regiones violarfa la segunda regla bdsica de agregacién, eliminando no solo la
dependencia espacial espuria, sino también la real.
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& & g g g 7 7 7 7
& & g g g 7 7 7 7
& & g g g 7 7 7 7
o o E] 4 1 1 1] o 1off w
4 o 4 4 1 1 1 1ol 1of 1o
4 4 4 4 1 1 i a0 1off w
3 3 3] = = = 2 2 2 2
3 3 3] 5 5 5 2 2 2 2
3 3 3 5 5 5 2 2 2 2
3 3 3 = = = 2 2 2 2

Para ilustrar el proceso de construccién se consideran 100 regiones y se
dividieron en deciles. Las regiones que se analizardn en este ejemplo seran
entonces las que se encuentran a lado y lado de la frontera que separa los
deciles 1 y 10 puesto que no existen regiones contiguas con una mayor difer-
encia en sus medidas de posicién, lo que indica que el retardo espacial de las
regiones agregadas seria lo mds cercano a cero que se podria encontrar en
este espacio con subdivisiones del mismo por deciles.

El primer paso del algoritmo serd entonces hallar las regiones a analizar, es
decir determinar cudles regiones se encuentran a lado y lado de una frontera
que divida dos grupos de regiones los més diferentes entre si que sea posible.

Para determinar cuédles regiones pertenecen a las grandes regiones a analizar
se toma la matriz de contigiiidades (W) y se reemplazan los unos (1) por la
expresién (3.1); esta conversién dard lugar a una matriz de diferencias W¢.
En adelante, por facilidad en la exposicién del algoritmo, se asumird como
medida de posicién el decil y se denotard como d ().

wl = |d(j) — d(@)] std(j)#d() (3.1)
¢ en otro caso; con £ € R™

& deberd ser cualquier nimero real negativo, pues de lo contrario po-

dria confundirse en la siguiente fase del algoritmo con los generados por
|d (j) — d (i)| cuando d (j) # d (i) .
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Esta expresion wglj garantizard la identificacién de los vecinos con la méx-
ima diferencia entre sus deciles sin perder la funcionalidad como matriz de
contigiiidades, pues las entradas iguales a cero (0) continuardn representando
regiones sin frontera comun.

La méxima diferencia entre deciles sera entonces:

M? = max (wfj)

Y las grandes regiones a analizar serdn las correspondientes a las filas (o
columnas, por simetria de esta matriz) que tengan por lo menos una entrada
igual a M? y sus respectivos vecinos.

Por ejemplo, una matriz

W =

S N O NN O ot O O ©
S O OO k= O O O o o =

o O O 9 w o O =k © o
m o © R O ©o o o ot o
o w o o o o o o o o
o O O O o ©o o o N oW
O Mm O O O O = A~ O =3
o O o O o o v o o o
O O O MmO W o o N o
o O O O O ©O m o o o

Dard como resultado una diferencia méxima entre deciles de
M?=9

Por lo que las grandes regiones a analizar serdn las representadas por
las filas que contengan por lo menos una entrada igual a 9; es decir, las
regiones {1, 2, 4,8} serdn consideradas como regiones con diferencia maxima
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y {1,2,3,4,6,7,8,9} como vecinas de estas regiones de acuerdo a la forma
de construccién de la matriz de contigiiidades.

El anadlisis se centrard entonces en determinar el valor del retardo espacial
de las nuevas regiones, las cuales serdn todas las combinaciones de pares de
regiones que se puedan producir entre las regiones a analizar.

Como se dijo anteriormente, este retardo espacial estard determinado por
la siguiente expresién:

W'y = wiyr + waye — Y1 — Y2
donde w;y; es el retardo espacial de la regién y;.

Los valores de los retardos espaciales y los correspondientes a las regiones
pueden ser obtenidos de los vectores WY y Y respectivamente, por lo que se
puede construir una matriz cuadrada compuesta por los retardos espaciales
de las nuevas regiones, conformadas a partir de la agregacién de dos regiones
originales: la correspondiente a la fila y la correspondiente a la columna.

Se puede entonces conformar una matriz de contigiiidades especial (1W°)
que incluird, solo para las regiones a analizar, el valor del retardo espacial
para cada par de regiones (fila — columna) bajo el supuesto de ser agregadas.

Cada uno de estos puntos se graficaron en un scatter plot que incluye
el nuevo punto, producto de la agregaciéon de dos regiones, y los puntos
correspondientes a las regiones no agregadas. Este nuevo punto es el que
produce una modificacién en la pendiente de la recta de regresién y para
escoger el mejor par de puntos a agregar se deben analizar cudl es el que
produce el mayor efecto sobre esta.

Un indicador que puede establecerse como regla de decisién es el valor
absoluto de la diferencia entre la componente vertical del punto agregado y
el valor de la variable endégena WY, obtenida reemplazando en la ecuacién
de la recta la variable exégena Y por el valor de la componente horizontal del
punto agregado. Sin embargo, esta medida no tiene en cuenta otra variable
a considerar y es la cercania o lejania del punto con respecto a al eje de
las ordenadas; tener en cuenta estos dos aspectos se traduce en impactar en
fuertemente la pendiente de la recta de regresién.
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v=|WY -WY|

En el siguiente grafico podemos notar cémo la mayor distancia del punto
A a la recta de regresién original no implica una mayor reduccién en la
pendiente de esta, pues el punto B contando con una menor distancia la
impacta con mayor fuerza al estar su componente horizontal més cerca del
origen.

W_FH90

10.0 5.0 0.0 5.0 10.0
FHO0

Esta deduccién nos lleva a otro indicador que serd adoptado como regla
de decision:

- |WY7W|

V="
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1 relaciona la distancia vertical del punto agregado y la recta de regresién
original con la componente horizontal del primero, para producir una medida
de distancia relativa que penalizard la lejanfa del nuevo punto con respecto al
eje de las ordenadas. Asi, entre mds lejano, més distancia vertical necesitard
el punto para establecerse como agregacién 6ptima.

3.2 Resultados del algoritmo

Para validar la efectividad del algoritmo se construyé un programa en MAT-
LAB que permite la agregaciéon de tantas regiones como se quiera y arroja
como resultado las pendientes de cada una de las agregaciones y su variacién
con respecto a la pendiente original.

Posteriormente se desarrollé otro programa en la misma herramienta que
permite realizar agregaciones aleatorias con una sola restriccion, la contigiii-
dad entre las regiones agregadas.

Los cédigos de ambos programas pueden ser consultados en los apéndices
de este trabajo de grado.

Para determinar la capacidad del algoritmo para encontrar las regiones
Optimas a agregar se construyé un mapa con 100 regiones con valores aleato-
rios provenientes de una distribucién uniforme. Las regiones fueron agru-
padas de acuerdo a su cercania y a cada grupo se le asigné un rango para la
generacién de los nidmeros aleatorios; esto permitié formar deciles como se
muestra a continuacién.

[l ]

Decil
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Para facilitar su tratamiento, las regiones fueron nombradas con cédigos
del 1 al 100.

El programa de MATLAB fue construido de tal forma que nombre la
regién producto de la agregacién espacial con el maximo cédigo mds uno
(1). De tal forma que para el mapa construido (de 100 regiones) la primera
region producto de la agregacion serd codificada como 101. A partir de ahf
las nuevas regiones serdn nombradas como 102, 103, etc.

El resultado del algoritmo encontré que la primera agregacién debe in-
volucrar las regiones 33 y 34. Esta agregaciéon cumple con las dos reglas
bésicas de la agregacién espacial: i) son regiones contiguas y ii) pertenecen
a la misma medida de posicién (primer decil).

Esta agregacion permite disminuir la pendiente de la recta de regresion
en 4,71% al pasar de 2,7164 a 2,5880.

El nuevo mapa quedara entonces de la siguiente manera:
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Y el scatter plot con los puntos originales y los puntos producidos por la
agregacion espacial es el siguiente:
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En este scatter plot pueden observarse dos efectos de la agregacién espa-
cial:

El primero de ellos es que la agregaciéon producird una componente hori-
zontal igual a la suma de las componentes horizontales de las regiones agre-
gadas

-15800

-15¢00

Q
o
WY =2,588Y
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El segundo efecto es que la agregacién no solo afecta a las dos regiones
que se fusionan sino también a las regiones vecinas de cada una, pues ahora
contardn con un nuevo vecino, més grande, que reemplazard a las dos regiones
agregadas, por lo que su retardo espacial se verd légicamente impactado.

Es en este segundo efecto donde radica la dificultad en la disminucién de
la pendiente de la recta de regresion; al incluir la restricciéon de no agregacion
de regiones con diferente medida de posicién, se hace muy probable la fusién
de regiones con valores de la variable endégena ambos positivos o ambos
negativos. Esta igualdad de signos producird un efecto 16gico en la compo-
nente vertical de cada uno de los puntos correspondientes a regiones vecinas:
valores negativos de las regiones agregadas producirdn disminuciones en los
retardos espaciales de sus vecinos y valores positivos producirdn el efecto
contrario. La presencia de este efecto hard contrapeso al movimiento de la
recta de regresion haciendo mads dificil la disminucién de la pendiente.

Producto del cambio en la componente vertical de los puntos correspon-
dientes a las regiones vecinas a las fusionadas, se produce una segunda con-
secuencia: agregar repetidas veces no implica una constante diminucién en
la pendiente con respecto a la pendiente original. A fin de detectar y cor-
regir la autocorrelacion espacial debe establecerse previamente el nimero de
agregaciones a realizar, siendo este el nimero de observaciones a perder, y
elegirse el nimero de agregaciones éptimo para minimizar la pendiente.

Los resultados obtenidos para 5 agregaciones se muestran en la siguiente
tabla:

Reg. 1 | Reg. 2 | Reg. creada | Pend. | Pend. orig. | Reduccién pend.
33 34 101 2,5880 2,7164 -0,0473
32 101 102 2,4847 2,7164 -0,0853
31 102 103 2,1483 2,7164 0,2091
47 57 104 2,1473 2,7164 -0,2095
o8 59 105 2,1272 2,7164 -0,2169

Los mapas generados por cada agregacién son los siguientes:
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Para contrastar la efectividad del algoritmo de agregacion, se realizé una
prueba empirica desarrollando 500 agregaciones aleatorias sucesivas con una
unica restriccion: solo se permite la agregaciéon de regiones vecinas. Poste-
riormente se realizé el andlisis de la reduccién de la pendiente de la recta
de regresion para verificar si el algoritmo desarrollado esta en capacidad de
encontrar mejores soluciones que un proceso aleatorio. Los resultados se
presentan en el siguiente gréfico:
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Namerc de agregaciones

Estos resultados son concluyentes en el sentido que permiten afirmar que
el algoritmo estd en capacidad de encontrar las regiones 6ptimas a agregar,
con las restricciones dadas, de tal suerte que la pendiente de la recta de
regresién se haga minima. Solo en el primer Box — Plot el algoritmo fue su-
perado por una agregacion aleatoria; el amplio niimero de ensayos realizados
(500) permite afirmar que, en este espacio, una agregacion aleatoria de dos
regiones tiene una probabilidad cercana a 0,002 de obtener una reduccién en
la pendiente mayor a la alcanzada por el algoritmo.

Otro resultado importante de este ejercicio es que existe un punto donde
agregaciones adicionales no permiten disminuir més la pendiente de la recta,
esto sumado a la creciente dispersién en los resultados producidos por las
agregaciones aleatorias ocasionan que con cada nueva agregacion la proba-
bilidad de obtener la misma pendiente por parte del procedimiento aleatorio
aumente. Este resultado, sin embargo, se lograrfa sacrificando informacion
al no tener la restricciéon de agregacién de regiones similares.
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Los resultados empiricos son concluyentes al demostrar que mediante el
algoritmo desarrollado se obtiene una reduccién de la pendiente que permite
atacar la hipdtesis alternativa de presencia de autocorrelacién espacial con
mayor eficiencia y menor pérdida de informaciéon que con un procedimiento
de agregacién aleatorio. Este desarrollo permitira al investigador corroborar
la presencia de autocorrelacién espacial, corregir la espuria o descartar de
plano algtin tipo de dependencia espacial en el espacio analizado.



Capitulo 4

Defuncion de no pensionados
en Colombia

El sistema pensional colombiano se caracteriza por tener dos regimenes iguales
en cuanto a la tasa de cotizaciéon en cada uno de ellos y los tipos de riesgo
cubiertos (vejez, invalidez y sobrevivencia), pero diferentes en las condiciones
para acceder a la prestacién al entrar a la tercera edad.

El régimen de prima media, administrado casi en su totalidad por el
Instituto de Seguros Sociales (ISS) es un sistema de reparto en el cual las
cotizaciones de todos sus afiliados van a una bolsa comin de donde sufragan
los gastos de funcionamiento y el pago de las mesadas pensionales a cientos
de miles de colombianos que ya adquirieron el derecho a recibir la prestacién,
sea la indemnizacion sustitutiva para aquellas personas que no cumplieron
con los requisitos de edad y semanas cotizadas para acceder a la pensién de
vejez, o la mesada pensional para aquellos que sf las cumplieron.

El régimen de ahorro individual, gestionado por las Administradoras de
Fondos de Pensiones y Cesantias (AFP) es un sistema en el cual cada afiliado
es titular de su propia cuenta y propietario de los recursos que mes a mes
son cotizados al sistema en cabeza suya. La prestaciéon por lo tanto, serd o
la devolucién de la totalidad del saldo de la cuenta para aquellas personas
que no acumularon el suficiente saldo como para acceder a su pensién de
vejez y no desean seguir cotizando, o la mesada pensional para aquellas cuyo
saldo les alcanzarfa para acceder a una pensién con un monto superior un
(1) salario minimo mensual legal vigente (SMMLV) de acuerdo al célculo
actuarial realizado al momento de solicitar la prestacion.

65



66CAPITULO 4 DEFUNCION DE NO PENSIONADOS EN COLOMBIA

Uno de los aspectos en los cuales no existe diferencia alguna entre los dos
regimenes pensionales es el de la pension de sobrevivencia. Con este término
se hace referencia a aquella prestacién que recibe el conyuge o companero
permanente de un pensionado o de un afiliado que habiendo fallecido cumplia
con el requisito que la ley 100 de 1993 define para acceder a tal derecho: haber
cotizado al Sistema General de Pensiones 50 semanas en los 1iltimos 3 anos.
Es este tipo de pension el que plantea un reto poco exporado en el pais, tanto
por parte del ISS como de las AFP; la estimacién de la tasa de defuncién de
personas adultas no pensionadas es importante por cuanto permitiria a las
administradoras de ambos regimenes, acercarse aun mas a una proyeccion de
gastos operativos y desembolsos de recursos que le permitan planear sus flujos
de efectivo de manera mas acertada. La estimacién de la tasa de defuncién
de personas pensionadas se encuentra bien documentada en las tablas de
mortalidad expedidas recientemente por la Superintendencia Financiera de
Colombia por lo que su estudio no presenta tanta relevancia.

4.1 Divisién politico-econémica de Colombia

Colombia es un pais caracterizado por tener cultural, politica y econémi-
camente muchas mds regiones que cualquier otro pais de América; es asi
como se distinguen regiones como la de la costa caribe, la andina, la cundi-
boyacence, la de la costa pacifico entre muchas otras. Esta diversidad de
regiones grandes y fuertes a permitido evitar riesgos como el de permitir dic-
taduras o de caidas estrepitosas en la produccién nacional, pero también ha
limitado la unién nacional para encarar retos comunes.

Politicamente, la Repiblica de Colombia estd dividida en 32 departa-
mentos y un Distrito Capital. Estos 32 departamentos a su vez se dividen
en 1101 municipios, algunos de ellos tan pequenos que en otros pafses serfan
catalogados como poblados.
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Departamentos de Colombia

’*i

Municipios de Colombia

En cuanto al analisis espacial, debe tenerse especial cuidado tal como lo
sugieren algunos autores, al trabajar con divisiones politicas de los territorios
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pues estas no siempre tienen en cuenta las diferentes caracteristicas que mar-
can diferencias entre poblaciones, sino que corresponden a procesos politicos
y administrativos.

Para el caso de Colombia y debido a factores culturales, climéticos, econémi-
cos, raciales, etc., las grandes divisiones que son los departamentos se han
ido dividiendo en subregiones bien definidas desde la Constitucién de 1991,
hasta llegar en la actualidad a 124. El objetivo de estas divisiones agrupar
municipios con caracteristicas similares permitiendo una mejor y més sencilla
administracién por parte de las gobernaciones departamentales. La similitud
de caracteristicas intrarregionales permite pensar que es la subdivisién mas
adecuada para estudiar una variable vinculada al espacio en Colombia.

4.2 Anadlisis de dependencia espacial

Para el andlisis de la tasa de defuncién de adultos no pensionados en las sub-
regiones colombianas se asumio que corresponde a la misma tasa de defuncién
de personas entre los 15 y los 64 anos, datos proveidos por el Departamento
Nacional de Estadistica (DANE) a través de sus estadisticas de defunciones
no fetales correspondientes al ano 2008.
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Se define entonces a Y; como la tasa de defuncién de adultos no pension-
ados en la regién i por cada 100.000 habitantes con estas mismas caracteris-
ticas. 1 =1,2,...,124.

Como es apenas légico pensar, la tasa de defunciones por cada 100.000
habitantes deberfa estar autocorrelacionada espacialmente, pues condiciones
econdmicas, climédticas, sociales, sanitarias y de violencia, entre muchas otras,
permiten inferir que el espacio fisico es relevante al intentar explicar su vari-
abilidad. Para comprobar esta hipétesis se generd, mediante el software
GeoDa, un scatter plot de esta tasa de defuncién contra la misma variable
rezagada, el cual se presenta a continuacion.

2.0

1.0

.0

W_TASADEDEFU

-1.0

-2.0

3.0 2.0 1.0 0.0 1.0 2.0 3.0
TASADEDEFU

A través de este software se puede también generar las bandas por fuera
de las cuales no se puede descartar la presencia de autocorrelacion espacial.
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Como se observa, la recta de regresién que relaciona la tasa de defuncién
por cada 100.000 habitantes con la misma variable rezagada espacialmente
estd por fuera de las bandas que indican ausencia de autocorrelacién espacial,
por lo que se infiere que la localizacién geogrifica de los datos es importante
para explicar su variabilidad.

Estos métodos grificos pueden ser validados a través de las pruebas de
autocorrelacion espacial analizadas en el capitulo 2. El software GeoDa per-
mite también realizar la prueba de hipdtesis de presencia de dependencia
espacial a través de la I de Moran, donde las hipétesis planteadas son:

HO:pZO
H,:p#0

Y el estadistico de prueba:
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Los resultados obtenidos fueron los siguientes:

permutation: 999
p-value :0.0010

1:0.4122 E[:-0.0081 Mean:-0.0088 Sd:0.0543

El valor p indica que se rechaza la hipdtesis nula de no dependencia
espacial, por lo que es de esperarse que la variable rezagada espacialmente
WY sea significativa para explicar la variabilidad de Y.

Sin embargo, antes de iniciarse el proceso de modelacién de la variable
debe descartarse la presencia de autocorrelacién espacial espuria, méxime si
se tiene en cuenta que estas subregiones fueron creadas tomando como base
los departamentos ya existentes y criterios posiblemente més politicos que
técnicos.

Para hacerlo se utilizé el algoritmo desarrollado en el capitulo anterior y
mediante el software MatLab se implement6 realizando las 12 mejores agre-
gaciones espaciales para tratar de descartar la hipétesis de presencia de au-
tocorrelacion espacial. Estas 12 agregaciones implican perder un méximo de
12 observaciones de la muestra, que corresponden a aproximadamente el 10%
de la misma. Se obtuvieron los siguientes resultados:
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Quantile: TASADEDEFU
[] 1strange (13}
[] 2nd range (14)
O 3rd range
[ 4thrange
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Subregiones colombianas
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Subregiones colombianas luego de 12 agregaciones espaciales
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Reg. 1 Reg. 2 Reg. Creada Pend. Pend. Orig. Variacién Pend.

31 104 125 4.8237 4.8022 0,4477%
79 107 126 4.8233 4.8022 0.4394%
51 95 127 4.8220 4.8022 0.4123%
73 35 128 4.8329 4.8022 0.6393%
20 57 129 4.8526 4.8022 1.0495%
88 76 130 4.8924 4.8022 1.8783%
30 105 131 4.9267 4.8022 2.5926%
129 119 132 4.9544 4.8022 3.1694%
78 92 133 4.9697 4.8022 3.4880%

7 120 134 4.8812 4.8022 1.6451%
67 7 135 4.9003 4.8022 2.0428%

9 133 136 4.9178 4.8022 2.4072%

La tabla anterior indica que la menor pendiente lograda es de 4.8220,
alcanzada luego de 3 agregaciones sucesivas; sin embargo, esta resulta ser
superior a la pendiente inicial, es decir sin agregaciones. En las siguientes
figuras se observan las pendientes original y producto de la agregacién y los
puntos originales (marcador en forma de circulo) y los puntos desplazados
producto de la agregacién espacial (marcador en forma de x).
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De la ubicacion de los nuevos puntos sobre el scatter plot se infiere que el
efecto en la disminucién en la pendiente provocado por la agregacion de las
dos mejores regiones para hacerlo, se ve contrarrestado e incluso superado
por el movimiento en los puntos correspondientes a las regiones vecinas.

La lejania de la pendiente de la recta con respecto a cero permite descar-
tar la hipétesis nula de no autocorrelacién espacial, permitiendo al mismo
tiempo afirmar que existe un fenémeno de dependencia espacial genuino. A
partir de esta conclusién puede entonces comenzarse con la modelacién de la
variable teniendo en cuenta el efecto espacial que ha sido validado a través
del algoritmo, para ello se utilizard la especificacion SAR (1) descrita en el
capitulo 2.

Los resultados de la modelacién espacial fueron los siguientes:

Variable Coefficient Std . Error t-Statistic Probability
CONSTANT 192.6316 35.94294 5.359373 0.0000004
WIASADEDEF 0.1019209 0.014826 6.874473 0.oo00000

Como se esperaba, la variable rezagada WTASADEDEF fue significa-
tiva para explicar la variabilidad de la tasa de defuncién de adultos no pen-
sionados en las subregiones colombianas.
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Los test de Multiplicadores de Lagrange para la dependencia espacial
sustantiva y para la residual permiten confirmar por un lado la presencia de
la primera y descartar por otro la presencia de la segunda.

Test de Multiplicadores de Lagrange para la dependencia espacial
sustantiva

Hy : Existe dependencia espacial sustantiva
H, : No existe dependencia espacial sustantiva
Multiplicador de Lagrange
Grados de libertad: 1
Valor: 16,181842
Valor p: 0,000057
Resultado: No se rechaza la hipétesis nula

Test de Multiplicadores de Lagrange para la dependencia espacial
residual

H, : Existe dependencia espacial residual
H, : No existe dependencia espacial residual
Multiplicador de Lagrange
Grados de libertad: 1
Valor: 1,091880
Valor p: 0,296055
Resultado: Se rechaza la hipétesis nula

Los resultados encontrados permiten concluir que la tasa de defunciones
en adultos no pensionados en Colombia depende del valor de la misma vari-
able en localizaciones vecinas. Este resultado fue detectado a través del
andlisis de la pendiente de la recta de regresién realizada entre WY y Y y a
través de la I de Moran; asi mismo, fue validada esta dependencia espacial
y descartada la autocorrelacién espacial espuria utilizando el algoritmo de
agregacion espacial presentado en el capitulo 3.

La estimacion del modelo SAR(1) permitié contrastar la significatividad
de la relacién entre la variable y la variable rezagada, permitiendo asf concluir
que es posible explicar la variabilidad en la tasa de defuncién de adultos no
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pensionados en las subregiones colombianas a través de esa misma variable
en localizaciones cercanas.

Los resultados obtenidos en este capitulo permitirdn ajustar las mediciones
de riesgo tanto de las Administradoras de Fondos de Pensiones y Cesantias
como de las aseguradoras con las cuales contratan sus seguros previsionales,
utilizados para cubrir el capital faltante en las cuentas individuales de sus
afiliados, ante eventuales derechos pensionales de estos por los riesgos de in-
validez o sobrevivencia. Asi mismo, permitird a las companias aseguradoras
mejorar sus estimaciones de riesgo para establecer con una mayor precisién
las reservas matemaéticas necesarias para su operacién en seguros de vida y
pensiones.



Conclusiones

Antes de los trabajos de Paelinck y Klaassen (1979) la inclusién de efectos
espaclales se realizaba a través de indices que se incluian en los modelos
lineales tradicionales; a partir de ese momento la econometria espacial ha
tenido un desarrollo lento con respecto a la econometria financiera o de series
de tiempo. aunque no por ello autores como Anselin, Florax, Folmer, Ord
entre otros v mas recientemente Coro Chasco v LeSage han dejado de lado
el analisis espacial y la ciencia regional. Sus valiosas contribuciones han
proporcionado una herramienta de modelacion de efectos espaciales confiable
v robusta a cada vez mads investigadores al rededor del mundo, permitiendo
explicar el comportamiento de variables vinculadas al espacio con mayor
precision.

A lo largo de esta tesis se han visto los fundamentos conceptuales y
matemadticos que conlleva una correcta modelacién espacial. El analisis de
conceptos relevantes como dependencia y heterogeneidad espacial y la exposi-
cién de los problemas al intentar modelar estos efectos espaciales a través de
modelos lineales generales, permiten al lector comprender la importancia de
los desarrollos aqui explicados y adentrarse posteriormente con mayor facili-
dad en las taxonomias planteadas por Vaya, Florax y Folmer, v Anselin, las
cuales permiten tener una visién completa de las familias de modelos espa-
clales. Simultdneamente, el andlisis de cada uno de ellos permitié exponer
el método general de estimacién por Maxima Verosimilitud y plantear las
restricciones a tener en cuenta al hallar estimadores por Minimos Cuadrados
Ordinarios.

FEn el capitulo 3 se hizo una descripcién completa de uno de los proble-
mas menos estudiados en la econometria espacial: la autocorrelacién espacial
espuria. Intentar modelar un efecto espacial inexistente puede llevar al inves-
tigador facilmente a conclusiones erradas y a tomar decisiones incorrectas.
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En este capitulo se realizé el planteamiento del problema y se construyd un
algoritmo que permite su deteccién y correccién a través de sucesivas agre-
gaciones espaciales que permiten atacar con fuerza al hipétesis de autocor-
relacién espacial real; asi mismo se contrasté contra agregaciones aleatorias
encontrando una marcada eficiencia del algoritmo con respecto a este tltimo
método. El desarrollo de este algoritmo permitira en un futuro el d

de un test de autocorrelacién espacial espuria que podra ser utilizad
investigadores antes de comenzar un proceso de modelacién espacial.

Asi mismo, se incluyé en esta tesis un andlisis de dependencia espacial
de la tasa de defuncién de adultos no pensionados en las subregiones colom-
bianas. Este andlisis fue realizardo mediante un método grafico, un test de
autocorrelacién espacial y el algoritmo construido en el capitulo 3 y permi-
t16 establecer que el fenémeno de dependencia espacial en esta variable es
genuino y significativo; para comprobarlo, se realizaron 12 agregaciones es-
paciales (permitiendo asi la pérdida de hasta el 10% de la muestra) luego de
las cuales la pendiente de la recta de regresién entre la variable y la misma
rariable rezagada espacialmente no solo no disminuyé. sino que aumenté con
respecto a su valor inicial; ademds se estimé un modelo SAR(1) que permitié
establecer que el valor de la variable en regiones vecinas es significativo al
momento de explicar la variabilidad en la tasa de defuncién de adultos no
pensionados. Este resultado permite concluir que esta tasa de fallecimien-
tos depende de la localizacién geografica de la observacién, por lo que los
modelos econométricos utilizados para reemplazar las tablas de mortalidad
colombiana, de uso frecuente para poblacién pensionada, deben incluir este
efecto espacial; omitirlo podria significar sobrecostos a las Administradoras
de Fondos de Pensiones y Cesantias a la hora de contratar sus seguros pre-
visionales y pérdidas a las aseguradoras por falta de competitividad y de
métodos adecuados para estimar sus reservas matematicas.



Apéndice

Algoritmo de Agregacion
Espacial - MatLab

function AutocorrelacionEspacialEspuria(Y)
cle
% INICIO DE PARAMETRIZACION
% Se requiere:
% Y: Vector de valores de la variable dependiente
% R: Vector con la numeracién de cada regién (va de 1 a R)
% W: Matriz de contigiiidades
% NumeroDeAgregaciones: Nimero de agregaciones que se quieren hacer
% FIN DE PARAMETRIZACION
% INICIO DEL PROGRAMA PARA AGREGACION OPTIMA DE
% REGIONES
% Preparativos para iteraciones
% Copia de datos iniciales
YOriginal=Y;
WOriginal=W;
ROriginal=R;
DimensionY Original=size(YOriginal);
ResumenRegionesA Agregar=[|;
ResumenBeta=][];
ResumenDiferenciaPrimerBeta=[[;
Resumen=[];
%

for Iteracion=1:NumeroDeAgregaciones
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% Determina los deciles a los que pertenece cada region
D= ceil(10*tiedrank(Y)/length(Y));

%
% Crea una matriz con nimero de la region, valor de la regién y decil al
% que pertenece

RYD=[R Y DJj;

%
% Crea una matriz con la diferencia entre deciles de regiones contiguas
DimensionY=size(Y);

WDecil=zeros(DimensionY(1,1));

DimensionYFilas=DimensionY(1,1);

for A=1:DimensionYFilas

for B=1:DimensionYFilas

if W(A,B)==1

for C=1:DimensionYFilas

if RYD(C,1)==A

DecilFila=RYD(C,3);

end

end

for D=1:DimensionYFilas

if RYD(D,1)==B

DecilColumna=RYD(D,3);

end

end

if DecilFila-DecilColumna™=0
WDecil(A,B)=abs(DecilFila-DecilColumna);
WDecil(B,A)=abs(DecilFila-DecilColumna);

else

WDecil(A,B)=-99;

WDecil(B,A)=-99;

end

end

end

end

%
% Determina la méxima diferencia que existe entre todas las regiones
MaximaDiferencia=0;

for E=1:DimensionY
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for F=1:DimensionY

if WDecil(E,F)>= MaximaDiferencia
MaximaDiferencia=WDecil(E,F);

end

end

end

%
% Agrega las regiones a WDecil

WDecilConRegiones1=[R’; WDecil];

RegionesConCero=[0;R];
WDecilConRegiones=[RegionesConCero WDecilConRegiones1];
%
% Determina las regiones con diferencia igual al méximo con alguna otra
% region

RegionesMaximaDiferencial=(];

for G=2:DimensionY

for H=2:DimensionY

if WDecilConRegiones(G,H)==MaximaDiferencia
RegionesMaximaDiferencial =[RegionesMaximaDiferencial;
WDecilConRegiones(G,:)];

break

end

end

end

RegionesMaximaDiferencia=[RegionesConCero’;
RegionesMaximaDiferencial];

%
%Ajuste para hallar regiones a analizar (numero de la regién en la
%diagonal)
DimensionRegionesMaximaDiferencia=size(RegionesMaximaDiferencia);
for I=2:DimensionRegionesMaximaDiferencia
RegionesMaximaDiferencia(I,RegionesMaximaDiferencia(I,1)+1)=__
RegionesMaximaDiferencia(I,1);

end

%o
% Agrega las regiones a W

size(R’);
DimensionWTlteracionMayorAl=size (W);
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WRegiones1=[R’;W];

RegionesConCero=[0;R};
WConRegiones=[RegionesConCero WRegionesl];
%
% Halla las regiones a analizar

RegionesA Analizar=(];

SumaColumna=0;

for J=2:DimensionRegionesMaximaDiferencia(1,2)
SumaColumna=0;

for K=2:DimensionRegionesMaximaDiferencia(1,1)
SumaColumna=SumaColumna+RegionesMaximaDiferencia(K,J);
end

if SumaColumna™ =0

RegionesA Analizar=[RegionesA Analizar;
RegionesMaximaDiferencia(1,J)];

end

end

%RegionesA Analizar

%
% Elimina las filas de W que no sean las que se van a analizar
DimensionRegionesA Analizar=size(RegionesA Analizar);
WConRegionesA Analizar=[[;

for L=1:DimensionRegionesA Analizar

for M=2:DimensionY

if WConRegiones(M,1)==RegionesA Analizar(L,1)

WConRegionesA Analizar=[WConRegionesA Analizar;
WConRegiones(M,:)];

end

end

end

WConRegionesA Analizar=[RegionesConCero’;

WConRegionesA Analizar|;
DimensionWConRegionesA Analizar=size( WConRegionesA Analizar);
%
% Reemplaza cada entrada de WConRegionesA Analizar con el valor
% de la regién de la columna

for N=2:DimensionWConRegionesA Analizar(1,1)

for O=2:DimensionY+1
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if WConRegionesA Analizar(N,0)==

for P=1:DimensionY

if RYD(P,1)==WConRegionesA Analizar(1,0)
WConRegionesA Analizar(N,0)=RYD(P,2);
end

end

end

end

end

%
% Suma las filas de WConRegionesA Analizar
VecinosAgregados=[[;

SumakFila=0;

for Q=2:DimensionWConRegionesA Analizar(1,1)

for Ra=2:DimensionY +1
SumaFila=SumakFila+WConRegionesA Analizar(Q,Ra);
end

VecinosAgregados=[VecinosAgregados;SumaFila];
SumaFila=0;

end

%
% Agrega las regiones a VecinosAgregados
VecinosAgregados=[0; VecinosAgregados|;
VecinosAgregados=[WConRegionesA Analizar(:,1)
VecinosAgregados|;

VecinosAgregados(1,:)=[[;
DimensionVecinosAgregados=size(VecinosAgregados);
%
% Elimina las columnas de WConRegionesA Analizar que no pertenezcan
% a las regiones a analizar y crea WSoloConRegionesA Analizar
WSoloConRegionesA Analizar=[WConRegionesA Analizar(:,1)];

for S=1:DimensionVecinosAgregados(1,1)

for T=2:DimensionY+1

if VecinosAgregados(S,1)==WConRegionesA Analizar(1,T)
WSoloConRegionesA Analizar=[WSoloConRegionesA Analizar
WConRegionesA Analizar(:,T)];

end

end
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end
%
% Reemplaza en WSoloConRegionesA Analizar cualquier niimero

% diferente de 0 por la suma de las regiones vecinas de la region de la
% fila y la columna menos el valor de la region de la fila menos el valor
% de la columna

ValorFila=0;

ValorColumna=0;

ValorFilal=0;

ValorColumnal=0;

for U=2:DimensionRegionesA Analizar

for V=2:DimensionRegionesA Analizar

if WSoloConRegionesA Analizar(U,V)™=0

for Wa=1:DimensionVecinosAgregados(1,1)

if VecinosAgregados(Wa,1)==WSoloConRegionesA Analizar(U,1)
ValorFila=VecinosAgregados(Wa,2);

end

end

for X=1:DimensionVecinosAgregados(1,1)

if VecinosAgregados(X,1)==WSoloConRegionesA Analizar(1,V)
ValorColumna=VecinosAgregados(X,2);

end

end

for Ya=1:DimensionY

if RYD(Ya,1)==WSoloConRegionesA Analizar(U,1)
ValorFilal=RYD(Ya,2);

end

end

for Z=1:DimensionY

if RYD(Z,1)==WSoloConRegionesA Analizar(1,V)
ValorColumnal=RYD(Z,2);

end

end

WSoloConRegionesA Analizar(U,V)= ValorFila + ValorColumna -
ValorFilal - ValorColumnal;

ValorFila=0;

ValorColumna=0;

ValorFilal=0;
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ValorColumnal=0;
end

end

end

%
% Determina la pendiente de la recta inicial
Beta=(1/(Y*Y))*Y"*W*Y;

if Iteracion==1

BetaOriginal=Beta;

end

%
% Evalua la distancia relativa entre el nuevo punto y el valor en la recta.
% Esto se divide entre el valor del eje de las abscisas.

WConRegionesA Analizar=zeros(DimensionRegionesA Analizar(1,1)+1);
for AA=2:DimensionRegionesA Analizar

for AB=2:DimensionRegionesA Analizar

if WSoloConRegionesA Analizar(AA,AB)™=0

for AC=1:DimensionY

if RYD(AC,1)==WSoloConRegionesA Analizar(AA,1)
ValorRegionFila=RYD(AC,2);

end

end

for AD=1:DimensionY

if RYD(AD,1)==WSoloConRegionesA Analizar(1,AB)
ValorRegionColumna=RYD(AD,2);

end

end

WConRegionesA Analizar(AA,AB)=__

abs(WSoloConRegionesA Analizar(AA,AB)-Beta*(ValorRegionFila+
ValorRegionColumna)) /abs(ValorRegionFila+ValorRegionColumna);

end

end

end

WConRegionesA Analizar(:,1)=[];

WConRegionesA Analizar(1,:)=[];

WConRegionesA Analizar=[RegionesA Analizar’; WConRegionesA Analizar|;
RegionesConCero=[0;RegionesA Analizar|;

WConRegionesA Analizar=[RegionesConCero WConRegionesA Analizar];
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%
% Correccién de la matriz WConRegionesA Analizar para garantizar
% agregaciones en el mismo decil. Crea

% WConRegionesA AnalizarMismosDeciles y WFinal
WConRegionesA AnalizarMismosDeciles=__
zeros(DimensionRegionesA Analizar+1);

for AC=2:DimensionRegionesA Analizar+1

for AD=2:DimensionRegionesA Analizar+1

for AE=1:DimensionY

if RYD(AE,1)== WConRegionesA Analizar(AC,1)
DecilDeLaFila=RYD(AE,3);

end

end

for AF=1:DimensionY

if RYD(AF,1)== WConRegionesA Analizar(1,AD)
DecilDeLaColumna=RYD(AF,3);

end

end

if DecilDeLaFila==DecilDeLaColumna

WConRegionesA AnalizarMismosDeciles(AC,AD)=1;

end

end

end

PrimeraColumna=[0;RegionesA Analizar];

WConRegionesA AnalizarMismosDeciles(:,1)=PrimeraColumnay:,1)
WConRegionesA AnalizarMismosDeciles(1,:)=PrimeraColumnay(:,1)
WFinal=zeros(DimensionRegionesA Analizar+1);

for AG=2:DimensionRegionesA Analizar+1

for AH=2:DimensionRegionesA Analizar+1
WFinal(AG,AH)=WConRegionesA Analizar(AG,AH)* _
WConRegionesA AnalizarMismosDeciles(AG,AH);

end

end

WFinal(:,1)=PrimeraColumna(:,1);
WFinal(1,:)=PrimeraColumna(:,1)’;

%
% Determina las regiones a agregar. Crea RegionesAAgregar.
Maximo=0;

Y
’.
Y
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for AI=2:DimensionRegionesA Analizar+1

for AJ=2:DimensionRegionesA Analizar+1

if WFinal(AI,AJ)>Maximo
Maximo=WFinal(ALAJ);
RegionAAgregarl=WFinal(AI1);

RegionA Agregar2=WFinal(1,AJ);

end

end

end

RegionesA Agregar=[RegionA Agregarl RegionA Agregar2]
%
% Agregacién de datos

RY=[R Y]J;

RConCero=|0;R];

W=[R WJ;

W=[RConCero’;W];

for AL=1:DimensionY(1,1)

if RY(AL,1)==RegionA Agregar2
ValorRegion2=RY (AL,2);
FilaAEliminar=AL;

end

end

for AK=1:DimensionY(1,1)

if RY(AK,1)==RegionAAgregarl
ValorRegion1=RY (AK,2);
RY(AK,2)=ValorRegionl+ValorRegion2;
RY(AK,1)= DimensionYOriginal(1,1)+Iteracion;
end

end

RY (FilaAEliminar,:)=(];

R=RY(:,1);

Y=RY(:,2);

for AM=2:DimensionY (1,1)+1

if W(AM,1)==RegionA Agregar2
FilaWAAgregar2=W(AM,:);
FilaWAEliminar=AM;

end

end
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for AN=2:DimensionY(1,1)+1

if W(AN,1)==RegionAAgregarl
FilaWAAgregar1=W(AN,:);

W(AN,:)=FilaWA Agregarl+FilaWA Agregar2;
W(AN;,1)= DimensionYOriginal(1,1)+Iteracion;
end

end

W (FilaWAEliminar,:)=[];

for AO=2:DimensionY(1,1)+1

if W(1,AO)==RegionAAgregar2

ColumnaWA Agregar2=W(:,AO);
ColumnaWAEliminar=A0;

end

end

for AP=2:DimensionY(1,1)+1

if W(1,AP)==RegionAAgregarl

ColumnaWA Agregarl=W(:,AP);
W(:,AP)=ColumnaWA Agregar1+ColumnaWA Agregar2;
W(1,AP)= DimensionY Original(1,1)+Iteracion;
end

end

W(:,ColumnaWAEliminar)=[|;

for AQ=2:DimensionY(1,1)+1

W(AQAQ)=0;

end

W(1,:)=[];

Wi, 1)=]);

DimensionWCorregida = size(W);
FilaWACorregir=DimensionWCorregida(1,1);

W (FilaWACorregir,:)=[];
W(:,FilaWACorregir)=[];

%
% Resumen

ResumenRegionesA Agregar=__

[ResumenRegionesA Agregar;RegionesA Agregar];
ResumenBeta=[ResumenBeta;Betal;
ResumenDiferenciaPrimerBeta=|ResumenDiferenciaPrimerBeta;
(Beta - BetaOriginal) /BetaOriginall;
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Resumen=[ResumenRegionesA Agregar ResumenBeta
ResumenDiferenciaPrimerBetal;

%
end

Resumen=[ResumenRegionesA Agregar ResumenBeta
ResumenDiferenciaPrimerBeta]

Yoplot(Y,W*Y 0", Y ,BetaOriginal*Y,Y ,min(ResumenBeta)*Y)

subplot(2,2,1)

plot(YOriginal, WOriginal*Y Original,’0’, Y Original, BetaOriginal*

Y Original,YOriginal,min(ResumenBeta)*Y Original)

subplot(2,2,2)

plot(Y,W*Y,’x’ Y Original, BetaOriginal*Y Original, Y Original,
min(ResumenBeta)*YOriginal)

subplot(2,2,3)

plot(YOriginal, WOriginal*Y Original,’o’, Y, W*Y ’x’,

Y Original, BetaOriginal*Y Original, Y Original,min(ResumenBeta)*Y Original )
subplot(2,2,4)

plot(Resumen(:,3))

end

% FIN DEL PROGRAMA PARA AGREGACION OPTIMA DE

% REGIONES







Apéndice

Validacion del Algoritmo -
MatLab

function AutocorrelacionEspacialEspuria(Y)

cle
% INICIO DE PARAMETRIZACION

% Se requiere:

% Y: Vector de valores de la variable dependiente

% R: Vector con la numeracién de cada regién (va de 1 a R)

% W: Matriz de contigiiidades

% NumeroDeAgregaciones: Nimero de agregaciones que se quieren hacer
% FIN DE PARAMETRIZACION
% INICIO DEL PROGRAMA PARA AGREGACION OPTIMA DE
% REGIONES
% Preparativos para iteraciones

% Copia de datos iniciales
YOriginal=Y;

WOriginal=W;

ROriginal=R;

DimensionY Original=size(Y Original);
ResumenRegionesA Agregar=];
ResumenBeta=][|;
ResumenDiferenciaPrimerBeta=[[;
Resumen=(J;
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% -
for Iteracion=1:NumeroDeAgregaciones

% Determina los deciles a los que pertenece cada region
D= ceil(10*tiedrank(Y)/length(Y));

%
% Crea una matriz con nimero de la regién, valor de la regién y decil al
% que pertenece

RYD=[R Y DJ;

%
% Crea una matriz con la diferencia entre deciles de regiones contiguas
DimensionY=size(Y);

WDecil=zeros(DimensionY(1,1));

DimensionYFilas=DimensionY(1,1);

for A=1:DimensionYFilas

for B=1:DimensionYFilas

if W(A,B)==1

for C=1:DimensionYFilas

if RYD(C,1)==A

DecilFila=RYD(C,3);

end

end

for D=1:DimensionYFilas

if RYD(D,1)==B

DecilColumna=RYD(D,3);

end

end

if DecilFila-DecilColumna™ =0

WDecil(A,B)=abs(DecilFila-Decil Columna);
WDecil(B,A)=abs(DecilFila-Decil Columna);

else

WDecil(A,B)=-99;

WDecil(B,A)=-99;

end

end

end

end

% -

% Determina la maxima diferencia que existe entre todas las regiones
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MaximaDiferencia=0;

for E=1:DimensionY

for F=1:DimensionY

if WDecil(E,F)>= MaximaDiferencia
MaximaDiferencia=WDecil(E,F);
end

end

end

%o
% Agrega las regiones a WDecil

WDecilConRegiones1=[R’;WDecil];

RegionesConCero=[0;R];

WDecilConRegiones=[RegionesConCero WDecilConRegiones1];

% -

% Determina las regiones con diferencia igual al maximo con alguna otra

% regién

RegionesMaximaDiferencial=(];

for G=2:DimensionY

for H=2:DimensionY

if WDecilConRegiones(G,H)==MaximaDiferencia

RegionesMaximaDiferencial =[RegionesMaximaDiferencial;WDecilConRegiones(G,:)];
break

end

end

end

RegionesMaximaDiferencia=[RegionesConCero’;

RegionesMaximaDiferencial];

% -

%Ajuste para hallar regiones a analizar (numero de la regién en la

%diagonal)
DimensionRegionesMaximaDiferencia=size(RegionesMaximaDiferencia);

for I=2:DimensionRegionesMaximaDiferencia
RegionesMaximaDiferencia(I,RegionesMaximaDiferencia(I,1)+1)
=RegionesMaximaDiferencia(I,1);

end

% -

% Agrega las regiones a W

size(R’);
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la

DimensionWlteracionMayorAl=size (W);
WRegiones1=[R’;W];

RegionesConCero=[0;R};
WConRegiones=[RegionesConCero WRegiones1];
%
% Halla las regiones a analizar

RegionesA Analizar=(];

SumaColumna=0;

for J=2:DimensionRegionesMaximaDiferencia(1,2)
SumaColumna=0;

for K=2:DimensionRegionesMaximaDiferencia(1,1)
SumaColumna=SumaColumna+RegionesMaximaDiferencia(K,J);
end

if SumaColumna™=0

RegionesA Analizar=[RegionesA Analizar;
RegionesMaximaDiferencia(1,J)];

end

end

%RegionesA Analizar

% -

% Elimina las filas de W que no sean las que se van a analizar
DimensionRegionesA Analizar=size(RegionesA Analizar);
WConRegionesA Analizar=[[;

for L=1:DimensionRegionesA Analizar

for M=2:DimensionY

if WConRegiones(M,1)==RegionesA Analizar(L,1)
WConRegionesA Analizar=|WConRegionesA Analizar;
WConRegiones(M,:)];

end

end

end

WConRegionesA Analizar=[RegionesConCero’;

WConRegionesA Analizar];

DimensionWConRegionesA Analizar=size(WConRegionesA Analizar);
% -

% Reemplaza cada entrada de WConRegionesA Analizar con el valor de

% region de la columna
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for N=2:DimensionWConRegionesA Analizar(1,1)
for O=2:DimensionY+1

if WConRegionesA Analizar(N,0)==1

for P=1:DimensionY

if RYD(P,1)==WConRegionesA Analizar(1,0)
WConRegionesA Analizar(N,0)=RYD(P,2);

end

end

end

end

end

%
% Suma las filas de WConRegionesA Analizar
VecinosAgregados=[[;

SumakFila=0;

for Q=2:DimensionWConRegionesA Analizar(1,1)

for Ra=2:DimensionY +1
SumaFila=SumaFila+WConRegionesA Analizar(Q,Ra);
end

VecinosAgregados=[VecinosAgregados;SumaFila];
SumakFila=0;

end

%
% Agrega las regiones a VecinosAgregados

VecinosAgregados=[0; VecinosAgregados|;
VecinosAgregados=[WConRegionesA Analizar(:,1) VecinosAgregados|;
VecinosAgregados(1,:)=[[;
DimensionVecinosAgregados=size(VecinosAgregados);

% -

% Elimina las columnas de WConRegionesA Analizar que no pertenezcan
% a las regiones a analizar y crea WSoloConRegionesA Analizar
WSoloConRegionesA Analizar=[WConRegionesA Analizar(:,1)];

for S=1:DimensionVecinosAgregados(1,1)

for T=2:DimensionY+1

if VecinosAgregados(S,1)==WConRegionesA Analizar(1,T)
WSoloConRegionesA Analizar=[WSoloConRegionesA Analizar
WConRegionesA Analizar(:,T)];

end
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end
end
%
% Reemplaza en WSoloConRegionesA Analizar cualquier mimero

% diferente de 0 por la suma de las regiones vecinas de la region de la fila
% y la columna menos el valor de la region de la fila menos el valor de
% la columna

ValorFila=0;

ValorColumna=0;

ValorFilal=0;

ValorColumnal=0;

for U=2:DimensionRegionesA Analizar

for V=2:DimensionRegionesA Analizar

if WSoloConRegionesA Analizar(U,V)™=0

for Wa=1:DimensionVecinosAgregados(1,1)

if VecinosAgregados(Wa,1)==WSoloConRegionesA Analizar(U,1)
ValorFila=VecinosAgregados(Wa,2);

end

end

for X=1:DimensionVecinosAgregados(1,1)

if VecinosAgregados(X,1)==WSoloConRegionesA Analizar(1,V)
ValorColumna=VecinosAgregados(X,2);

end

end

for Ya=1:DimensionY

if RYD(Ya,1)==WSoloConRegionesA Analizar(U,1)
ValorFilal=RYD(Ya,2);

end

end

for Z=1:DimensionY

if RYD(Z,1)==WSoloConRegionesA Analizar(1,V)
ValorColumnal=RYD(Z,2);

end

end

WSoloConRegionesA Analizar(U,V)= ValorFila + ValorColumna -
ValorFilal - ValorColumnal;

ValorFila=0;

ValorColumna=0;
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ValorFilal=0;

ValorColumnal=0;

end

end

end

% .
% Determina la pendiente de la recta inicial
Beta=(1/(Y*Y))*Y"*W*Y;

if Iteracion==1

BetaOriginal=Beta;

end

%
% Evalua la distancia relativa entre el nuevo punto y el valor en la recta.
% Esto se divide entre el valor del eje de las abscisas.

WConRegionesA Analizar=zeros(DimensionRegionesA Analizar(1,1)+1);
for AA=2:DimensionRegionesA Analizar

for AB=2:DimensionRegionesA Analizar

if WSoloConRegionesA Analizar(AA;AB)™=0

for AC=1:DimensionY

if RYD(AC,1)==WSoloConRegionesA Analizar(AA,1)
ValorRegionFila=RYD(AC,2);

end

end

for AD=1:DimensionY

if RYD(AD,1)==WSoloConRegionesA Analizar(1,AB)
ValorRegionColumna=RYD(AD,2);

end

end

WConRegionesA Analizar(AA,AB)=_

abs(WSoloConRegionesA Analizar(AA,AB)-Beta*(ValorRegionFila+
ValorRegionColumna)) /abs(ValorRegionFila+ValorRegionColumna);
end

end

end

WConRegionesA Analizar(:,1)=[];

WConRegionesA Analizar(1,:)=([];

WConRegionesA Analizar=[RegionesA Analizar’;

WConRegionesA Analizar];




100 APENDICE VALIDACION DEL ALGORITMO - MATLAB

RegionesConCero=[0;RegionesA Analizar|;
WConRegionesA Analizar=[RegionesConCero
WConRegionesA Analizar|;

%
% Correccién de la matriz WConRegionesA Analizar para garantizar
% agregaciones en el mismo decil. Crea

% WConRegionesA AnalizarMismosDeciles y WFinal
WConRegionesA AnalizarMismosDeciles=
zeros(DimensionRegionesA Analizar+1);

for AC=2:DimensionRegionesA Analizar+1

for AD=2:DimensionRegionesA Analizar+1

for AE=1:DimensionY

if RYD(AE,1)== WConRegionesA Analizar(AC,1)
DecilDeLaFila=RYD(AE,3);

end

end

for AF=1:DimensionY

if RYD(AF,1)== WConRegionesA Analizar(1,AD)
DecilDeLaColumna=RYD(AF,3);

end

end

if DecilDeLaFila==DecilDeLaColumna

WConRegionesA AnalizarMismosDeciles(AC,AD)=1;

end

end

end

PrimeraColumna=[0;RegionesA Analizar];

WConRegionesA AnalizarMismosDeciles(:,1)=PrimeraColumna(:,1);
WConRegionesA AnalizarMismosDeciles(1,:)=PrimeraColumna(:,1)’;
WFinal=zeros(DimensionRegionesA Analizar+1);

for AG=2:DimensionRegionesA Analizar+1

for AH=2:DimensionRegionesA Analizar+1
WFinal(AG,AH)=WConRegionesA Analizar(AG,AH)*
WConRegionesA AnalizarMismosDeciles(AG,AH);

end

end

WFinal(:,1)=PrimeraColumnay:,1);
WFinal(1,:)=PrimeraColumna(:,1)’;
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% -
% Determina las regiones a agregar. Crea RegionesAAgregar.
Maximo=0;

for AI=2:DimensionRegionesA Analizar+1

for AJ=2:DimensionRegionesA Analizar+1

if WFinal(ALAJ)>Maximo

Maximo=WFinal(AI,AJ);

RegionA Agregarl=WFinal(AI1);
RegionAAgregar2=WFinal(1,AJ);

end

end

end

RegionesA Agregar=[RegionA Agregarl RegionA Agregar2]
% -
% Agregacién de datos

RY=[R Y];

RConCero=|0;R];

W=[R WJ;

W=[RConCero’; W];

for AL=1:DimensionY(1,1)

if RY(AL,1)==RegionA Agregar2

ValorRegion2=RY (AL,2);

FilaAEliminar=AL;

end

end

for AK=1:DimensionY(1,1)

if RY(AK,1)==RegionAAgregarl

ValorRegion1=RY (AK,2);
RY(AK,2)=ValorRegion1+ValorRegion2;

RY(AK,1)= DimensionYOriginal(1,1)-+Iteracion;

end

end

RY (FilaAEliminar,:)=[];

R=RY(:,1);

Y=RY(:,2);

for AM=2:DimensionY(1,1)+1

if W(AM,1)==RegionA Agregar2

FilaWA Agregar2=W(AM,:);
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FilaWAEliminar=AM;

end

end

for AN=2:DimensionY(1,1)+1

if W(AN,1)==RegionAAgregarl

FilaWA Agregar1=W(AN,:);

W(AN,:)=FilaWA Agregar1+FilaWA Agregar2;
W(AN,1)= DimensionYOriginal(1,1)-Iteracion;
end

end

W (FilaWAEliminar,:)=[];

for AO=2:DimensionY(1,1)+1

if W(1,AO)==RegionAAgregar2

ColumnaWA Agregar2=W(:,AO);
ColumnaWAEliminar=AO;

end

end

for AP=2:DimensionY(1,1)+1

if W(1,AP)==RegionAAgregarl

ColumnaWA Agregar1=W(:,AP);
W(:,AP)=ColumnaWA Agregarl+ColumnaWA Agregar2;
W(1,AP)= DimensionY Original(1,1)+Iteracion;
end

end

W(:,ColumnaWAEliminar)=[];

for AQ=2:DimensionY(1,1)+1

W(AQ,AQ)=0;

end

W( L: ) = H )

W, D)=[};

DimensionWCorregida = size(W);
FilaWACorregir=DimensionWCorregida(1,1);

W (FilaWACorregir,:)=[];
W(:,FilaWACorregir)=[];

% -
% Resumen

ResumenRegionesA Agregar=[ResumenRegionesA Agregar;
RegionesA Agregar];
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ResumenBeta=|ResumenBeta;Beta];
ResumenDiferenciaPrimerBeta=[ResumenDiferenciaPrimerBeta;(Beta -
BetaOriginal) /BetaOriginall;

Resumen=[ResumenRegionesA Agregar ResumenBeta
ResumenDiferenciaPrimerBetal;

% -

end

Resumen=[ResumenRegionesA Agregar ResumenBeta
ResumenDiferenciaPrimerBeta]

%oplot (Y, W*Y,’0’,Y,BetaOriginal*Y,Y,min(ResumenBeta)*Y')
subplot(2,2,1)

plot(YOriginal, WOriginal*Y Original,’o’, Y Original, BetaOriginal*
YOriginal,YOriginal,min(ResumenBeta)*Y Original)

subplot(2,2,2)

plot(Y,W*Y,’x’, Y Original, BetaOriginal*Y Original,

Y Original,min(ResumenBeta)*Y Original)

subplot(2,2,3)

plot(YOriginal, WOriginal*YOriginal,’o’, Y, W*Y ’x’,

Y Original,BetaOriginal*Y Original, Y Original,min(ResumenBeta)*
YOriginal)

subplot(2,2,4)

plot(Resumen(:,3))

% FIN DEL PROGRAMA PARA AGREGACION OPTIMA DE

% REGIONES
ResumenProcesosAleatorios=[[;

for LAMBDA=1:NumeroDeProcesosAleatorios

% INICIO DE EVALUACION DEL ALGORITMO

W=W0Original;

R=ROriginal;

Y=YOriginal;

WConRegiones=[R W];

RConCero=|0;R];

WConRegiones=[RConCero’; WConRegiones];

for ALFA=1:NumeroDeAgregaciones

DimensionW=size(W);

% Selecciona una regioén en forma aleatoria: RegionAAgregarl
RegionAleatorial=fix(rand*DimensionW(1,1))+1;
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if RegionAleatorial==
RegionAleatorial=fix(rand*DimensionW(1,1))+1;
end

for Gamma=2:DimensionW(1,1)+1

if WConRegiones(1,Gamma)==RegionAleatorial
RegionA Agregarl=WConRegiones(Gamma,1);
FilaAAgregar=Gamma;

end

end

%
% Selecciona una regién contigua a RegionAAgregarl en forma
% aleatoria: RegionAleatoriaAAgregar2

SumakF'ila=0;

for BETA=2:DimensionW(1,1)+1
SumaFila=SumakFila+WConRegiones(FilaA Agregar, BETA);
end

IndicativoVecinoA Agregar=fix(unifrnd(1,SumakFila));
SumaColumna=0;

for Delta=2:DimensionW(1,1)+1

if WConRegiones(FilaAAgregar,Delta)==1
SumaColumna=SumaColumna+1;

if SumaColumna==IndicativoVecinoA Agregar

RegionA Agregar2=WConRegiones(1,Delta);

end

end

end

%
% Muestra las dos regiones aleatorias a agregar:
RegionesAleatoriasA Agregar

RegionesAleatoriasA Agregar=[RegionA Agregar]l RegionAAgregar2|;
%
% Agregacién de datos
RY=[R Y];
RConCero=|[0;R];

W=[R WJ;
W=[RConCero’;W];
DimensionY=size(Y);

for AL=1:DimensionY(1,1)




if RY(AL,1)==RegionA Agregar2
ValorRegion2=RY (AL,2);
FilaAEliminar=AL;

end

end

for AK=1:DimensionY(1,1)

if RY(AK,1)==RegionAAgregarl
ValorRegion1=RY (AK,2);
RY(AK,2)=ValorRegionl+ValorRegion2;
RY(AK,1)= DimensionYOriginal(1,1)+ALFA;
end

end

RY (FilaAEliminar,:)=(];

R=RY(:,1);

Y=RY(:,2);

for AM=2:DimensionY(1,1)+1

if W(AM,1)==RegionA Agregar2

FilaWA Agregar2=W(AM,:);
FilaWAEliminar=AM;

end

end

for AN=2:DimensionY(1,1)+1

if W(AN,1)==RegionAAgregarl
FilaWAAgregar1=W(AN,:);
W(AN,:)=FilaWA Agregarl+FilaWA Agregar2;
W(AN,1)= DimensionY Original(1,1)+ALFA;
end

end

W(FilaWAEliminar,:)=[];

for AO=2:DimensionY(1,1)+1

if W(1,AO)==RegionAAgregar2
ColumnaWA Agregar2=W(:,AO);
ColumnaWAEliminar=AO0;

end

end

for AP=2:DimensionY(1,1)+1

if W(1,AP)==RegionAAgregarl
ColumnaWA Agregarl=W(:,AP);
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W(:,AP)=ColumnaWA Agregarl+ColumnaWA Agregar2;
W(1,AP)= DimensionY Original(1,1)+ALFA;
end

end

W(:,ColumnaWAEliminar)=[J;

for AQ=2:DimensionY(1,1)+1
W(AQ,AQ)=0;

end

W(L,)=[];

W(,1)=;

DimensionWCorregida = size(W);
FilaWACorregir=Dimension WCorregida(1,1);
W (FilaWACorregir,:)=[];
W(:,FilaWACorregir)=][];

RConCero=|0;R];

WConRegiones=[R W];
WConRegiones=[RConCero’; WConRegiones;
% Calcula el BetaAleatorio

if ALFA==NumeroDeAgregaciones

Beta;

BetaAleatorio=(1/(Y’*Y))*Y " *W*Y;
ResumenProcesosAleatorios=|ResumenProcesosAleatorios;
BetaAleatoriol;

end

end

end

ResumenProcesosAleatorios;

Resumen;
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