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Introduccion

Las wavelets' y el anélisis de multirresolucién constituyen una potente
herramienta para afrontar problemas fundamentales en el tratamiento de
senales. Entre ellos se encuentran la reduccion del ruido, la compresién
de senales (de mucha importancia tanto en la transmisién de grandes
cantidades de datos como en su almacenamiento) o la deteccién de
determinados patrones o irregularidades locales en ciertos tipos de senales
(electrocardiogramas, huellas digitales, vibraciones de motores, defectos de
soldadura entre placas de acero, entre otras) (ver, p.e., [1], [7], [9], [11], [12],
[18], [20], [23], [24], [30], [42], [47]). Esta moderna teoria ha experimentado
un gran desarrollo en las dos tltimas décadas mostrandose muy eficiente
donde otras técnicas, como por ejemplo, la transformada rapida de Fourier
no resultaban satisfactorias.

Algunos de los principales problemas que afectan el tratamiento de senales
digitales es la compresién de datos para su posterior almacenamiento o
transmision, la eliminacién del ruido y deteccién de ciertos fenémenos locales,
ha permitido el desarrollo tanto teérico como computacional de este campo
del andlisis armonico. Otra de las principales virtudes de las wavelets es que
permiten modelar mejor procesos que dependen fuertemente del tiempo y
para los cuales su comportamiento no tiene porqué ser suave. Una de las
principales ventajas de las wavelets frente a los métodos clasicos, como la
transformada de Fourier, es que en el segundo caso se maneja una base de
funciones bien localizada en frecuencia pero no en tiempo, mientras que la
mayoria de las wavelets interesantes presentan una buena localizacién en

1Se utilizard este término en lugar de ondicula, palabra también usada por algunos
autores.



2 Introduccién

tiempo y en frecuencia, disponiendo incluso de bases de wavelets con soporte
compacto.

Las wavelets proporcionan un conjunto de herramientas flexibles para
detectar problemas practicos en ciencia e ingenieria. Entre estas herramientas
se tienen la transformada wavelet que estd asociada con el Anélisis
Multirresolucién de una senal, es decir, a distintos niveles de resolucién
se tendrd una base de wavelets. Concretamente, cuando mayor detalle
se pretenda obtener en una sefial (mayor resolucién), mayor nimero de
funciones por unidad de longitud se tendran en la base de wavelets.
Ademas, no existe una transformada wavelet tinica, ni que resuelva todos los
problemas, a partir de la modelacién del proceso y de un anélisis a priori del
tipo de senal tratada y del objetivo que se pretenda (compresion, eliminacién
del ruido u otro) se busca la familia de wavelets (Haar, Daubechies,
Coiflets,...) que mejor coincida con las caracteristicas de la senal a estudiar
(ver, p.e., [7], [8], [15], [27], [30], [33], [34], [42], [47]).

El propédsito de este trabajo es mostrar de manera coherente y practica
la teoria matematica de la compresion de imagenes usando wavelets. En
ningin momento se pretende que el material expuesto en esta monografia sea
completamente original, nuestro aporte esta en presentar algunos desarrollos
matematicos, que por lo regular, en los articulos estudiados no estéan.

El trabajo comienza con la descripcién de la terminologia necesaria
para abordar las wavelets, partiendo de los resultados bésicos del analisis
de Fourier; se discuten algunos conceptos de la teoria de probabilidad. El
capitulo 2 es una introduccion a la teoria wavelet, prestando especial interés a
las transformadas wavelets tanto discretas como continuas y terminando con
un corto estudio del analisis multirresolucion; puntos claves en la construccion
de bases wavelets y en andlisis de senales. El capitulo 3 es el estudio de algunos
conceptos basicos en el procesamiento de senales. Aca se presenta la teoria
matematica de la compresion de imégenes, también se muestra de manera
muy breve la teoria algebraica de codificacion y se termina con el problema de
la compresion de imagenes, mirada como un proceso de compresion de datos,
en donde los datos comprimidos se representan mediante senales digitales.
Finalmente, a manera de ejemplo de aplicacién utilizando Matlab 7.0, el
capitulo 4 es el manual de usuario para codificar y comprimir una imagen
usando transformada wavelet.



CAPITULO 1

Preliminares

1.1. Terminologia

En este corto capitulo se presentara alguna terminologia necesaria para la
lectura de esta monografia. En particular, se hard un resumen de resultados
basicos de andlisis de Fourier omitiendo sus pruebas, las cuales se pueden
encontrar en algunos de los siguientes textos [4], [21], [39], [57], [61]. También
se tratard algo sobre teoria de probabilidad y series de tiempo, ver por
ejemplo, [3], [10], [13], [25], [38], [45], [62] .

Recuerde que L;i(R) es el espacio de todas las funciones f : R — C, tal
que [ |f(t)|dt = || f]lL, < co. De igual forma se tiene Ly(R), el espacio las
funciones cuadrado-integrables, cuya norma es

1 fllz, = (/}R ‘f(t)|2dt)1/2 < o0.

Este espacio se dota con el producto escalar

(. 90 = / onor

donde ¢(t) denota el conjugado complejo de g(t). Con este producto interno
el espacio Ly(R) es de Hilbert. Las funciones f, g € Ly(R) son ortogonales si
(f,g9)r, = 0. En general, L,(R) (p > 1), es el espacio de todas las funciones
(clases de equivalencia) f : R — C, tal que [ |f(¢)[Pdt = 117, < oo, 0de
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manera equivalente

11, = ([ 1rpae)”

es la norma de f en L,(R). Otro espacio que se utilizara es ¢3(Z), el de las
sucesiones (z;), j € Z, tal que > [z;]* < occ.

Sea FF=CoR, X y Y espacios normados (espacios vectoriales equipados
con una norma). Un operador lineal es una funcién 7' : X — Y tal que
T(au 4+ bv) = aT(u) + bT(v), para cada a,b € F y cada u,v € X. El
operador T es continuo en ug si para cada € > 0 existe 0 > 0 tal que si

lu —upl|x <9 entonces ||Tu—Tully <e. (1.1.1)

Si (1.1.1) se cumple para cada ug € X se dice que T" es continuo en X. Si §
no depende del punto ug se dice que T es uniformemente continuo en X.

El operador T es acotado si y sélo si existe una constante ¢ > 0 tal que
IT u|ly < cllul|x para cada u € X.

Si f,g € L1(R), entonces la convolucién de fy g, denotada f g, se define
por

u*mawaéf@—awaw.

Un sistema de funciones {p;, j € Z}, ¢; € L2(R), se llama ortonormal si

/ i (t)pr(t)dt = djk,
R
donde ¢, es la delta de Kronecker. Es decir,

S — 1, sij=k;
kTN 0, sig#k

Un sistema ortonormal se llama una base en un subespacio V' de Ly(R) si
cualquier funcion f € V tiene una representacion de la forma

ft) = ch%‘(t),

donde los coeficientes c; satisfacen > [c;|* < oo. En lo que sigue se

utilizard la notacién >0, =22 | [ = Lo e = Il v (e
La funcién caracteristica del conjunto A, x4, se define por

1, teA;
XA(t):{ 0, t¢ A

También se utilizard la notacién I{A} para denotar esta funcién y la llaman
funcién indicadora.
El soporte de una funciéon f: A C R — C, denotado Sopf, se define por

Sopf ={z € A: f(x) #0}.
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1.2. Transformada de Fourier

En esta seccion se recordara la definicion y algunas propiedades
importantes de la transformada de Fourier.

Definicién 1.2.1. Sea f € L1(R) y w € R. La transformada de Fourier de

f en w se define por
= / f(t)e “tdt.
R

/ FO)]e%|dt = / F@lE = 11z, < oo
R R

se tiene que la transformada de Fourier estd bien definida. La aplicacion

f— f se llama transformacion de Fourier y se denota por F (F(f) = f ). La

funcién f es continua y tiende a cero cuando |w| — oo (Lema de Riemann-

Lebesgue). Es claro que F(a f +bg) = a F(f) + bF(g), para cada a,b € R.
En general f no es una funcién integrable, por ejemplo, sea

S L <y
f(t)_{O, | > 1.

1 —iw _ iw
flw) = / = |
-1 —w

sen w

= ¢L1( )

Como

Entonces

Si f(w) es integrable, entonces existe una versién continua de f y se puede
obtener la férmula de inversién de Fourier

f(t) = F () = %/Rf(w)emdw. (12.1)

La siguiente proposicién recoge algunas propiedades fundamentales de la
transformada de Fourier.

Proposicién 1.2.2. Sean f, g € L1(R), entonces

—

1. (T, f)(w) = e7™ f(w), donde (T,f)(t) = f(t — a).
2. (Tof)(w) = (70 f) (w)
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4. Sie>0yg(t)=g(et) entonces §.(w) = e *g(w/e).

Otro resultado ttil es el siguiente: Si f, g € L1(R) N Ly(R), entonces

1 X
178 = o / f(w)Pdw  (f6rmula de Plancherel)  (1.2.2)
T JR

(f,9)2 = i/f(u))mdw (féormula de Parseval). (1.2.3)
21 Jr

Por extensién, la transformada de Fourier se puede definir para cualquier
f € Ly(R). En virtud a que el espacio L;(R) N Ly(R) es denso en Lo(R).
Luego, por isometria (excepto por el factor 1/27) se define f para cualquier
f € Ly(R), y las férmulas (1.2.2) y (1.2.3) permanecen vélidas para todo

f, g e L2 (]R)

En teoria de senales, la cantidad || f||o mide la energia de la senal, mientras
que || f |l2 representa el espectro de potencia de f.

Si f es tal que [ [t[¥]f(t)]dt < oo, para algin entero k > 1, entonces

dd_; fw) = /R(_z’t)ke“tf(t)dt. (1.2.4)

Reciprocamente, si [, |w|"] f(w)|dw < oo, entonces

(iw)* f(w) = F(fP) (). (1.2.5)

1.2.1. Serie de Fourier

Sea f una funcién 2r—periédica en R. Se escribird f € L,(0,27) si

F()x0.2m(t) € Lp(0,2m), p>1.

Cualquier funcién f, 2r—periédica en R, tal que f € Ly(0,27), se puede
representar por una serie de Fourier convergente en Lo (0, 27)

f(t) _ cheint’
donde los coeficientes de Fourier son dados por
1 27 )
Cn = —/ f(t)e ™ dt.
2 Jo

Se puede verificar que si f € L;(R), entonces la serie

S(t) = f(t+2knm) (1.2.6)
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converge casi para todo t y pertenece a L1(0,27). Ademads, los coeficientes
de Fourier de S(t) estan dados por

En efecto, para ver la expresion (1.2.6), basta probar que

/2W2|f(t+ 2k)|dt < oc.
0k

Para la segunda parte se calcula los coeficientes de Fourier

1

27 Jo

2
[Z flt+ 2k7r)] ekt
k

Intercambiando la suma con la integral se obtiene

1 2m . 1 2
_ 2 —tkt = _
Z%/o F(t+ 2km)e Z%/%
k k

1
= .

m(k+1) '
f(2)e ™ dz
k

1.2.2. Teorema de muestreo de Shannon

Una de las principales aplicaciones de la transformada de Fourier es el
teorema de muestreo de Shannon, el cual afirma que una senal de banda
limitada se puede reconstruir a partir de ciertos valores muestrales (ver [9],
[37] o [41]).

Una senal es una funciéon f definida en todo R que tiene energia finita
ST 1f(6)2dt, es decir, f € Ly(R). La sefial f es de banda limitada si su

transformada de Fourier f tiene soporte compacto, es decir, existe A > 0 tal
que f(w) = 0si |w| > A, o de manera equivalente, f(w) # 0 para |w| < A. En
la préactica, A se elige de manera que sea el menor nimero que cumple con
esta condicién. En este caso, A es el ancho de banda de la senal.

La reconstruccién de una senal f de banda limitada a partir de valores
muestrales tomados en tiempos apropiados, se puede realizar utilizando la
férmula de inversion de Fourier (1.2.1). En consecuencia, si f es banda
limitada entonces

(1) = %/_A Flw)e du. (1.2.7)
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Por otro lado, la serie de Fourier para f(w) en [—\, A] es

flw) = Z Ccpe ™ (1.2.8)

n

— 1 /)\ f( )—nwiw/)\d
Cn—2/\ . w)e Ww.

Al comparar ¢, con f(t) en la ecuacién (1.2.7), se obtiene

)

Reemplazando en (1.2.8) se tiene
— z nm nwiw/\
En >\f< ; )e . (1.2.9)

Observe que se reemplazé n por —n debido a que n toma todos los valores
enteros en esta sumatoria. Al sustituir (1.2.9) en (1.2.7) se tiene

_ % /A Z f(%)ew(t—mr/k)dw.
-\ n

Al intercambiar la sumatoria con la integral se obtiene

Zf<n7r>sen At—mr). (1.2.10)

A —nm

donde

En consecuencia, una senial f(t) se puede reconstruir mediante el muestreo
en los tiempos 0, £7/\, 27/, ..., una vez conocidos los valores de f(t)
para estos tiempos, entonces la ecuacién (1.2.10) reconstruye toda la senal.
La ecuacién (1.2.10) se conoce como el teorema de muestreo de Shannon.

1.2.3. Filtrado

En teoria de comunicacién un operador lineal se llama sistema lineal (ver
[37], [41] o [50]). Un sistema lineal H se llama invariante en el tiempo si para
cada senal de entrada f(t) con salida g(t) se cumple

H(f(t—ty)) =g(t—ty), Vio€R.

El término filtro se utilizard para describir un sistema lineal e invariante en
el tiempo. Los filtros se clasifican segtn sus caracteristicas en el dominio de
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la frecuencia como paso bajo, paso alto, paso banda y de banda eliminada.
El filtrado se emplea en procesado digital de senales de diferentes maneras,
por ejemplo, eliminacion de ruido, deteccion de senales en radares, andlisis
espectral de sefales y en otras tantas aplicaciones [37], [41] o [50].

Si f es una senal, no necesariamente de banda limitada, el espectro de
f estd dado por su transformada de Fourier f . Cuando f no es de banda
limitada, f se puede reemplazar con una senal de banda limitada f, con
ancho de banda que no exceda el nimero positivo A, aplicando un filtro de
paso bajo que elimina las frecuencias fuera del rango [—\, \]. Esto es, sea

J?/\(w) = { f(w), para |w| < \;

0, para |w| > A.

Esto define la transformada de la funcién f, a partir de la cual se puede
recuperar fy por medio de la férmula de inversiéon de Fourier

~ , A '
M) = %/Rf,\(w)ez“tdw = % /A flw)e™tdw.

El proceso de aplicar un filtro de paso bajo es equivalente a multiplicar
por la funcién caracteristica x|_» ), es decir,

~

W) = xan @) fw). (1.2.11)

La transformada inversa de Fourier de la funcién caracteristica es

1 A sen A\t
f_l (X[_)\7)\]) (t) / e“”tdw = .

T or Y 7t

Un hecho conocido en procesamiento de senales (ver p.e., [41] o [50]),
el filtrado tanto digital como analégico se hace por convolucion. En
consecuencia, si ¢(t) es una funcién filtro, entonces el efecto de filtrar una
senal f por ¢ es una nueva funcién g definida por g(t) = (¢= f)(¢) y al aplicar
la propiedad 3 de la Proposicién (1.2.2) se tiene j(w) = ¢(w)f(w). Por tanto,
(1.2.11) queda después de aplicar la férmula de inversién

sen A\t
Tt

At = (= 1),

Esto da el filtrado de paso bajo de f como la convolucién de la funcién SBAL

Tt
con f.
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1.3. Espacio de probabilidad

A partir de la teorfa de la medida, la teoria de probabilidad ha alcanzado
un alto grado de formalizacion. En las siguientes lineas se presentan algunos
elementos bésicos sobre el tema, para un estudio profundo se puede consultar

3].

Definicién 1.3.1. Sea Q un conjunto no wacio y A una coleccion de
subconjuntos de Q. A es una o—dlgebra sobre €2 si y solo si se satisfacen
las siguientes condiciones

i) Qe A

ii) Si A1, As, ... es una sucesion contable de elementos de A, entonces

UA, e A
iit) Si A € A, entonces A € A, donde A es el complemento de A en ).

La pareja (£2,.A) se llama espacio medible y a los elementos de A,
conjuntos medibles.

Definicién 1.3.2. Sea C una coleccion de subconjuntos de €). Por o—dlgebra
minimal que contiene a C o la o—dlgebra que genera a C, denotada o(C), se
entiende una o—algebra de subconjuntos de ) tal que si KC es otra o—dlgebra
que contiene a C, entonces C C o(C) C K.

La o—algebra B generada por todos los conjuntos abiertos de R", se
llama algebra de Borel y los elementos en B se llaman conjuntos de Borel.
Esta o—algebra es de gran interés en diversos campos de la matematica, en
particular en la teoria de probabilidades.

Definicién 1.3.3. Una probabilidad P es una medida normalizada sobre un
espacio medible (§2, A); esto es, P es una funcion de valor real la cual asigna
a todo A € A el nimero P(A) tal que

i) P(Q) =1

ii) S1 Ay, A, ... es una sucesion contable de elementos de A disjuntos dos

a dos, entonces
P(U An> =Y P(4,)
n=1 n=1

iii) P(A) > 0 para todo A € A.
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La tripla (€, .4, P) se llama espacio de probabilidad. P(A) se lee como la
probabilidad del evento A.
Algunas consecuencias de la definicién (1.3.3) son:

1. P(0)=0.
2. Sean Ay B eventos. Si A C B, entonces P(A) < P(B).

3. Si Ay, Ag, ..., A, son eventos disjuntos dos a dos, entonces
P(U Ak> =3 P(Ay).
k=1 k=1

4. P(A°)=1— P(A), para todo A € A.

5. Si {A,,} es una sucesién contable de eventos, entonces

P(G An> < i P(A,), desigualdad de Boole.
n=1 n=1

1.3.1. Variable aleatoria

Definicién 1.3.4. Una variable aleatoria X es una funcion de valor real
cuyo dominio es 2 y la cual es A—medible, esto es, para cualquier nimero
real v, {w € Q: X(w) <z} e A

El conjunto {w € © : X(w) < z} se llama conjunto de eventos
elementales, se denotara por [X < z].
Si X es una variable aleatoria, la funcién de distribucion Fy se define por

Fx(x) = P[X <z], paratodo zé€R.

Note que diferentes variables aleatorias pueden tener la misma funcién de
distribucién. Por ejemplo, sea Q@ = {C,S}, si P(C) = P(S)=1/2ysi Xy
Y son variables aleatorias definidas por X(C) =1, X(S) =0, Y(C) =0y
Y (S) = 1, entonces

0, siz <0
Fx(x)=Fy(x)=< 1/2, si0<z<1
1, siz > 1.

Si X es una variable aleatoria, entonces la funciéon de distribucién F'x
tiene las siguientes propiedades:
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1. Fx es no decreciente, es decir, si —oo < a < b < 0o, entonces

Fx(a) S Fx(b

2. lim, oo Fx(z) =1y lim, . o Fx(x)=0
3. Fx es continua por la derecha, esto es,

lgﬁ)lFX(x +h) = Fx(z), V.

Una funcién de distribucién F' se llama absolutamente continua, si existe
una funciéon medible Borel f sobre R tal que

F(x):/x f(t)dt V.

La funcién f se llama la densidad de F.
Si X es una variable aleatoria con funcién de distribucién absolutamente
continua y densidad f, entonces el valor esperado de X es dado por

BY) = [ af@ys

siempre que la integral sea finita.

1.3.2. Procesos estocasticos

Una variable aleatoria siempre tiene asociada una distribucién de
probabilidad que mide la probabilidad de ocurrencia de sus distintos
resultados. Cuando la variable aleatoria cambia con el tiempo, se le puede
asociar una distribucién de probabilidad que también varia con el tiempo.
En tales ambientes resulta ttil definir un proceso estocéstico [45].

Definicién 1.3.5. Sea I C R un conjunto de indices y (2, A, P) un espacio
de probabilidad. Una funcion X : I x  — R™ es un proceso estocdstico si
para cada t € I fijo, la funcion X; : Q — R™ es una variable aleatoria, que
representa el valor del proceso X (t,w), w € Q. Siw € Q es fijo, la aplicacion
I — R" tal que t — Xy(w) se llama la trayectoria o realizacion del proceso

X.

Los valores que toma el proceso en R™ se llaman estados del proceso. Si
el conjunto I es contable, el proceso estocédstico X se dice que es de tiempo
discreto. Por otro lado, si I es un intervalo de los reales no negativos, el
proceso estocastico es de tiempo continuo.

Si X es un proceso estocastico continuo, entonces
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i)

i)

iii)

iv)

X es independiente si para todo t,s € I s # t, las variables aleatorias
asociadas X y X; son independientes.

X es independientemente distribuida, si la distribucién de probabilidad

Fx, es la misma para cada t € [.

X tiene incrementos independientes si para cada n > 1y para cualquier
particién del intervalo I, tg < t; < --- < t,,, las diferencias

Xy — Xy, Xpy — Xoyy oo, Xo, — Xy,
son variables aleatorias independientes.

. . : . . d
X tiene incrementos estacionarios si Xy — Xy = Xy — Xpys para

cada t, s, t+h, s+ henl s <tyh > 0.El simbolo 4 significa
que los términos en comparacién tienen la misma distribucién de
probabilidad. La estacionariedad de un proceso estocastico alude a
que la distribucion de probabilidad de la diferencia entre dos variables
aleatorias permanece invariante bajo cualquier traslacion temporal.

Una serie de tiempo es la realizacion de un proceso estocastico. En otras
palabras, una serie de tiempo se puede consider como una coleccién de
variables aleatorias {X; : t € I} (ver p.e., [25], [38] o [62]).






CAPITULO 2

Introduccidn a las wavelets

2.1. Introducciéon

El origen de la descomposicién de una senal en wavelets estd en la
necesidad de conocer las caracteristicas y particularidades de la senal en
diferentes instantes de tiempo. La principal virtud de las wavelets es que
permite modelar procesos que dependen fuertemente del tiempo y para los
cuales su comportamiento no tiene porqué ser suave [1], [9], [11], [12], [20],
[23], [24]. Una de las ventajas de las wavelets frente a los métodos clésicos,
como la transformada de Fourier, es que en el segundo caso se maneja una
base de funciones bien localizada en frecuencia pero no en tiempo, esto
es, el analisis en frecuencia obtenido del analisis de Fourier es insensible
a perturbaciones que supongan variaciones instantaneas y puntuales de la
senal como picos debidos a conmutaciones o variaciones muy lentas como
tendencias. En otras palabras, si f es una senal (f es una funcién definida
en todo Ry tiene energfa finita [ _|f(¢)|?dt). La transformada de Fourier

~

f(w) proporciona la informacion global de la senal en el tiempo localizada en
frecuencia. Sin embargo, f(w) no particulariza la informacién para intervalos
de tiempo especificos, ya que

fw) = / " et

y la integracion es sobre todo tiempo (ver [21]). Asi, la imagen obtenida no
contiene informacién sobre tiempos especificos, sino que solo permite calcular



16 Introduccién a las wavelets

el espectro de amplitud total | f(w)|, mientras que la mayorfa de las wavelets
interesantes presentan una buena localizaciéon en tiempo y en frecuencia,
disponiendo incluso de bases de wavelets con soporte compacto.

En este capitulo se presenta una introduccion a la teoria wavelets, en
particular se estudiard la transformada wavelet y el andlisis multirresolucion
en Ly(R). Con este concepto se ilustra como construir otras bases wavelets,
y ademds, permite analizar funciones (senales) en Lo(R) en varias escalas
(niveles de resolucién) [6], [9], [15], [20]. Para ello, se utiliza versiones esca-
ladas de un conjunto ortonormal en Lo(R). Para tal descomposicién de una
funcién f € Ly(R), sélo se necesitan los coeficientes de la expansién de f en
dicho conjunto ortonormal.

2.2. Transformadas wavelets

El analisis wavelets es un método de descomposicién de una funciéon o
senal usando funciones especiales, las wavelets. La descomposicion es similar
a la de la transformada de Fourier, donde una setnial f(t) se descompone en
una suma infinita de arménicos e de frecuencias w € R, cuyas amplitudes
son los valores de la transformada de Fourier de f, f (w):

F(t) = % /_ T @) dw,  donde  f(w) = /_ T et

El analisis de Fourier tiene el defecto de la no localidad: el comportamiento
de una funciéon en un conjunto abierto, no importa cuan pequeno, influye en
el comportamiento global de la transformada de Fourier. No se captan los
aspectos locales de la senal tales como cambios bruscos, saltos o picos, que
se han de determinar a partir de su reconstruccion.

2.2.1. Transformada wavelet continua

La teoria wavelets se basa en la representacion de una funcién en términos
de una familia biparamétrica de dilataciones y traslaciones de una funcion
fija ¢, la wavelet madre que, en general, no es senoidal. Por ejemplo,

f(t) = /]R2 ﬁ¢<#>W¢f(a,b)dadb

en donde W, f es una transformada de f definida adecuadamente. También
se tiene de modo alterno un desarrollo en serie

F6) =" c;u2(27t — k)

j7k
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en donde se suma sobre las dilataciones en progresion geométrica. Para
conservar la norma en Ly(R) de la wavelet madre 1), se insertan los factores

y 29/2, respectivamente.
\/ﬁ

Definicién 2.2.1. Una wavelet ¢ es una funcion cuadrado integrable tal que
la siguiente condicion de admisibilidad se tiene

),
w

(2.2.1)

donde ¥(w) es la transformada de Fourier de 1.

Observacién 2.2.1. Si ademds ¢ € L;(R), entonces la condicién (2.2.1)

1mphca que fR t)dt = 0. En efecto, por el Lema de Riemann-Lebesgue (ver
e., [39]), lim,, .o w( ) = 0y la transformada de Fourier es continua, lo cual

implica que 0 =(0) = [ (t)dt

Sea 1 € Ly(R). La funcién dilatada y trasladada se define por

1 t—>b

baslt) = —=0(—=), a,beR, a0,
Via X a

Esta funcién se obtiene a partir de v, primero por dilatacién en el factor a

y, luego, por traslacién en b. Es claro que ||¢q ]2 = ||¢]]2.

Definicién 2.2.2. Para f,1 € Ly(R), la expresion

Wi f(a,b) = /R £ daa@)dt (2.2.9)

se llama la transformada wavelet de f.

Por la desigualdad de Cauchy, se ve que W, f es una funcién acotada con
(W f(a,b)| < || fl2]l¥]]2. Note también que

Wwf(aa b) = <f7 wa,b>L2(R) = <f7 wa,b>~

La transformada wavelet Wy, f de f puede ser descrita en términos del
producto de convolucién. La convolucién de dos funciones f,g € La(R) es

dada por
(o) = [ flt=2g(:)a

Observe que esta féormula esta definida para al menos todo ¢ € R, pero f *g
no necesariamente estd en Ly(IR). Usando la notacion ¢( ) = ¥(=—1), se tiene
Wy fla,b) = (f = 777;(1,0)( b). Note también que @Z)ab = Vlalh(aw)e b,
Estos hechos se aplicaran en la prueba de la Slgulente proposicion, la cual
establece la formula de Plancherel para la transformada wavelet.
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Proposicién 2.2.3. Sea ¢ € Ly(R) y satisface la condicion (2.2.1).
Entonces para cualquier f € Ly(R), las siguientes relaciones se tienen

1. Isometria

2 . 1 2 da
Jirpac= o [ wornfa s

2. Férmula de inversion

1 da
£ = 2 [ Wat(a by e
P JR2
Demostracién. 1. Es facil verificar que (f *@/Jao = /|a|F~ 1{f zZ:J w)}.

En consecuencia,

/\W¢fab|db— = //\(f*imo)(b)fdbd—g
= [ [1allF (Fodte )l ast

w)’ ‘w(aw)‘ dw%

f
= [l | [ ] a

e / [Fw)Pdw = Cull £

Observe que se utilizé el teorema de Fubini y la férmula de Plancherel para
la transformada de Fourier.
2. Para simplificar los célculos en la féormula de inversion, suponga que

£, f e Li(R).
/R Wt (a,b)as)db = +/Ja] / () (a ))(@wa,b(t)dw
- Vil [ f) é g (@)de,
donde g(b) := tha,(t). Ahora, la transformada inversa de Fourier de g es
Flow) = 5= [ awera
= %\/W /R P(z)e Wzt
_ %\/m¢(aw)ewt.
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Sustituyendo e integrando respecto a a~?da se obtiene

/RQ W f(a, b)tba(t )db@ - %/Rm {Af(w)|¢(aw),zeiwtdw} %

_ L / o) [ [1otaw ] e

) /f e
wa

]

Otro resultado de interés que se presentara en la siguiente proposicion, es
la formula de Parseval para la transformada wavelet.

Proposicién 2.2.4. Sea ¢ € Lo(R) y satisface la condicion (2.2.1).
Entonces para cualquier f,g € Ly(R), se tienen

dadb

<f7 g>L2(R) - C_ quf((l, b)w—’lﬂg(aﬂ b)

a?

1
Y JR?
)(b) = \/\77: W f(w aw)} o de manera
equivalente, F (f * @f/;avo) w) = \/Hf(w)@b(a w), entonces

Demostracion. Como (f * 1

/R Wy f (a.)Wyg(a,b)db = |al / F()3(0) | (aw)?dw,

ahora, integrando respecto a a~2da se sigue

ol| [ Fpilbaaa] %

da /
= [iwit)| [ | a
Cy

W¢f(a b)W¢g(a b)db—

R2

lal

= Cylf, 1@ = Colf. 9)L®)-

Note que se aplico el teorema de Fubini, y en el iltimo renglén de la expresion
anterior, la féormula de Parseval para la transformada de Fourier. ]

En la siguiente proposicion se listan algunas propiedades.

Proposicién 2.2.5. Sean ¢ y ¢ wavelets y f,g € La(R). Entonces
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1. Wylaf + Bg)(a,b) = aW, f(a,b) + BWyg(a,b), a, 5 € R.
2. Wapisef(a,0) = aWy f(a,b) + W, f(a,b), a, 3 € R.

3. Wy(T.f)(a,b) = Wyf(a,b — ¢), donde T, es el operador traslacion
definido por T.f(t) = f(t — c).

4. Wy(Dcf)(a,b) = /e Wy f(ca,cb), donde D, es el operador dilatacion
definido por D.f(t) = \/cf(ct).

2.2.2. Transformada wavelet discreta

La transformada wavelet continua introduce cierta redundancia, pues la
senal original se puede reconstruir completamente calculando Wy, f(a, -) para
una cantidad numerable de escalas, por ejemplo, potencias enteras de 2. Esto
es, si se elige la escala a = 277 para cada j € Z, y también se discretiza en
el dominio del tiempo en los puntos b = 277k, k € Z, la familia de wavelets
serd ahora dada por

1 t—277k
%*J,zfjk(t) = (

v\ 2
Se utilizard la notacién t;; para denotar la wavelet ¢ comprimida 27 y
trasladada el entero k, es decir, 1 (t) = 27/2 (27t — k).

Con la eleccién de a = 277 y b = 277k, observe que el muestreo en el
tiempo se ajusta proporcionalmente a la escala, es decir, a mayor escala se
toma puntos mas distantes, ya que se busca informacién global, mientras
que a menor escala se buscan detalles de la senal, por tal motivo se muestrea
en puntos menos distantes entre si. Para otras elecciones de a y b se puede
consultar [8].

) — 2022t — k), V). ke Z.

Definicién 2.2.6. Una funcion ¢ € Ly(R) es una wavelet si la familia de
funciones 1, definidas por

Vin(t) = 2/2p(2t — k), Vi, k€ Z, (2.2.3)
es una base ortonormal en el espacio Ly(R).

Una condicién suficiente para la reconstruccién de una senal f es que
la familia de dilatadas y trasladadas );, forme una base ortonormal en el
espacio Lo(R), ver [15] y [27] para més detalles. Si esto se tiene, cualquier
funcién f € Ly(R) se puede escribir como

f(t) = Z d; x;x(t) (2.2.4)
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o teniendo en cuenta (2.2.3) como

= d 22t — k),
g,k

donde deg = <f, wg—j72—jk> = W¢f(2_j, 2_jk}).

Definicién 2.2.7. Para cada f € Lo(R) el conjunto bidimensional de
coeficientes

o= (o = [ 270 e
R
se llama la transformada wavelet discreta de f.

En consecuencia, la expresién (2.2.4) se puede escribir en forma alterna
como

F(t) = D (O, ()i (D). (2.2.5)

gk
La serie (2.2.5) se llama representaciéon wavelet de f.

Ejemplo 2.2.1. El ejemplo mas clasico es la wavelet de Haar, la cual es
dada por

1, 0

() = X1y = Xp1) = { -1, L

1.
<3
< 1.

I/\ I/\

Yy
A
1»—9
° -
of § 1
—1 o—o

Figura 2.2.1
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Observacién 2.2.2. 1) ¢;;(t) es mas apropiada para representar detalles
finos de la senal como oscilaciones répidas. Los coeficientes wavelet d;
miden la cantidad de fluctuacién sobre el punto t = 277k con una frecuencia
determinada por el indice de dilatacion j.

2) Las wavelets gozan de la “propiedad zoom,” esto hace que las bases
wavelet sean excelentes detectores de singularidades, en otras palabras, las
singularidades producen coeficientes wavelet grandes.

3) La propiedad zoom es comtn en todos los sistemas wavelet, constituye
la mayor diferencia con los sistemas de Fourier para la deteccion de
singularidades. En problemas de teoria de senales, las singularidades llevan
informacion esencial como la presencia de esquinas en las imagenes. Esto
hace de las bases wavelet una herramienta muy 1util para el procesamiento
de imagenes, en detrimento del andlisis de Fourier.

4) Es interesante notar que

djx =Wy [(277,277k)

es la transformada wavelet de f en el punto (277,277k). Estos coeficientes
analizan la senal mediante la wavelet madre ).

2.3. Analisis Multirresolucion

El sistema de Haar no es muy apropiado para aproximar funciones suaves.
De hecho, cualquier aproximacién de Haar es una funcién discontinua [15],
[27]. Se puede probar que si f es una funcién muy suave, los coeficientes de
Haar decreceran muy lentamente. Por tanto se pretende construir wavelets
que tengan mejor propiedades de aproximacion, y una forma de hacerlo es a
través del andlisis multirresolucién (AMR) [34], [33],[32], [31], [15].

Sea ¢ € Ly(R), la familia de trasladadas de ¢,

{oor k € Z} = {po(- — k), k € Z}

es un sistema ortonormal (con el producto interno de Lo(R)). Acd y en lo
que sigue

wik(t) = 2j/2g0(2jt — k) = DyTro(t), j€Z, ke,

recuerde que D, f(t) = a'/?f(at) y T,f(t) = f(t — a) son los operadores
dilatacién y traslacion, respectivamente.
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Se definen los espacios vectoriales

Vo = {F() =D aplt—k): D lesf? < oo},

k

v, = {h(t):f(Zt):fEVO},

v, - () =120 fev}jen
= gen{p;(t) = 22027t — k) : k € Z}.

Note que ¢ genera la sucesién de espacios {V}, j € Z}. Suponga que la funcién
¢ se escoge de tal forma que los espacios estén encajados V; C Vj4, j € Z,
¥ Uj50 Vj es denso en Ly(R), estos dos hechos fundamentales hacen parte de
la definicién de andlisis multirresolucion.

Definicién 2.3.1. Un andlisis multirresolucion en Lo(R) es una sucesion
creciente de subespacios cerrados V;, j € Z, en Ly(R), --- C Voo C V41 C
VoCcViCc Vo C--- tales que

~

- Ujez Vi es denso en Ly(R),

2. mjezv; = {0},

3. f(t)yeV; e f(2t)e Vi, jEZ,
) Vo ft—k) € Ve j €,
5

. Bziste una funcion ¢ € Ly(R) tal que el conjunto de funciones
{o(t — k) }rez es una base ortonormal para V.

La funcién ¢ se llama funcién de escala. En el espacio Vj;, las funciones
(senales) se describen con més detalle que en el espacio Vj}, la resolucién
es mejor en el espacio “mas grande”. Esto es, las funciones en V;,; que no
estan en V; realzan la resolucién [9], [20]. Es usual reunir estos “sintonizadores
finos” en un nuevo subespacio W; = V;;1\Vj. Sin embargo, la eleccién de estos
subespacios no es unica. Pero se puede escoger a W, como el complemento
ortogonal de V; en V. Es decir,

Wj:v}-i-lmv;‘La j€Z7
o de manera equivalente

Vin=V;&W, jEL (23.1)
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Informalmente, esto quiere decir que si se tiene una funcién (senal) f a
resolucién 2711 y se proyecta a resolucién inferior 2/ entonces

f=Pif+> (f ).
keZ

acd P; representa la proyeccién ortogonal en el espacio V; donde se recoge la
version “suavizada” de f y la diferencia f — P;f representa el “detalle” de
[, que estd en W; y se expresa como Y, (f,¥;r)¥jr. Recuerde que

ij = Z<f7 ijk>90]k7 j € Z.
kEZ

En otras palabras, W; contiene los detalles en V1 que no se representan en
Vi, y cada funcién (sefial) en W; es ortogonal a toda funcién en V; (ver p.e.,

[4]).

El conjunto de funciones linealmente independientes ¢;;, que generan a V;
son las funciones de escala, mientras que el conjunto de funciones linealmente
independientes v, que generan a W son las wavelets.

Por definicién, el subespacio W; es cerrado. Note también que si f € 1,
entonces por 5 de la definiciéon anterior se tiene

F8) = (f, Tup)Trep(t).

k

Ademas, por la ortogonalidad de {Tr¢(t) }rez,

STIE T = 11£13.

Observe que al aplicar la descomposicién (2.3.1) en cada V; se obtiene
Vv = VWwadWy =W od Wy o0 Wy
N-1
- rae (B )
j=—N
y cuando N — oo se tiene
Jv-@we NV
JET = JEZ

Usando las condiciones 1 y 2 de la definicién de AMR se obtiene

P w; = L(R).

JEZ
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Por definicién, también los subespacios W; satisfacen las condiciones 3 y
4 de la definicién de AMR o de manera directa como se prueba en el siguiente
lema.

Lema 2.3.2. Sea (V;)jez un AMR y W; = Vi N VjL. Entonces
i) feW;, e TfeW;, para cada j € Z.
ii) feW; < Df € W1, para cada j € Z.

Demostracion. Sea f € W, esto significa que f € Viy1 y (f, DaiTip) = 0
para cada k € Z. Por la condicion 3 y 4 de AMR, la primera relacién es
equivalente a T'f € Vj41 y Df € Vji9. Ademas de la relacién T'Dy = DyT5,
se sigue inmediatamente, que la segunda relacién es equivalente a

(Tf, TDy; Typ) = (Tf, Dy Tysn;) =0, Vk € Z.

Por tanto T'f € V11 N V}L, y asi, T'f € Wj.
La segunda relacion también es equivalente con

<Df, D2j+1Tkg0>, Vk € Z,

de lo cual se sigue que Df € Vjﬁl que junto con Df € Vjio se obtiene
Df e Wji. ]

La siguiente proposicién justifica los comentarios hechos arriba y es til
en futuros resultados.

Proposicién 2.3.3. Sea (V}) ez un andlisis multirresolucion con funcion de
escala . Entonces para cada j € 7, el conjunto de funciones

{on(t) = 27%0(2t — k), k € 2}
es una base ortonormal para V.

Demostracion. Para probar que {;x(t),k € Z} genera a V;, se debe ver que
toda f(t) € V; se puede escribir como combinacién lineal de funciones de
{p(27t — k), k € Z}. La propiedad 3 de la definicién de AMR, implica que la
funcién f(277t) pertenece a Vj y por tanto f(277t) es combinacién lineal de
{p(t — k), k € Z}. Haciendo la transformacién t — 27¢, se tiene que f(t) es
combinacién lineal de {p(27t — k), k € Z}.

Resta probar que {y,x(t),k € Z} es ortonormal. Para ello se debe ver que

0, sij#k;
(@it Pjm) = Ok = { | sij=k
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Qj/ O(27t — k)(20t — m)dt = .

oo

Para establecer esta igualdad, basta hacer el cambio de variable z = 27, para
obtener

Qj/ ©(27t — k)p(29t — m)dt = / oz —k)p(z —m)dz = Ogm,
en virtud de la propiedad 5 de la definicion de AMR. O]

El siguiente lema contiene dos resultados utilizados en la existencia de
los sistemas AMR, bajo hipdtesis apropiadas. Por motivos de completitud se
hara la prueba del primer apartado, la del segundo se puede encontrar en
[57]. Recuerde que P; es la proyeccion ortogonal sobre el espacio V;.

Lema 2.3.4. Para cualquier f € Ly(R),

i) im; . Pjf =0.

i) im; o Pjf = f.
Demostracion. i) Puesto que ||P;|| = 1, basta probar el resultado para
funciones en Ls(R) con soporte compacto. Si f tiene soporte en [—a,al,

entonces al aplicar las desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Minkowski
se tiene

1RSI = |3 e

kEZ

= D Wfeml

keZ

-3

kEZ

S ([ isra) 2 ([ - k>|dt>2

kEZ

- HfH%Z( / 2ja__k\90(z)!dz> .

kEZ

2
2

2

/ " 022t — k)da

IN

Si 27a < 1/2, entonces estas integrales estan definidas sobre intervalos ajenos
cuya union se escribe Q; = Ugez(—27a — k,27a — k), con N;Q; = Z, el cual
tiene medida cero. Por tanto,

IPAIE < £ / o(2)dz — 0, j— —oc
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por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue. ]

2.4. Ecuacion de escala

Puesto que el conjunto {¢(- — k) }rez constituye una base ortonormal de
Vh entonces cada f € Vj se puede expresar como

f= Zan(POm 900n(55') = <p(x - ’)”L)

nez

Ahora, como ¢ € Vj, v Vy C Vi, se tiene entonces ¢ € V7. Pero la propiedad
de dilatacién implica que p(27!-) € Vi. En consecuencia, se puede expandir

p(27') = gnp(t —n), tER,

nel

para algunos coeficientes (g, )nez. O de manera equivalente,

o(t) = Zgngp(% —n), teR, (2.4.1)

neL

en donde las constantes de estructura (los (g,)) satisfacen Y, _, gn|* < o0o.
La relacién (2.4.1) se llama ecuacion de escala. Los coeficientes g,, constituyen
un filtro g = (g, )nez asociado a la funcién de escala.

Ejemplo 2.4.1. Si ¢(t) = x[0,1)(t), entonces claramente
p(t) = ¢(2t) + p(2t = 1)

es la ecuacién de escala, con las constantes de estructura go =1, g1 =1y
gn = 0, en otro caso.

A continuacién se dan algunas propiedades de las constantes de
estructura.

Proposicion 2.4.1. Los coeficientes de la ecuacion de escala satisfacen las
siquientes propiedades:

Gn = Z/RQO(t)gp(Qt —n)dt, neZ (2.4.2)

ng§2n+k = 200, (delta de Kronecker). (2.4.3)
keZ
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> lgal> =2 (2.4.4)

nez

Si también ¢ € L1(R), [p¢ # 0 y la ecuacion (2.4.1) converge en Li(R),

entonces
> g =2 (2.4.5)

Demostracion. Puesto que g,/ V2 son los coeficientes de Fourier de ¢ € V4
con respecto a la base ortonormal v/2¢(2t — n), se tiene

- / (1) P2t — ),

o lo que es lo mismo,
i =2 [ pltye =
De la propiedad 5 de la definicién de AMR se tiene
/Rgo(t —n)(t)dt = 5o

Al sustituir (2.4.1) y aplicar la identidad de Parseval y la ortogonalidad se
tiene

o = Y w2t~ 20— WP~ e

lo cual es lo mismo que (2.4.3). En particular, si se toma n = 0 en la dltima

expresion, se obtiene
Z 9kgr = Z g = 2.
k=m keZ

Si, ademds, se tiene ¢ € Li(R) con [, ¢(t)dt # 0, entonces al integrar (2.4.1)
término a término se llega

/R@(t)dt = Zgn/go(Zt—n)dt

al dividir por fR @ se obtiene ) _, g, = 2. O
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2.5. Construccion de la funcion de escala

Para construir la funcién de escala, es necesario encontrar los coeficientes
gn. Una forma de hacerlo es via la transformada de Fourier, puesto que de
manera directa es dificil (ver p. e., [15], [27]). En consecuencia, al aplicar la
transformada de Fourier a la ecuacién (2.4.1) se obtiene

~ 1 —inw/2 ~ W
plw) = 5D e /2w<§>
ne’l
N —iw
- 90(5)13(@ /2) (2.5.1)

donde el polinomio P es dado por

Al iterar (2.5.1) se tiene
@) = P p(3)
)

P
(Y —iw/22y o (W
#(5) = PE)p(5)

Continuando de esta manera se obtiene
w

plw) = Pe)- P(™)p( )

_ (ﬁp(eiw/Qj)) ga(;"—n).

Para una funcién de escala dada ¢, la ecuacién precedente se tiene para cada
n. En el limite, cuando n — oo, la ultima ecuacion se transforma

Plw) = (HP(e‘“”ﬁ) $(0).

Si ¢ satisface la condicién de normalizacién [, ¢ = 1, entonces ¢(0) = 1y
asi,

P(w) = HP(e—iw/”). (2.5.2)
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Por tanto, si el producto [[}Z, P (emi/ 2j) converge, entonces la funcién de
escala queda determinada salvo un factor no nulo ¢(0), que es su media. En
consecuencia, la tnica funcion de escala asociada al filtro g esta dada por
(2.5.2). Es decir, si la funcién P asociada al filtro g cumple cierta propiedad
de convergencia, entonces se tiene ¢ y, antitransformando, se obtiene ¢. En
resumen, se tiene

Proposicién 2.5.1. Sea g un filtro y P el polinomio dado por

neL

Si la funcion ® definida por
d(w) = lim HP(e*iw/Qj)
=1

estd en Ly(R) y verifica limy,,| .o ®(w) = 0. Entonces existe una funcion de
escala ¢ asociada al filtro g y determinada por ¢ = ® con [ = 1.

La siguiente proposiciéon permite dar condiciones sobre la ortonormalidad
de la base {©ok }rez en términos de los coeficientes gy.

Proposiciéon 2.5.2. El sistema {@ok}trez €s ortonormal si y sdlo si la
transformada de Fourier de ¢ satisface

27 Z |p(w + 2kT)|? =

kEZ

Demostracion. Como ¢(t — k) forma una base ortonormal en Vj, entonces al
aplicar el teorema de Plancherel (ver p.e., [39]) se tiene

Som = / ()Pt — m)dt
~ [ sped
= [ pppemds

k .
- 3 [T e
kez v 27k

:/ ‘ (Z‘gpw+2k7r )d.

kEZ
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Sea F(w) =273 5|¢(w + 2k7r)|2, entonces
1 2r
— e F(w)dw = fom. ()
2w Jq
La funcién F' es 2mr—periddica ya que
Flw+2r) = 21 |¢p(w+2n(k + 1))

keZ

= 2r Z‘@(w + 27rj)‘2 = F(w).

JET

Como F es periédica, su serie de Fourier, Y, - c,,e”™, donde los coeficientes

de Fourier son dados por ¢, = % 027r F(w)e™™«dw. Por tanto, la condicién
de ortonormalidad (%), es equivalente a c_,, = 0, lo cual a su vez es
equivalente a F(w) = 1. O

Como consecuencia se este resultado se tiene la siguiente condicion
necesaria sobre el polinomio P(z) para la existencia de un AMR.

Corolario 2.5.3. El polinomio P(z) =), gn2" satisface
|P(e”)]? + |P(e )2 =1, 0<t<2r (2.5.3)

Demostracion. De los resultados anteriores se tiene

Sletw+2nm = oy elw) = PEe)(%).

nez " :
1 “
L SRR D>
e n par  n impar
= S Jelw+ @R + 30w + (2K + 20|
keZ kEZ
_ Z (‘P(e—i(§+2kﬁ))|2 ¢(f + 2k7r) ‘2
keZ ’
b | P(emitE Ry 2 @(% + (2k + 1)7T) ’2)
= PP Jp(2 + 20)]
keZ
+ |P(—eE)[? Z‘ : ((% T 7T> + 2’”) ’2
keZ
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En consecuencia,

1= ‘P(e_i%)‘2 + |P(—e_i%)|2.

Corolario 2.5.4. En términos de gi, (2.5.3) se transforma en
Zgn—ngn—%n - 2(5lc—m,0-
nez

Demostracion. Observe que (2.5.3) en términos de los coeficientes g,
esta dado por

1 , 1 ,
- — _—i(n—k)t - = (__1\n—k_—i(n—k)t _
7 D Gnlke + 7 D k(=) e =L
n,kEZ n,k€Z
Los términos impares se cancelan y por lo tanto se tiene

D gagre =Y e =2

n—k par JEZ

cj: Z gngk

n—k=2j

donde

Esto es valido para todo ¢, luego ¢; = 24,. Por tanto
Zgngn—zj = 20;.
nez

De hecho, esto es equivalente con la afirmacion a probar. [l

2.6. Descomposicion y reconstruccion

En esta seccién se describiran algoritmos de descomposicion y reconstruc-
cién asociados a un AMR. Estos algoritmos se utilizaran junto con el anélisis
multirresolucion en la descomposicién y reconstruccion de senales en donde
tanto la funcién de escala como la wavelet son funciones continuas.

2.6.1. Algoritmo de descomposicién

Sean c; i vy djy los coeficientes de la funcién de escala ¢ y de la wavelet
1, respectivamente, para j, k € Z, definidos por

Cik :/Rf(t)@]k(t)dt (261)
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donde
Pik(t) = 22027t — k), () = 277227t — k).

© v 1 son, respectivamente, la funcién de escala y la wavelet madre.
Ahora bien, como @, (t) = 29/2p(27t — k), entonces existe h,, tal que

ein(t) = > hn201, (20t — k)

mMEZ

= ) hp 20022 — 2k — m)

meZ

= ) hm@irrmean(t) (2.6.3)

mMmEZ

- Z hm—2k¢j+l,m<t)'

meZ

Reemplazando este valor en (2.6.1), se obtiene

N R(0) Y

meZ

= > e [ @t

meZ

= E hm—Zij—l—l,ma

MEZ

por tanto,

Cik = Z hm—2kcj+1,m- (264)

meZ

Como Vy C Vi, para cada ¢ € V) también se satisface ¢ € V;. Ademas,
{¢1k, k € Z} es una base ortonormal para V;, entonces existe una sucesion

(hi) € l5(Z) tal que
p(t) = Z hipix(t), (2.6.5)

por tanto, los elementos de la sucesién se puede escribir como

hie = (¢, p16) vy (hi) € L.
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La ecuacién (2.6.5) relaciona funciones con diferentes factores de escala,
también se conoce como ecuacion de dilatacion. Para la base de Haar se

tiene
{ 1/V2, k=01
hy =

0, en otro caso.

Si ¢ es la funcién de escala de un AMR, entonces la wavelet madre 1 se
relaciona con ¢ por medio de la ecuacién

U(t) = Z(—l)khl—k%k(t)- (2.6.6)

keZ
Al sustituir (2.6.6) en (2.6.2) se obtiene
djr = Z(_l)phl—p+2kcj+1,p- (2.6.7)
pEZ

Si los coeficientes de escala en cualquier nivel j son dados, entonces todos
los coeficientes de la funcién escala de nivel inferior para J < j, se pueden
calcular recursivamente usando la ecuacién (2.6.4), mientras que todos los
coeficientes wavelet de nivel inferior (J < j) se calculan aplicando (2.6.7).

Si ¢;. v dj. representan los coeficientes de la funcién de escala y wavelet
en el nivel j, respectivamente, la Figura 2.6.1 representa el algoritmo de
descomposicion en forma esquemaética. Por ejemplo, la flecha que relaciona
los coeficientes ¢;_1 y ¢j_9, indica que ¢;_s se calcula sélo usando c¢;_;.

\ e \ \ djl’.\ \
< e < Cj—2.. Cj—1, Gy,

- — Cj_k+t1,

Figura 2.6.1

Observe que las férmulas (2.6.4) y (2.6.7) comparten un hecho interesante,
esto es, en cada ecuacion, si el indice de dilataciéon k se incrementa en uno,
todos los indices de (h,,) se desplazan en dos unidades; lo cual significa que
si existe solamente un numero finito de términos no nulos en la sucesion
(hm), entonces aplicando el algoritmo de descomposicién a un conjunto de
coeficientes de escala no nulos en el nivel 7 + 1, se obtendra sélo la mitad de
coeficientes no nulos en el nivel j. Este proceso en teoria de senales se conoce
como downsampling. Un resultado andlogo se tiene para los coeficientes
wavelet.

Para expresar lo anterior en la terminologia de filtros, recuerde que la
convolucién de dos sucesiones en ¢5(7Z)

r=(..,0-1,20,%1,...) ¥ Y= (.0,¥-1,%,Y1,---)
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se define por

(I * y)m = Z TrYm—k-

keZ

En consecuencia, (2.6.4) se puede expresar como

cj—l,k = Z iLQk_ijJn = (il * Cj)gk, (268)

mEeZ

note que se reemplazé j por 7 — 1 y para simplificar se utilizé la notacion
Um = Y—_m- Si se define el operador downsampling para la sucesiéon x como

((l 2)x)k =z, kELZ,

entonces (2.6.8) se puede escribir

cio1. = (1 2)(h*¢)). (2.6.9)
De un procedimiento similar se obtiene, con g,, = (—1)"hy_,,
di—1,. = (1 2)(g *¢;). (2.6.10)

Al algoritmo de descomposicién, Mallat lo llamé algoritmo piramidal [31],
mientras Daubechies lo llamé algoritmo de cascada [15].

2.6.2. Algoritmo de reconstruccion

Recuerde que dado un AMR, el conjunto de funciones linealmente
independientes ¢;; que generan a V; son las funciones de escala, mientras
que el conjunto de funciones linealmente independientes 1, que generan a
W; son las wavelets. En otras palabras, {@;xtkez ¥ {¥jk }rez son generadas,
respectivamente, por ¢ y 1, esto es,

oin(t) =202t —k) y () =27t —k), VkeZ
forman las bases ortonormales para V; y W;, respectivamente. Definiendo
gk = (P10, Pok),  A2k—1 = (P11, Pok)
bar, = (P10, Yor),  bar—1 = (@11, Yor),

donde a, = h_; y by, = (—1)*h;, . Entonces

Cik = E A2 —kCj—1,m + b2m—di—1.m

MEZ

= Z hk,Qij,Lm + (—1)kh2m,k+1dj,1’m. (2611)

meZ
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Observe que esta ultima expresién es casi la suma de dos convoluciones.
La diferencia esta en que el indice para la convoluciéon es k — m mientras
acd aparece k — 2m. En otras palabras, (2.6.11) es una convolucién pero sin
los términos impares (falta hy_(2,,,—1)). Para que (2.6.11) sea una convolucion,
se altera la sucesion original intercalando ceros entre sus componentes y
obteniendo una nueva sucesién que contiene ceros en todas sus entradas
impares. Este procedimiento se llama upsampling, denotado por (T 2). Més
explicitamente, si x = (..., 2_9,x_1,Tg, T1, Ta,. .. ), €ntonces

((T Q)x)k =(...,29,0,2_1,0,20,0,21,0, 29, ...)

o de manera equivalente,

((12)z), = { Ty/2, Sik es par,
k

0, si k es impar.

En consecuencia,

ciw = (T 2)¢j-1) x h) + (T 2)dj-1) * g) .- (2.6.12)

La Figura 2.6.2 representa el algoritmo de reconstrucciéon en forma
esquematica.

d;. e djsk—1,
T S U

Cj+k—1,, — Cjt+k, —»

djt1,
Cj+1,

Figura 2.6.2



CAPITULO 3

Compresion de imagenes usando wavelets

El propdsito de este capitulo es presentar algunos conceptos basicos en
el procesamiento de senales. En particular en la compresion de imégenes,
la cual se puede mirar como un proceso de compresiéon de datos, en
donde los datos comprimidos siempre son representaciones digitales de
senales bidimensionales. La compresién de iméagenes se puede situar en el
contexto mas general de la teoria de la informacién y de la codificacion
en donde muchos problemas de comunicacion digital, la informacion se
transmite en forma de cadenas de ceros y unos a través de un canal en
el cual la transmision puede producir perturbaciones debidas a interferencias
climatolégicas, problemas eléctricos, error humano, deterioro de una cinta
o disco, que podrian causar que un cero se reciba como uno o viceversa,
estas perturbaciones, en general, se llaman ruido. En estas circunstancias,
las transformaciones erroneas de los digitos en una palabra enviada, pueden
conllevar a que una palabra recibida sea diferente a la que se envié.

El interés por la teoria de comunicacion, desde la compresion de datos
se centra principalmente en la codificacién eficiente de la informacién en
ausencia del ruido. Sin embargo, existen muchas aplicaciones, por ejemplo
en medicina o astronomia, en donde no es aceptable ningiin deterioro de la
imagen porque toda la informacién contenida, incluso la que se estima como
ruido, se considera imprescindible.

En varias areas de trabajo, las necesidades de compresién provienen
principalmente de problemas de transmisién y manipulacién de informacion,
y en menos ocasiones por problemas de almacenamiento. Es evidente que las
imégenes, incluso comprimidas, requieren grandes cantidades de memoria.
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Debido a este hecho, existen basicamente dos tipos de compresores de
imégenes: compresores sin pérdida (lossless compressors) y, compresores con
pérdida (lossy compressors). Estos ultimos, a costa de eliminar la informacién
menos relevante para el observador, alcanzan cotas de compresién muy
eficientes. A este tipo de compresores pertenece el estindar JPEG (Joint
Photographic Experts Group) [12], [24], [36], el cual usa la transformada
discreta coseno, mientras la nueva version JPEG2000 estd completamente
basada en transformada wavelet [56].

3.1. El problema de la compresion de
imagenes

Asi como las senales son tratadas como funciones de una variable, las
imagenes se representaran por funciones de dos variables. Por lo tanto, dada
una imagen f, que pertenece a un espacio de Hilbert H, el problema de la
compresion de imagenes es el de encontrar una representacion aproximada f
de f con las siguientes tres condiciones:

a) La senal f es dada por un ntmero fijo de coeficientes N
b) Existe un control conocido del error E(N) :== ||f — f]|
c¢) Existe un algoritmo rapido que reproduce a f .

El objetivo de un algoritmo de compresién (procedimiento o método) es
el de representar ciertas imagenes con menor informaciéon que la usada en
la representacion de la imagen original. Para un algoritmo sin pérdida,
la imagen original y la comprimida serd la misma, y el error entre ellas
serd cero; mientras un algoritmo con pérdida, la imagen original difiere
de la comprimida. Este tipo de algoritmo es de suma importancia en la
minimizacion de transmision de datos o almacenamiento de informacion.

Otro hecho importante es el estudio del error, es decir, encontrar una
base {e; : j € Z} en donde la senal procesada f se pueda expresar como
una combinacién lineal finita de la forma Zj\[:l( f,ej)e; de tal manera que el
error de aproximacion sea lo mas pequeno posible, esto es, E(N) = O(N~%).
Existen dos formas estandar de construir tal aproximacion: la lineal y la no
lineal y las representaciones mds usuales para f son la serie de Fourier o
la serie wavelet. Los espacios mas usados, en donde se definird la métrica o
norma que mide el error, son los espacios de Sobolev y Besov.

Finalmente, otro punto de interés en esta teoria, es entender la
interrelacion entre la calidad de la imagen comprimida y el ntmero de
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coeficientes empleados. El propésito de esta seccién es estudiar las dos
primeras condiciones (a y b), siguiendo los articulos [7], [18] y [35]. El estudio
del algoritmo se deja para la ultima seccién.

3.1.1. Formulacion matematica

Una imagen se puede considerar como una funcién f definida sobre el
cuadrado unitario ) = [0, 1] x [0, 1]. Se vera que el procesamiento de senales
esta estrechamente ligado con el andlisis wavelet. El concepto de wavelets en
dos dimensiones es relevante en este estudio.

Sea ¢ la funcién de escala y ¢(z) la correspondiente wavelet madre,
entonces las tres funciones

Yi(z,y) = P(r)(y)
Ya(z,y) = P(x)p(y) (3.1.1)
Y3z, y) = @(x)d(y)

forma, por dilatacién y traslacién, una base ortonormal para Lo(R?); esto es,
{2P0n(@Pr — k. 2y — ko)), jEL, k= (ki k) €2,

m = 1,2,3 es una base ortonormal para L,(R?).
Por tanto, cada f € Ly(IR?) se puede representar como

= dixthp, (3.1.2)

J,kEZ

donde 1) es cualquiera de las tres funciones ¥, (z,y) y djr = (f, ¥jk)-

Un modelo matematico natural en el procesamiento de senales, es
considerar una senal f como un elemento de un espacio de Hilbert H.
Usualmente, H se toma como Ly(R%), Ly ([0, N]%) o ¢5(N?), dependiendo de
la aplicacion en estudio. Por ejemplo, las imagenes de la vida real se pueden
ver como funciones f(z,y) que corresponden a la intensidad del campo de
luz en @ = [0, 1] x [0, 1]. Se explicard brevemente como este tipo de funciones
se pueden discretizar con el propdsito de manipulacion y almacenamiento en
el computador [7].

Es de notar que la funcién intensidad f(z,y) asociada con la imagen no
puede, en general, medirse en todos los puntos 0 < z,y < 1. En la practica,
un dispositivo (un fotémetro) mide promedios de intensidad de luz sobre
pequenos cuadrados que se llaman pixels (o elementos de imagen) distribuidos
diddicamente a lo largo de toda la imagen en ). Para m grande (usualmente,
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m > 8), se puede codificar la imagen como una sucesién de 2™ coeficientes

m 1 o m
m,j Qm,j

donde j = (j1,J2) ¥ Qm,; (el j—ésimo pixel) denota el cuadrado diddico
[Qj,ln , j;fnl} X [27,"; , jgzl] . A cada uno de estos cuadrados se le asocia el nimero p;
(usualmente entre 0 y 2%), el cual representa la escala de gris de la imagen en
ese punto. De esta manera la imagen queda digitalizada y se puede almacenar
y procesar por computador.

Observe que hasta el momento no se ha definido una funcién f que
represente a la imagen como una colecciéon de pixels. Esto se puede hacer
considerando una sucesion {¢,,;} de funciones de valor real con soporte en

Qm,; y construyendo la imagen observada

fo(@) = 3 piemi(x), w € R, (3.1.4)

Usualmente, ¢,,;(z) = ¢(2™x — j), para una funcién fija ¢, la cual se puede
escoger simplemente como X (la caracteristica de @), o versiones suavizadas
tales como splines o funciones de escala. En el caso de escoger una wavelet,
por ejemplo, las wavelets de Haar en el cuadrado (), y denotando la funcion
caracteristica de ) por x = x¢ y la funcién caracteristica normalizada de

Qm,; por ,
Xmj = 2"XQ,,; = 2"x(2"r —j), xR,

entonces (3.1.3) se puede expresar como

p, = 2" /Q W@ — ) f(@)dz

m,j

= 2m<ij>f>

De esta manera, la imagen observada (3.1.4) queda expresada como
folz) = ijX@mx )
J
= Z<ij7 f>ij‘

j
Por tanto, si la expansion en wavelet del campo de intensidad f es

[ = Z Z djxjr, (3.1.5)

k>0 j
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entonces la expansion en wavelet de la imagen f, es

fo= Z Zdj,k%'k-

0<k<m J

Observe que f, es la proyeccion de f sobre gen{x,,;}; = gen{®;i bo<k<m,; en
Ly(Q). Note también que para m suficientemente grande, f, es practicamente
una copia indistinguible de la imagen original f. El problema de la compresion
de imagenes es entonces representar f, con una cantidad suficiente de
coeficientes para no perder la semejanza o parecido visual de la imagen
original.

En el apartado que sigue se presentaran las dos técnicas de aproximacion
utilizando bases wavelet, y se estudiard el problema del error en este caso.

3.1.2. Compresion lineal y no lineal

Considere el espacio de Hilbert H. Sea {e;}7°, una base ortonormal fija.
Entonces, para cada f € H se tiene

e}
F=> ke,
k=1
donde ¢ = (f, ex) son los coeficientes base. Hay dos maneras de construir y

aproximar una senal fy con sélo N coeficientes base.
1. El método de aproximacién lineal: corresponde a minimizar el funcional

N
Hf — ZakekH, para todo ag,...,ay € C.
k=1

Para la base {e;} el minimo es dado por

N
fn = Z(f, €k)Cx;
k=1
es decir, fy es la proyeccién ortogonal de f sobre Vi := gen{ey,...,en}.

2. El método de aproximacion no lineal: corresponde a minimizar

e

yEA

, paratodo a,€C

y todo conjunto de indices A C N tal que CarA < N. Cuando {e;} es una
base ortonormal, el minimo es dado por

N

fN = Z<f7 ekr>ekm

r=1
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donde los coeficientes se han ordenado en forma no creciente

[(Fren)| = [(Frer)] > -

A manera de motivacién, considere el espacio de Hilbert H = Ls[0,0] y
su base de Fourier asociada

1 )
en(t) = —=e¥m/b e 7.

Vb

Esta es una base ortonormal para L,[0,b], asi que cualquier funcién f se
puede representar en términos de su serie de Fourier

10 = S 4Fentenlt) = 3=

neL

2mn
b

Jealt).

con la convergencia en el sentido de L,. La ultima identidad tiene sentido
cuando f se extiende a cero fuera de [0, 5] y

fw) = / F(t)e e

es la transformada de Fourier de f. La mejor aproximacion lineal para f con
N coeficientes esta dada por

y el error de aproximacién es

1/2
B =1f -l = [+ 3 [F ()

|n|>N

Ahora, la caracterizacién del conjunto de todas las senales f € Ls|0, b] para
el cual el error de aproximacién decae conforme E(N) = O(N~%), se hace
teniendo en cuenta que la pequetiez de E(N) estd estrechamente relacionada
al decaimiento répido de f(w) cuando |w| — co. Este decaimiento asintético
es de hecho equivalente a la regularidad de la funcion f, en virtud de la bien
conocida identidad

FP(w) = / POt = (iw)* f(w).
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Estos hechos conducen a un candidato natural para el estudio de la
aproximacién lineal con Fourier: la familia de espacios de Sobolev (véase
por ejemplo [21]).

Para s € R, el espacio de Sobolev H*(RR) se define por

H*(R) := {f € Ly(R) : /R(1 +[22)°| f (@) [Pda < oo},

donde f es la transformada de Fourier de f. H*(R) equipado con el producto
interno

U)o = / (11 [22)° f(2)3()de

es un espacio de Hilbert. También se le asocia la norma

Hszz(/1+yx| i) \da:)l/z.

En consecuencia, si s > 0y f € Ls[0,b] y es de soporte compacto, entonces

/]

f € HR) i N*1E*(N) < .

N=1

En efecto,

;N25—1E2(N) _ Nz:lNQS—1 %Z

[n|>N

el

nl

_ %Z Y N

neZ \ N=1 f<2ﬂ-n>‘
- ST
/(1 + |w|2)s‘f(w)‘2dw < 00.
R

En el dltimo paso se utilizo el hecho plausible de ver la integral como una
suma de Riemann.

Se puede concluir de lo anterior que la aproximacion lineal con Fourier
es muy buena en el andlisis de senales con suavidad uniforme en todos los
puntos t € R. Sin embargo, en el modelo de imédgenes es mala, puesto que
una sola discontinuidad en un punto se tornara en una baja sensible en la

Q
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suavidad global [33]. Nétese también que de la razén del decaimiento del
error de aproximacion, se puede estimar numéricamente el mejor s para el
cual f € H®.

Para desarrollar la aproximacién tanto lineal como no lineal usando
wavelet, es necesario introducir algo de terminologia matemadtica como la
nocién de espacio de Besov [19].

Dadoa>0,0<p<oo,0<qg<oo,ysear € Zconq>a>r—1.El
espacio de Besov, B (L,(Q)), consiste de las funciones f para las cuales la
norma || f|| ger (1, (@) definida por

< rw,(f t)p1edt
g aaie = Wl + ([ [ F) T oo <o

wT(f? t)P

ta

£l B,y = 1l L@ +St1>lg[ } <00, ¢ =09,

donde para cualquier h € R?,

1/p
w,(f, 1), = sup (/Q \A;;f(x){pd:c) , 0<p<oo,

|h|<t

es el r—moédulo de continuidad en L,, con el cambio usual del supremo
esencial cuando p = oo. Si se define AY) f(z) = f(x), entonces

Wf(@) = A7 f(w+h) = AT (), r=12,...,

es la r—ésima diferencia hacia adelante de f, Q., = {z € Q : v +rh € Q};
recuerde que @ = [0,1] x [0, 1].

Observacién 3.1.1. 1) Si0 < p <100 < ¢ < 1, entonces || - || go-r (1, (@) nO
satisface la desigualdad triangular. Si embargo, existe una constante C tal
que para todo f, g € By (Ly(Q)),

1 + 9l e o@) < CUIF s @@y + 9llBemw,@)-

2) Como, para cualquier v > o, ' > r, ||fllgorr,q) ¥ HfHB;“"(Lp(Q)) son

normas equivalentes, se denotara el espacio de Besov por By (L,(Q)) en vez
de B (Ly(Q)) para todo r > a.

3) Para p = q =2, B$(Ls(Q)) es el espacio de Sobolev H¥(Ly(Q)).

4) Paraa < 1,1 <p < oo,y q=00, BL(L,(Q)) es el espacio de Lipschitz

Lip(a, L,(Q)) = {f € Ly(Q) : | fa + h) — f(x)]l1, < kIAJ", & > 0 cte}.
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1/q
5) IfllBg(z,(q) es equivalente a la norma <Zk > 2“k|dj7k|q> , donde d;

son los coeficientes wavelet de f.

1/q
6) |/l (L, (@) es equivalente a la norma <Zk > |dj7k|q> , donde % =5+5.

l\JI»—A

Compresioén lineal
Sea 1) una wavelet y considere la imagen f dada por (3.1.5). Sea
fn= Z Zdj,ki/}jk, donde  dj1, = (f, ¥jr)
k<N j

es decir, se incluye en la aproximacion todos los coeficientes d; j, con frecuencia
menor que 2V, N < m (fy es la proyeccién sobre V,,). fn se llama la
aproximacién wavelet para f. Entonces

If = Inllig = szdg‘,k%k— o> ﬂc%k

k>0 j 0<k<N j £2(Q)

_ szd}k%k‘ —ZZ dj kin, djktjn) o
k>N j La k>N j

— ZZd]kd, %k,%kz—zzuaﬂ
k>N j k>N j

< ZZQ2aN|dJk|2 < 2_QQNZZQ2ak|dJ [
k>N j

= 2 2aN||f||Ha(L2(Q)) (por la 0bservac1on(3.1.4)).

* Note que (Yjk, Yjk)2 = [[Ujl|> = 1.
Por tanto,

If = fvlla@ < 27N f ey

Observe que la aproximacion lineal por wavelets produce resultados similares
a la aproximacién por Fourier [33].

Compresién no lineal

El propoésito ahora es presentar la aproximacion no lineal usando bases
wavelets, mds bien que la base de Fourier. Sea H = Ly(R?), y considere una
base ortonormal de la forma {¢;;}. La meta es aprovechar la propiedad
zoom de las wavelets para reproducir las singularidades esenciales de f
en la imagen comprimida fyn. Recuerde que las singularidades producen
coeficientes grandes de la wavelet, por lo tanto se espera que el error en
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este caso, sea ciertamente una cantidad més pequena que la del error de
aproximacién lineal.

Para una senal f € Ly(R), la aproximacion no lineal con N coeficientes
esta dada por

fv= > (),

YEAN

donde Ay = {71 = (j1, k1), -, 7w = (Un,s k:N)} y los coeficientes se escogen
en orden no creciente:

El error de aproximacién es la suma de los coeficientes restantes

If = Il = D 1Ko

YEAN

Con el fin de minimizar este error, los indices en Ay deben corresponder a
los N coeficientes grandes, pues éstos provienen de las singularidades de f.
En consecuencia, para el algoritmo de la compresion no lineal se toma

N
I =) 1 ) oy
k=1

Ahora, suponiendo que f € B (Ly(Q)), % =5+ %, entonces el error minimo
en la aproximacion no lineal es
If = fvlltg = D 10l (3.1.7)
k=N+1

Como los coeficientes satisfacen (3.1.6), entonces

k(] =

I
-
<

2

—=

_|_

+ +
=
<

2

I I

< Mw
=~
<
2
i
—=
VAN
L
=~
<
2
i
—=

1%, < ClA e Lo

De donde
(| < Ck_l/quHBg(Lq(Q))- (3.1.8)
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Por tanto, al sustituir (3.1.8) en (3.1.7) se tiene

1f = fvllia) < CllfBg oy > ke

k=N+1

y teniendo en cuenta que

Z L—2/4 < / 22y — N__, a>0
N

k=N+1

se deduce
1f = fyllza@) < ON"(| £l B (Lot

Observacién 3.1.2. 1. El andlisis de arriba se puede aplicar a cualquier
esquema de compresién que satisfaga

F=> dintje,  dix = ()

con |djx — djx| <7y |djr| <7 implicando d;, = 0.

2. Como se mencioné previamente, la cantidad N~%/2 se puede alcanzar por
aproximacién lineal para funciones que tienen « derivadas en Lo, es decir,
funciones en H“. El aumento al conmutar a la aproximacion no lineal estd en
que la clase By(L,(Q)) es més grande que H®. En particular, By (L,(Q))
contiene funciones discontinuas para valores arbitrariamente grandes de «,
mientras que las funciones en H® son necesariamente continuas si o > 1/2.

3.2. Introduccién a la teoria de codigos

Una de las mas importantes aplicaciones del dlgebra moderna tiene que
ver con el desarrollo algebraico de la teoria de codificacion (ver [2], [40],
[44] o [52]). La teoria de grupos ha influido enormemente en el avance de
la teoria de cédigos. Hay métodos algebraicos eficientes y confiables para la
transmision de informacién, estos métodos se llaman codigos algebraicos los
cuales utilizan procedimientos de codificacién y decodificacién muy simples
y faciles de implementar.

La teoria matemaética de comunicacién originada en 1948 con los trabajos
de Claude Shannon [46] y junto con los resultados de Richard Hamming
(1950) [26] motivaron y desarrollaron esta teoria como respuesta a problemas
practicos de informacion, como por ejemplo, medir la cantidad de informaciéon
presente en un archivo de datos o una cinta de texto o como codificar la
informacion para almacenarse eficientemente o transmitirse confiablemente.
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En consecuencia, la esencia del documento de Shannon tenia dos objetivos
fundamentales: la transmision de la maxima cantidad de informacién posible
por un canal y, la deteccion y correccion de errores de transmisiéon debido a
ruidos en dicho canal.

3.2.1. Elementos de la teoria de codificacién

En general, una fuente de informacién es un conjunto finito
X ={x1,29,...,2,}

con probabilidades asociadas dadas por p; = P(X = z;) para 1 < i < n,
donde se usa la notacién (X = x;) para denotar el evento: la fuente produce
el stmbolo x;. Acd 0 < p; < 1y > " p;i = 1. Se denota una fuente de
informacion X por la expresion

X _ (:El IQ P :L‘n> .
pP1 P2 - Dn
La cantidad promedio de informacion por simbolo de la fuente X se llama
entropia, se denota por H(X), y se define por

H(X) = - Zpi log, pi,
i=1

donde las unidades de H(X) son los bits de informacién/simbolo fuente.

Se define Olog, 0 = 0 ya que lim, .o+ zlog,x = 0 y log, 1 = 0. Luego
H(X) = 0 para tal fuente.

El mensaje es una unidad bésica de informacién, y se define como una
sucesion finita de simbolos o caracteres de un alfabeto finito. Un alfabeto es
un conjunto finito de simbolos. Por ejemplo, se puede elegir un alfabeto como
el conjunto B = {0, 1}. Cada simbolo que se quiera transmitir, una palabra,
se representa como una sucesion de m elementos de B.

Si se define la operacion + mediante la siguiente tabla:

>—t©.|_
—_ o O
e Y S

Tabla 1.

Entonces B = {0, 1} es un grupo bajo esta operacién binaria. Este grupo se
denota por Zy (ver [28]). Por Z%, se denota al conjunto de todas las n-adas
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de ntimeros de Z,, esto es, n-adas de ceros y unos. O sea, Z] es el conjunto
de todas las palabras de longitud n.

La tarea basica en la transmisién de informacién es reducir la probabilidad
de recibir una palabra diferente de la palabra enviada. Esto se hace siguiendo
un modelo de canal simétrico binario, es decir, cuando un transmisor envia
la senal 0 o 1 por el canal, a cada senal se le asocia una probabilidad p de
transmisiéon incorrecta, como se ve en la Figura 3.2.1. Si la probabilidad es
igual para las dos senales, el canal se llama simétrico.

Oe 1-p , o0

Senal transmitida Senal recibida

p
o]

L=p
Figura 3.2.1

Si la entrada del canal es producida por alguna fuente de informacién X,
entonces se puede describir la entrada del canal por la variable aleatoria
X. El canal y la fuente se pueden pensar como otra fuente Y. Luego se
puede describir la salida del canal por la variable aleatoria Y. En resumen,
el canal simétrico binario se caracteriza por las siguientes probabilidades
condicionales

P(Y=0|X=0) = 1—p
PY=0|X=1) = p
P(Y=1|X=0) = p
PY=1|X=1) = 1—p.

Para cada valor diferente de p con 0 < p < 1 se tiene un diferente canal
simétrico binario, esto es, existe un numero infinito de canales simétricos
binarios.

En todo el analisis de la teoria de codificacion, se supone que la
transmision de cualquier senal no depende de las transmisiones de las senales
anteriores. En consecuencia, la probabilidad de que tengan lugar todos
estos eventos independientes, se enuncia por el producto de probabilidades
individuales. La probabilidad que en la transmision de n simbolos se

encuentren k errores es:
ny g n—k
1-— )
( k)]’ ( p)
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Ejemplo 3.2.1. Considere la palabra ¢ = 10110 € Z3. Si al transmitir
cada bit de ¢ por el canal simétrico binario se supone que la probabilidad
de transmision incorrecta es p = 0,05, entonces la probabilidad de que el
receptor del mensaje de cinco bits reciba la palabra r = 00110 € Z3 es
(0,05)(0,95)* = 0,041. De igual manera, la probabilidad de recibir r = 00100
es (3)(0,05)%(0,95)% = 0,0021.

Para mejorar la precision de transmision en un canal simétrico binario
se pueden utilizar determinados esquemas de codificacion en los que se
presentan senales adicionales, para ello se daran algunas definiciones y
propiedades sobre la teoria de codificacién.

Definicién 3.2.1. A la funcion uno a uno
h:MCZy — Zy, para m,n €N,

con m < n, se llama funcion codificadora o una codificacion (m,n). El
conjunto M # () consta de los mensajes a transmitir. El conjunto

C ={h(c),ce M}

se llama un cdédigo y h(c) es la palabra codificada. Los ceros y unos adicionales
pueden proporcionar el medio para detectar o corregir los errores producidos
en el canal de transmision.

Las tres caracteristicas basicas de un cédigo son:

a) Un conjunto de mensajes.
b) Un método de codificacién de los mensajes.

¢) Un método de decodificacién de los mensajes recibidos.

La meta de la teoria de cédigos es de disponer de métodos de codificacion y
decodificacion que sean confiables, eficientes y faciles de implementar.

El alfabeto para los codigos algebraicos son los elementos del campo finito
de Galois, F, = GF(q), el cual es isomorfo a Z,, donde ¢ es un nimero primo.
Fy = (Fy,+) representa el espacio vectorial sobre IF,. Cuando F, es Z,, el
cédigo se llama binario.

Definicién 3.2.2. (distancia y peso de Hamming) Sean
X:l’ll’g...InEFZ y Y:ylyQ...ynEFZL

la distancia de Hamming, denotada d(X,Y), se define como el nimero de
componentes en que difieren los vectores X y'Y .

El peso de Hamming, denotado w(X), se define como el nimero de
componentes x; no nulas. Esto es, w(X) = d(X,0), donde 0 =00...0 € Fp.
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Es claro que d(X,Y) = d(X —Y,0) = w(X) = w(X —Y). Se puede
verificar que la distancia de Hamming cumple las propiedades de una métrica
en [F7.

Ejemplo 3.2.2. Sean X = 01001 Y = 11101 elementos de F3, entonces
w(X) =2, wY) = 4. Como X +Y = 10100, entonces w(X +Y) =2 =
d(X,Y).

Definicion 3.2.3. Sea la funcion codificadora h : Fy* — Fy. El codigo
C=h[Fy] ={h(c): ceF)}

se llama un cédigo de grupo si C' es un subgrupo de Fy. A los cddigos de
grupo también se llaman codigos lineales.

Ejemplo 3.2.3. Considere la funcién codificadora h : F3 — FS definida por

(000) = 000000, A(001) = 001100,
(011) = 011111, A(100) = 100101,
h(110) = 110110, A(111) = 111010,
(010) = 010011, A(101) = 101001.

Es un cédigo de grupo. Basta probar que el conjunto de palabras codificadas
C' = {000000,001100,011111,100101,110110,111010,010011, 101001}

es un subgrupo de FS. Primero observe que la identidad de FS pertenece a
C. Luego se verifica que si v y v son elementos de C', entonces u +v € C'y
ast, C' es un subgrupo de F$ y la funcién codificadora es un cédigo de grupo.

Si un mensaje ¢ = c¢icy...c, es codificado como X = zix9...2, ¥y
transmitido a través de un canal con ruido, y la palabra codificada X puede
ser recibida como la palabra alterada Y = y,9s...y,, entonces la palabra
error Y — X, se llama patron de error. El siguiente criterio es utilizado para
detectar errores.

En un codigo de grupo C', un error puede ser detectado si solo si el patron
de error no es una palabra codificada en C.

En efecto, sea X la palabra codificaday e =Y — X # 0 el patrén de error o
X +e=Y, donde Y es la palabra recibida. Si € € C', entonces X +ec € C'y
el patron de error € resulta ser una palabra codificada, por tanto la presencia
de Y no es detectada. Reciprocamente, si € ¢ C' entonces Y — X ¢ C, luego
Y ¢ C y asi, no es una palabra codificada.
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Nota 3.2.1. Para decodificar el vector recibido Y como la palabra codificada
mas proxima a X, con respecto a la distancia de Hamming, se escoge un
vector € de peso minimo. Este método de decodificacién se llama de méxima

verosimilitud, si la probabilidad de transmisién correcta 1 — p es mayor que
1/2.

3.2.2. Matriz generadora y de verificacion de paridad

Definicion 3.2.4. Para m < n, sea h : K" — F7' una funcidén codificadora
definida por h(u) = uG con u € F)' y G una matriz de orden m x n (con
entradas en ;). La matriz G se llama matriz generadora para el codigo y
estd dada por:

1 0 ... 0 a1 a19 e al(n_m)
01 ... 0 a21 a929 e a2(n_m)
L0 0 ... 1 ¢ Gp1 Gm2 oo Gm(nem)

Dada la matriz G, el codigo generado por esta matriz puede ser obtenido
formando todas las ¢ posibles combinaciones lineales de las m filas de G.
Una manera de alterna de describir un coédigo de grupo C', es por medio de
la matriz H de orden (n—m) x n, llamada matriz de verificacién de paridad,
la cual satisface HG! = 0.

Esto es, el espacio fila de H es el complemento ortogonal del espacio fila
de G. Por tanto, cualquier palabra recibida V' es una palabra codificada si y
s6lo si HV' = 0. Al elemento HV'? se le llama sindrome de V.

En general, el conjunto mensaje consiste de todas las posibles ¢™ m—adas
de F"'. Si cada m—ada (vector fila m—dimensional) u = 0109...0,, es
codificada con el vector n—dimensional uG donde G es la matriz generadora
de orden m x n, el resultado es un vector de la forma:

uG = (0102...0,) Iy A) (%)

= (0'10'2...0'nb1b2‘-' b’n—m)

donde I, es la matriz identidad de orden m, b; = Z 0icijyj=1,2,... n—m.

Estas ecuaciones se llaman ecuaciones de verlﬁca(non de paridad. Cuando esto
se hace con todas las posibles m—adas u, el resultado es un cédigo de grupo
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generado por G. Por tanto, con el esquema de codificacién descrito por (x),
cada palabra codificada en el cédigo generado por G, tiene la propiedad
atractiva de que el mensaje se obtiene de los primeros m simbolos. Un
codigo con esta estructura, se llama codigo sistematico. Esto es, un cédigo
sistematico tiene matriz generadora de la forma (1, : A).

Ejemplo 3.2.4. Considere la funcién codificadora h : F2 — F5 con matriz

generadora
10110
G= { 01011 } '

Determine el cédigo de grupo C. En efecto, F2 = {00,01, 10, 11}

1(00) = [00] G = 0000
10110
{01_011}ZMM1
10110
[01 011}_10110

Andlogamente se obtiene : h(11) = 11101. Luego el c6digo de grupo es
C' = {00000, 01011, 10110, 11101} .

La matriz de verificacion de paridad es

H =

[ -
—_ O
oo
oo
— o o

Observe que si u = 0109 € F2 y X = h(u) = 0109030405 € F3, entonces

01011

= (01020101 + 0202)

x :uG:m@{lo 110}

= 010201 (0'1 + 0'2) 09
de esto se tiene

O3 = 01

g4 = 0'1+O'2
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estas son las ecuaciones de verificacién de paridad. Ahora , como o; € Fy

para 1 < i < 5y g; = —0; entonces estas ecuaciones pueden ser escritas
como:
o1+ 03
o1+09+04 = 0
09 + 05 = 0.
Luego,
01
10100 09 0
11010 o3 | =101,
01 001 0y 0
05

o HX' = 0. En consecuencia, V = b1bybsbsbs € IF% se puede identificar como
una palabra codificada pues HV? = 0.

La matriz de verificacion de paridad H, proporciona un esquema
de decodificaciéon que corrige errores simples en las transmisiones; el
procedimiento es el siguiente:

1. Para cualquier palabra recibida V', calcular HV?.
2. Si HV' = 0, no hay error en la transmisién.

3. Si HV' es la i—ésima columna de H, entonces hubo un error simple en
la transmisién y se cambia el 1—ésimo componente de V' para obtener
la palabra codificada C. Aqui, si el cédigo es binario, los primeros m
componentes de C' generan el mensaje inicial. Si el c6digo no es binario,
HV' es r veces la i—ésima columna de H y suponiendo que la palabra
fue V—(00... 70 ... 0)donder € F, ocurre en la i—ésima componente.

4. Si HV*, no tiene la forma 2 o 3, entonces hubo méds de un error en la
transmision y no se puede codificar.

Ejemplo 3.2.5. Suponga que se recibe V' = 11001 que es el codigo del
ejemplo 3.2.4, entonces

HV' =

[ Y S
[ -
o O =
O = O
_ o O

[ e R R S

I
(@]
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Se presenta el caso (3), se cambia la tercera componente de V' y se tiene
HVt=0.

3.2.3. Coddigos Huffman

Considere la fuente de informacién

X:(‘”l T2 f"'”) n>?2
p1r P2 -+ Dn

para la codificacion de la fuente X con entropia H(X) se necesita, en
promedio, un minimo de H(X) digitos binarios por mensaje [46]. El nimero
de digitos en la palabra cédigo es la longitud de la palabra. De esta manera,
la longitud media de palabra de un cdédigo éptimo es H(X). El codigo de
Huffman es un procedimiento para encontrar el cdédigo de fuente 6ptimo,
en el sentido que el promedio de una palabra codificada es lo mas pequeno
posible [29]. A continuacién se describe el esquema de Huffman. Dada una
fuente de informacion

X:<x1 v %> 0>2
P1r P2 - Pg
1. Sig=2,sea f(x1) =0 f(xg) = 1.

2. De otro lado, reordene X si es necesario tal que p; > py > -+ > p, v
define la nueva fuente por

(o 7Y
P1 P2t DPg—2 Pg-1T Dy

3. Aplique el algoritmo de Huffman a X', obteniendo el esquema f’ dado
por

f/(xl) =Ciy. - >f/(xq—2) = Cq—2, f’(l’/) = d7

donde ¢; y d son cadenas de ceros y unos.

4. Defina el esquema de codificacion, f, para X por
flx) =c,.. ., f(l'q—z) = Cg-2, f(qu—l) = dy, f(fq) =d;.

El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento.
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Ejemplo 3.2.6. Considere la fuente de informacion

v_(A B C D E F
~\030 025 015 0,12 0,10 008"

1) Crear una lista con tantos nodos como palabras se vayan a codificar. En
cada nodo se almacena la probabilidad de la palabra a codificar en orden
descendente.

2) Extraer de la lista los dos nodos con menor probabilidad (si hay més de
dos, la eleccién es arbitraria) y cree un nuevo nodo con la suma de estas dos
probabilidades. Este nodo no representa a una palabra en concreto.

3) Repita los pasos 1) y 2) en el préximo nivel.

Concretando, se extraen los nodos con probabilidades 0.10 y 0.08 y se forma
el nodo con probabilidad 0.18. Luego se extraen los nodos con probabilidades
0.12 y 0.15 y se forma el nodo con probabilidad 0.27, a continuacion se toman
los nodos con probabilidades 0.18 y 0.25 y se forma el nodo con probabilidad
0.43 y se continia de esta manera.

Figura 3.2.2

Ahora, asigne a las palabras codificadas en cada nodo empezando desde la
parte superior del arbol, los digitos 0 y 1 y a cada nodo dividido, al de la
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izquierda, 0 y al de la derecha 1. De este modo se obtiene el arbol binario del

codigo de Huffman.
0

1
GO
11
M @ 03
011

010 110 111
TN

Figura 3.2.3

El cédigo 6ptimo (Huffman) que se obtiene de este modo tiene una longitud
media L = Y7 | p;l;, donde [; es la longitud de la palabra i. En este caso la
longitud del codigo es

L= sz‘li = 2,45 digitos binarios.
i=1
La entropia H(X) de la fuente es
H(X)=- Zpi log, p; = 2,418  bits.
i=1

El mérito de cualquier coédigo se mide mediante su longitud media en
comparacién con H(X). Se define la eficiencia del cédigo n como

donde L es la longitud media del cédigo. En este ejemplo, n = % = 0,976.
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3.3. Algoritmo de compresién

La transformada wavelet es una herramienta muy poderosa para resolver
problemas que tienen que ver con la compresion de una senal y que otros
métodos, como el analisis de Fourier tienen limitaciones bien conocidas,
tal es el caso de las senales cuyo espectro varia con el tiempo, asi como
también las imagenes, ya que cuando se aplica el algoritmo de andlisis a
una imagen se pierde mucha informacién al realizarse la antitransformacién
en un intervalo finito. Esto tltimo, es un problema que la transformada
wavelet resuelve de manera satisfactoria y eficiente, ya que una imagen,
utilizando este método, puede ser comprimida gastando menos recursos, por
ejemplo de tipo computacionales, y minimizando la pérdida de informacion
que se produce en todo proceso de compresion. En este punto, emerge la
siguiente pregunta: En la préactica, jcémo se comprime una imagen usando
la transformada wavelet?

3.3.1. Discretizacion de una imagen

Lo primero que se debe discutir es jcomo se representa digitalmente
una imagen?, o lo que es lo mismo, ;jcémo se representa la informacion
de una imagen en un computador? Fisicamente, Una imagen es el mapeo
de un conjunto de puntos luminosos de un objeto situado en una regién
del espacio a puntos en otra regién del espacio, mediante los fenémenos de
reflexién o refraccion. Cada punto de la imagen tiene asociado un conjunto
de propiedades matematicas entre las que se destacan la intensidad, que es
la cantidad de energia radiante que llega a cada punto de la imagen, y el
color, que esta asociado con las caracteristicas espectrales de la misma. La
Figura 3.3.1, por ejemplo, es la imagen digitalizada de un rio en Indonesia;
cada punto de la imagen se asocia con la informacion del objeto que se
esta observando. los puntos oscuros representan la informacion asociada con
el curso del rio, mientras que los lugares brillantes estan asociados con la
vegetaciéon a las orilla del mismo. De igual forma el color brinda informacion
muy importante del objeto; en este caso, la vegetacion, estd asociada con la
longitud de onda correspondiente al color verde.

Ambas propiedades, “la intensidad y el color”pueden cuantificarse
definiendo por cada longitud de onda del espectro electromagnético una
funcién de variable real definida sobre un plano, es decir definiendo una
representacion matematica. Acorde con esto, se define una imagen, plana y
rectangular, como una funcién G,(z,y), donde A es una longitud de onda
dada, = € [a, b,], y € [ay, by] con [a,,b,] ¥ [ay,b,] las fronteras de la imagen
rectangular. G(z,y) da el nivel de intensidad de la imagen en el modo A. Al
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Figura 3.1: .

tratar de almacenar esa informacién, aparece una situacién que tiene una alta
complejidad tecnoldgica y la cual esta asociada con el hecho que la imagen es
la superposicion de infinitos puntos, cada uno de los cuales esta representado
por una funcién de la forma Gy(z,y)

Con el fin de ir reduciendo toda esta informaciéon a niveles “mas
manejables”, se procede a realizar un conjunto de discretizaciones, las cuales
se describen a continuacion.

Primera discretizacién (cuantizacién)

Se puede decir que es aqui donde comienza el proceso de compresién
de una imagen.Cuando el mundo se discretiza, la informaciéon se empieza
a reducir, y esto conlleva a una pérdida de una parte de la misma, con el
proposito de poder manipularla. La primera discretizacion es la manipulacion
que se hace sobre el espectro, ya que toda la informacion se restringe al
intervalo de longitudes de onda que es observable por el ojo humano. Sin
embargo como aun la informacién a manipular, asociada con las longitudes
de onda, es demasiado grande, entonces se discretiza todavia més definiendo
unos subintervalos de longitudes de onda. En los esquemas de discretizacion
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del espectro se definen las llamadas bandas espectrales, de las cuales la mas
usada a nivel de tecnologia son las bandas (R, G, B), correspondientes a las
longitudes de onda del rojo (Red), el verde (Green) y el azul (Blue). Con
esto, se han reducido el infinito de las funciones de longitud de onda A a tres
funciones Gg(z,v), Ga(x,y) y Gg(z,y), las cuales representan la intensidad
integrada sobre cada una de las bandas del espectro.

Al realizar esta primera discretizacion, la imagen que en principio
presentaba una gran riqueza se ha reducido a tres funciones que contienen
toda la informacién, ya que en cierta forma lo que se ha perdido en este
primer paso son las tonalidades mas finas de la imagen.

Segunda discretizacion

Pese a que con la primera discretizacién la informacion de la imagen se
ha reducido, todavia es de dificil manipulacion ya que estd compuesta por
infinitos puntos. El paso a seguir consiste en escoger un conjunto finito de
puntos distribuidos sobre la imagen, en una malla rectangular de puntos bien
espaciados y sobre cada punto (llamado punto de muestreo), tomar el vecino
del punto y promediar la intensidad en cada banda que llega de la luz alli.
El resultado es la reduccién en la resolucién espacial de la imagen. Cuando
se trabaja con la imagen en puro, esta tiene una resolucién infinita; cuando
se discretiza espacialmente, la imagen comienza a perder nivel de detalle.

Esta discretizacion, lo que hace es reducir la imagen y las funciones que
dan la intensidad integrada sobre las bandas, seran matrices de la forma
(GR)mns (GG)mn ¥ (GB)mn, que representan la intensidad media alrededor
de ese punto de imagen (pixel).

Tercera discretizacién (codificacién)

Hasta aqui la imagen se ha reducido a un conjunto de tres matrices M x N
que contienen la informacién de cada pixel. Sin embargo, aun prevalece un
continuo que se debe discretizar y son los posibles valores que puede adoptar
la intensidad.

La intensidad es una variable fisica y puede adoptar un valor real con
todas las posibles cifras decimales. En un dispositivo de almacenamiento,
como un computador, no se pueden manipular nimeros reales de precisién
arbitraria y esto induce a una nueva discretizacion en la que los valores de
la intensidad en una imagen, que conforman un continuo, se discretizan en
valores bien definidos. Estos valores, que permiten valorar la intensidad de
la luz en una imagen, reciben el nombre de niveles de intensidad.

El procedimiento consiste en redondear los valores del nivel de intensidad,
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que como se dijo antes son numeros reales, lo que se consigue cortando los
valores en algtin punto, por ejemplo en la cuarta cifra decimal e imaginando
un intervalo de intensidad entre 0 y 1 de tal manera que este queda reducido
en un intervalo de diez mil valores posibles de intensidad; esto significa
que hay una discretizacién en donde se convierten ntmeros reales en un
intervalo de niimeros enteros y cada nimero entero es una etiqueta que se
asocia con cada nivel de intensidad. Normalmente ese conjunto de niimeros
enteros que representan la imagen deben ser almacenados en un mecanismo
de almacenamiento digital el cual utiliza un sistema de codificacién binario,
prendido - apagado, cargado - descargado, que corresponde a un sistema de
codificacién de la informacién propio de los sistemas electrénicos. Un ntimero
delimitado de valores en el sistema binario corresponde a digitos binarios
con un numero limitado de digitos; es decir, si s representa un nimero de
s digitos entonces se pueden almacenar ntimeros entre 0 y 2° — 1 ; esto es,
si ¢ representa el numero de enteros que se pueden almacenar, entonces,
i € [0,2° —1]. Por ejemplo, si se tiene un nuimero binario con 8 digitos,
entonces s = 8 y se pueden almacenar nimeros i € [0, 255].

Un paso muy importante en el proceso de discretizacién de una imagen
y de alguna manera en el proceso de compresién de la informacion que hay
en ella, es tratar de acomodar los niveles de intensidad que se definen a una
escala de valores relacionadas con un multiplo de dos. Cuando la informacion
de una imagen llega a este nivel, en donde se codifica la intensidad de
la imagen en numeros con una longitud de s bits, se dice que la imagen
estd siendo codificada con una profundidad de color de s bits; por ejemplo,
una imagen codificada a 8 bits es una imagen en la que hay 255 niveles
de intensidad para representar el continuo de los valores de esta intensidad.
Luego, el resultado final de lo que es inicialmente una imagen “fisica son tres
matrices [Ir|mn, [[Glmn ¥ [IB]mn de nimeros enteros con cada uno de ellos
representando un nivel de intensidad.

Cuando se llega a este punto, se puede afirmar que la imagen es de
facil manipulacion digital, ya que se tienen unos digitos binarios que se
pueden almacenar, por ejemplo, en una USB. A este nivel, la imagen a color
codificada en (R, G, B), en un computador ocupa un espacio que es igual a s
bits, que es la cantidad de bits necesaria para almacenar el entero que indica
el nivel de intensidad en un pixel, multiplicado por el nimero de pixeles de
la imagen M N, multiplicado por el nimero de canales, 3; luego, el tamano
de una imagen con las condiciones especificadas es:

T =3MNs (3.3.1)

Por ejemplo, el tamano de una imagen que tiene una profundidad de 8 bits
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de 400 por 400 pixel, tiene un tamano de aproximadamente 469 kb, que
corresponde a una imagen a color bastante sencilla.

En muchas situaciones no se requieren de los tres canales para conseguir
la informacién a estudiar y posteriormente a almacenar; un primer ejemplo
de esto son las huellas dactilares, de las cuales solo se requieren los surcos y
estructuras de la piel de la mano, es decir, se necesita tnicamente, en una
vision por computadora, de la forma general o la silueta de la imagen. Este
tipo de imégenes se les denomina imagenes binarias y es el tipo de imagen
mas simple y solo pueden tomar dos valores discretos, blanco y negro, en
donde el negro es representado por el valor 0.

Otra situacion en la que la consideracién de los tres canales no es muy
relevante son las imagenes satélitales para ciertos estudios de tipo Geoldgico,
como lo es el estudio de la cuenca de un rio, en donde la informacién
mas relevante y de interés no es la vegetacion a la orilla sino el curso de
agua. Para esto solo se requiere, al igual que en el caso anterior, de un solo
canal espectral. Para este tipo de imagenes se requieren diferentes niveles de
brillantez y son conocidas como imagenes a escala de grises, llamadas también
monocrométicas o imagenes de un solo color, contienen datos de 8bits/pizel,
lo que significa que se pueden tener 256 (0 a 255) niveles de brillantez, donde
0 representa el negro y 255 el blanco.

Cuando se reduce a un solo canal, se dice que se ha hecho una conversion
a escala de grises, lo que produce normalmente una reduccién en un factor de
tres en el tamano de la imagen. Se podria pensar que ya se ha reducido en su
totalidad la imagen. Sin embargo, se puede almacenar una imagen en escala
de grises usando menos espacio, lo que se logra reduciendo la profundidad de
cada pixel. La profundidad de cada pixel, como se dijo antes, es de 8 bit, lo que
implica que los niveles de intensidad estan entre 0 y 255. Ahora, en muchos
casos, como por ejemplo en una huella dactilar, no se requieren tantos niveles
de grises y se puede entonces reducir la profundidad a 4 bits, con lo cual se
han reducido los niveles de intensidad a 32 niveles de grises. Reduciendo a la
mitad la profundidad de color, se hace una reduccion adicional en un factor
de 2, y hasta aqui vamos por un factor de 6. Luego, al ir reduciendo los niveles
de grises hasta que se observe que se esta perdiendo informacién relevante,
garantiza una “economia’ en la imagen.

Todavia se puede reducir aun mas la imagen. Piense en lo siguiente,
cuando se tiene la imagen de un tablero de ajedrez, se observa que es
muy poca la informacién til, ya que la imagen puede ser reconstruida con
muy poca informacién, pues es mucha la informaciéon redundante. Es mas,
el cerebro, que es uno de los mecanismos més sofisticado y complejo que
existe para el procesamiento de senales, no toma toda la informacién que una
persona observa, toma algunos elementos del paisaje y utilizando informacion
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previa reconstruye la imagen que se esta observando. Por lo tanto, la idea es
obviar los detalles de la imagen y buscar los patrones, que es la informacion
util de la imagen; esta es la técnica que utilizan los métodos més sofisticados
en matematicas para comprimir imagenes.

La busqueda de un patron, implica la observacién de una senal que, en
general, es muy complicada; sin embargo, al muestrear la senal utilizando
técnicas matematicas, como por ejemplo analisis de Fourier, se identifica
que esta es la superposicion de un conjunto muy determinado de senales
armonicas bien definidas. Al considerar una imagen como una senal, se hace
algo parecido para comprimirla y que a continuacién se entra a detallar.

3.3.2. Algoritmo para la compresion

Como se menciond antes, una imagen, en blanco y negro, es una matriz
de enteros M x N elegidos dentro de un rango especifico, por ejemplo, entre 0
y L —1. Cada elemento de la matriz es asociado a un elemento fotogréfico, el
cual es conocido como pixel y su valor estd asociado con un matriz particular
en la escala de grises. Es comun asociar el color negro con el valor 0 y el
valor L — 1 con el color blanco. Se supone que M es alguna potencia de
dos, por lo general 256 6 512. Si M = 256, lo que corresponde a 65536
pixeles, y L = 256, lo que corresponde a 8 bits por pixel, los requerimientos
de almacenamiento para una imagen serdn 256 X 256 x 8 = 524288 bits.
La meta en una compresién de imagen es aprovechar la estructura oculta
de la imagen con el fin de reducir los requerimientos de almacenamiento.
Esta técnica se aplica para el almacenamiento y transferencia de imagenes y
ademas permite la extraccién de caracteristicas de la imagen.

Las siguientes propiedades estan asociadas con un eficiente sistema
compresor de imagenes:

1. Reduccién significativa del nimero de bits utilizados en el almace-
namiento.

2. Para el ojo humano, la pérdida debe ser insignificante en la calidad
de la imagen. De igual manera, cuando se utiliza para aplicaciones en
visén artificial, no suponer pérdida de informacion en las caracteristicas
mas relevantes de la imagen.

3. Rapidez de calculo para la compresién y para la descompresion.
4. El formato de salida debe permitir su almacenamiento y transferencia.

En general, un sistema de compreséon de imagenes conta de tres etapas: La
transformacién, la cuantizacién y la codificacion, con la caracteristica que
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los datos de salida de cada etapa son los datos de operacion de la siguiente.

A continuacion se exponen las caracteristicas de cada una de estas etapas.

La etapa de transformacion

Etapa en la cual se utiliza una funcién que transforma el conjunto de
datos que componen la imagen original en un nuevo conjunto de datos,
caracterizados por la eliminacion de la informacién redundante, evitando
pérdidas de informacién. En este paso la transformada wavelet juega un
papel muy importante, ya que permite decorrelacionar o encontrar en la
imagen toda la informacién “escondida” o niveles de resolucion que con otros
mecanismos, como por ejemplo la transformada de Fourier, no se pueden
encontrar.

Se parte de un conjunto de funciones que definen una senal de
comparacion, que en el caso de analisis de Fourier son funciones armoénicas,
mientras que en analisis wavelet son un conjunto de bases distintas
construidas a partir de la wavelet madre. Estas bases wavelet son una
representacion eficiente de funciones que se caracterizan por su uniformidad
excepto en un pequeno conjunto de discontinuidades. Una imagen que tenga
una regién muy amplia en escala de grises constante se puede representar
con una base wavelet.

Para una imagen dada, es posible encontrar el mejor paquete de bases
wavelet y utlilizar la expansién en esa base como la transformacién. La
ventaja de esto, es que los coeficientes que resultan se optimizan a alguna
medida de eficiencia relativamente apropiada [56] y la desventaja, que la
hay, es que la mejor base depende de la imagen; por lo tanto, para una

imagen M x M hay QMTQ paquetes de bases wavelet y para especificar la
transformacién que se usa se requieren MTQ bits, con lo cual hay un aumento
de por lo menos 0.5 bit por pixel en el costo del gasto general.

Una solucién, a lo planteado anteriormente, muy efectiva en un proceso
de compresion de un gran nimero de imagenes con caracteristicas similares,
es calcular una base particular muy ajustada al conjunto. Esto se hace
identificando un subconjunto representativo de imagenes a ser comprimidas.
Para un costo funcional dado, se elige una base B que miniminice
Yoy M(f;,B)y asi Bes “el mejor grupo de bases” para el subconjunto y se
usa para especificar la transformacién utilizada en la compresion. Un ejemplo
de este criterio, es la compresion de huellas dactilares, ya que los surcos que
presenta la huella se traducen en valores pixel que oscilan rapidamente y por
esto, una base wavelet estandar no es una representacién optima.

En la eleccién de “el mejor grupo de bases” se debe tener en cuenta el
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filtro wavelet que se debe utilizar. La recomendacion son los filtros simétricos
yva que muchos de los coeficientes que provienen de la periodizacién se
pueden omitir. Como los filtros ortogonales (excepto los de Haar) no pueden
ser simétricos, los filtros biortogonales siempre son los mas usados en la
compresion de imégenes.

Como la representacién debe ser muy eficiente, se requieren de filtros con
un gran numero de momentos desvanecidos de tal forma que las partes suaves
de una imagen produzcan coeficientes wavelets muy pequenos. Debido a las
consideraciones de simetria, solo interesan wavelets biortogonales lo que se
traduce en un numero diferente de momentos desvanecidos en el filtro de
andlisis y en el filtro de reconstruccion. En el filtro de analisis los momentos
desvanecidos dan como resultado pequenos coeficientes en la transformacion,
mientras que en el filtro de reconstrucciéon dan como resultado un nimero
menor de bloques artificiosos en la imagen comprimida. También se busca que
el filtro de andlisis y el de reconstruccion sean tan cortos como sea posible.
Cuantos méas momentos desvanecidos tenga un filtro, mayor debe ser este;
luego, existe una especie de “cambalache” [56] entre porciones que tienen
momentos desvanecidos y filtros cortos. El filtro par £ es un buen compresor
y es el mas usado en la compresion de huellas dactilares.

La etapa de cuantizacion

Después de que la imagen ha sido transformada, se parte de un arreglo de
M x M de coeficientes que pueden ser niimeros de puntos flotantes de alta
precision, los cuales se deben cuantizar de tal forma que se tomen un niimero
relativamente pequeno de valores. La cuantizacion se lleva a cabo por medio
de un mapa de cuantizacién, ), que es una funcion escaléon de valor entero.

A continuacién se describe un esquema de cuantizacién simple, llamado
cuantizacion escalar.

Se comienza asumiendo que todos los coeficientes en el arreglo caen
en un rango [—A, A] y que se especifica el nimero de niveles cuantizados
mediante un numero entero q; se particiona, en ¢ subintervalos iguales
el intervalo [—A,A]; se define un mapa de cuantizacién como se ve en
la figura (2) izquierda; se observa que el rango de Q es el conjunto de
q — 1 enteros {—q(q — 2)/2,...,(q — 2)/2}. Por dltimo, se especifica una
funcién de descuantizacién, Q!, como se ve en la Figura 3.3.2 derecha; Se
observa que cada uno de los valores enteros en el rango de () es mapea-
do al centro del intervalo que corresponde en la particién, excepto Q1(0) = 0

La impronta de buena calidad de una transformacion efectiva para una
codificacién de imagen es que el mayor niimero de coeficientes sean pequenos
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Figura 3.2: Izquierda:Q(z), Derecha:Q~!(x).

y por lo tanto sean cuantizados a cero. Esto es muy 1til para especificar
un pardmetro independiente o umbral (thresholding) A > 0, tal que todos
aquellos coeficientes menores que A en valor absoluto sean cuantizados a cero.
Hay dos tipos de umbral, el fuerte o duro y el suave o blando; la diferencia
entre ellos radica en la forma en que se manipulan los coeficientes mayores
que A en valor absoluto. En el umbral fuerte, esos valores se dejan solos,
mientras que en el umbral suave esos valores se reducen si A es positivo e
incrementan si A es negativo. Un par de funciones umbral se definen como:

0, silz| <A,
Thara(T) =
hard(®) {x, si|z| > A,

0, si|z] < A,
Toope(x) =< x— N\, six >\
T+ A sizr<—A
Estas funciones se muestran en la Figura 3.3.3. Con el uso de una funcién

umbral, el mapa de cuantizacién tiene la forma @ o T'(x), donde T es la
funcién umbral fuerte o la funcién umbral suave.

La etapa de codificacion

Hasta aqui se tiene una imagen transformada, M x M, que ha sido
cuantizada de tal forma que el dato a ser comprimido consiste en una fila de
M? enteros entre 0 y r — 1, para algtn entero positivo r. Lo que sigue ahora
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—A =\ A A —V—)\ A A
/A —A

Figura 3.3: Izquierda: Tyaq(x), Derecha: Tyog ().

es codificar esta fila de nimeros y aprovechar las redundancias con el fin de
disminuir el ndmero de bits que se requieren para almacenar la fila. Como un
ejemplo de esto, considere la imagen de los coeficientes cuantizados como una
senal que es una cadena de letras A, B, C', D, las cuales se van a almacenar
como variables de dos bits en la memoria; de aqui, r = 4 y M? = 16 y el
dato comprimido es escrito como:

AABCDAAABBADAAAA.

Este dato consta de cuatro simbolos diferentes y es posible codificarlos con
dos digitos binarios de la siguiente forma:

A— 00

B — 01

C — 10

D —11.
El dato debe leerse como:

00000110110000000101001100000000

lo que requiere un total de 32 bits. Ahora, se observa que el simbolo A es el que
mas aparece, seguido del simbolo B y los simbolos C' y D son los que menos
aparecen. Entonces, el simbolo que mas aparece se puede representar con un
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nimero menor de bits y usar un nimero mayor de bits para los simbolos de
menor frecuencia. En este caso, se puede utilizar el siguiente codigo:

A—0

B — 10
C — 111
D — 110

con lo cual el codigo debe leerse como:
0010111110000101001100000

luego, el dato pasa de 32 a 25 bits, lo que representa un ahorro del 25 %.



CAPITULO 4

Manual del usuario y anexos

ImageZip

Codificacion y comprension de imdgenes usando transformada
wavelet

Version 1, Revision 0

Manual de uso

ImageZip es una herramienta de software desarrollada sobre Matlab y
disenada que para ofrecer servicios basicos de compresion de imagenes usando
transformada Wavelet. En su estado actual la herramienta tiene un propédsito
fundamentalmente educativo permitiendo a quien la usa explorar el efecto
que distintas estrategias y técnicas tienen sobre la calidad y efectividad del
proceso de compresién de una imagen.

La herramienta ha sido desarrollada en el marco del proyecto Compresion
de Imagenes con Wavelet en la Universidad de San Buenaventura y como
parte del trabajo de Maestria en Matematicas Aplicadas de Hernan Salazar
y Gloria Puetamén®. En su desarrollo participé Jorge Zuluaga, profesor
investigador adscrito al Instituto de Fisica de la Universidad de Antioquia.

ImageZip ha sido desarrollada usando GUIDE la herramienta para la
creacion de interfaces graficas en Matlab. ImageZip requiere Matlab 7.0
para su exploracion y ejecucion.

El presente manual se estructura de la siguiente manera:

'Hernan.Salazar@usbmed.edu.co Gloria.puetaman@usbmed.edu.co
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4.1.

Seccién 1. Instalacién e Invocacion
Seccion 2. Estructura de la interface grafica
Seccion 3. Manejo basico de la herramienta

Seccion 4. Ejemplos de uso

Instalacion e Invocacion

ImageZip es un paquete formado por las siguientes componentes bésicas:

El archivo-M imgzip.m, donde se codifican todas las instrucciones uti-
lizadas por el programa para realizar las tareas basicas de manipulaciéon
y representacion de las imagenes.

El archivo-fig imgzip.fig que contiene la informacién requerida por
Matlab para construir la interface grafica del programa.

Un conjunto de rutinas especiales que realizan tareas especificas
relacionadas con la manipulacién y representaciéon de las imagenes
(image®*.m) y otras que realizan las tareas propias del proceso de
codificaciéon y compilacion.

Imagenes de prueba que pueden ser utilizadas para reproducir los
ejemplos presentados en este manual (directorio images)

Manual del paquete ImageZip.pdf.

El paquete se distribuye para uso exclusivamente académico en la forma
de un archivo-zip (ImageZip-VV_vv.zip) donde VV_vv es el nimero de versién
(VV) y revision de la herramienta (vv). La versién distribuida con este
manual es la 1 con nimero de revision 0, ImageZip-1.0.

La instalaciéon de ImageZip es simple. En un directorio apropiado (se re-
comienda utilizar el directorio MATLAB_INSTALLDIR/work) se descomprime el
paquete. Esta operacion crea el directorio ImageZip-VV_vv que serd utilizado
como directorio base para la ejecucién del programa.

Una vez instalado alli el programa puede ser invocado desde la linea de
comando de Matlab con el siguiente procedimiento:

1.

2.

Abrir el entorno de trabajo de Matlab

Cambiar el directorio de trabajo (ver figura 4.1)
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Figura 4.1: Cambio de directorio en Matlab

3. Escoger el directorio del paquete

4. Invocar la interface grafica directamente desde la linea de comandos
usando el comando imgzip

4.2. Estructura de la interface grafica

La interface grafica se estructura alrededor de 3 paneles: Parametros de
compresién (Panel 1), Area de Imégenes (Panel 2), Area de Estado (Panel
3).

A continuacién se detallan las caracteristicas y funciones de cada uno de
los paneles y de sus componentes.

= Panel 1. Parametros de compresion. Este panel contiene los
formularios a través de los cuales se fijan los parametros basicos del
proceso de codificacién y compresion. El panel incluye 4 formularios:

e Formulario de codificacion bdsica. Este formulario permite fijar el
parametro més bésico de compresion: la profundida de la imagen,
es decir el nimero de bits con los que se codifican los niveles
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Figura 4.2: Interface grafica de ImageZip. Identificacion de los paneles
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basica
profundidad de m e
bits de la imagen i e
- Covificanion basia—
Escoje la familia
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Figura 4.3: Panel 1. Parametros de compresion
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de intensidad en la imagen. En la presente version se permite la
eleccién de uno de 3 niveles posibles: 2, 4 y 8 bits por pixel (bpp).

e Formulario de transformacion. Este formulario permite fijar los
parametros de la transformacién wavelet a la que se somete la
imagen para su posterior codificacion. Dos parametros se fijan
en este punto: la familia wavelet que se quiere utlizar y el orden
(Nivel) de la wavelet madre.

o Formulario de cuantificacion. En este formulario se escoger las
caracteristicas del proceso de cuantizacién (ver tesis). Es posible
escoger el tipo de thresholding utilizado en la transformacion de
cuantizacién (hard thresholding o dura y soft thresholding o suave)
y el ntmero de niveles de cuantizacién que se utilizaran para
codificar por niveles los valores de la transformada wavelet de la
imagen.

e Formulario de codificacion. El algoritmo y las caracteristicas del
proceso de codificacién son escogidas en este formulario. En la
versién actual del programa (versién 1, revision 0) este formulario
esta inhabilitado. El programa utiliza el esquema natural de
codificacién binaria de los coeficientes wavelet pero para el calculo
del valor maximo de compresion se utilizan las caracteristicas del
esquema de codificacién mas eficiente tedricamente.

= Panel 2. Area de imagenes. Este panel esta reservado para desplegar
las imégenes que resultan de la operacién del programa. Esta formado
por una area de informacion que despliega informacién sobre la imagen
que esta siendo procesada, un menu desplegable para la eleccion del
mapa de colores utilizado en la representacion de las imagenes, unos
botones de accién y un menu desplegable para la seleccion del area de
imagen que desea utilizarse para presentar los resultados de una accion
especifica.

El panel presenta 4 areas de imagen distintas donde se pueden presentar
los resultados de distintas operaciones sobre la imagen y compararlas
(ver ejemplos de uso).

= Panel 3. Area de estado. Este panel esta reservado para la
presentacion de por un lado informacioén sobre los parametros elegidos
para el proceso de codificacion y compresiéon y de otro para la
presentacion de los resultados del proceso. El panel esta formado por 3
subpaneles:
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Figura 4.4: Panel 2. Area de imagenes
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Parametros del proceso Resultados tedricos
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Figura 4.5: Panel 3. Area de estado

e Pardmetros. Parametros de codificacion y compresion utilizados
para la tarea que se ejecuta cuando se oprimen los botones de
compresién bésica o compresién (paneles 1y 2).

e Teorico. Presenta 2 tipos de resultado. En primera instancia
la entropia de la fuente de simbolos que genera la senal
correspondiente a los coeficientes wavelet calculada después del
proceso de cuantizacién. El segundo resultado presentado es el
maximo factor de compresion que se conseguiria con un esquema
de codificacién maximalmente eficiente. Este tltimo pardmetro
sirve como referencia para evaluar la capacidad de la wavelet
madre utilizada para representar las caracteristicas de la imagen
para comprimir.

e Resultados. Este subpanel presenta resultados de la evaluacion
comparativa de la imagen reconstruida a partir de los coeficientes
wavelet cuantizados contra la imagen original. En el se presentan
el valor del error cuadrético medio (Mean Square Error, MSE) y
la razén senal pico a ruido (Peak Signal to Noise Ratio, PNSR).

Finalmente el panel de Area de Estado presenta como resumen del
andlisis de la imagen el valor del factor de compresién que se obtendria
si se usara el mas eficiente esquema de codificacion.
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4.3. Manejo basico de la herramienta

Se describen a continuacion los procedimientos bésicos requeridos para
utilizar la herramienta, codificar y calcular las caracteristicas bdsicas de
compresion de una imagen.

4.3.1. Abrir Imagen

El primer paso consiste en cargar en memoria la imagen que se quiere
procesar. Esta accion se realiza a través de la opcion Abrir del mentd Imagen.
Por defecto el programa lista las imagenes con extensién bmp presentes en
el directorio de instalacion del paquete.

de i Area de imag;
— Coumcasinbasia— fr Mapadecolores  gray
Profundidad g Resolucion: T X T
Actuaiizar | [ Gompiimir | [ Zoom Panel 1
3
Fania  db
Nivel g
Teo - Suave Select File to Open 2L
Numero deriveles | 12 Busearen: | ) ImageZip1_0 = of B~
2. {barcode-biurl bmp}
& fingerprint bmp
& riverbmp
Tipa de codiicacion
Parametra 1 Parameto €
Parametro 2 Parametro 4
F3
Harmbre: barcode-blurl.bmp
— Area de estado. s>
schualizar estado Tipe: “bmp - Cancelar
- Teari
Profundidad 2
Entmpia 6.0
Waselet  ob 1
Guantizacion  Suave || WexFactor 0.0
Miveles 12
S Resultados
Codificacion - MSE 00
PSNA 00
Factor de compresion 0.0

Figura 4.6: Abrir Imagen

Una vez la imagen es cargada en memoria el programa la coloca en la
primera area de imagen del Panel 3. Cabe anotar que las imagenes procesadas
por el paquete deben ser imagenes en escalas de grises.

4.3.2. Cambiar el mapa de colores

Para cambiar el mapa de colores utilizado en la representacion de las
iméagenes se puede usar el mentu desplegable del Panel 2 seguido del botén
actualizar del mismo panel. El cambio del mapa de color permite en ocasiones
mejorar las caracteristicas visuales de una imagen o identificar patrones
invisibles a simple vista.
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4.3.3. Realizar una compresion basica

Es posible visualizar la imagen después de realizar una sencilla compresion
consistente en cambiar la profundidad de bits (bits por pixel). La profundidad
de bits determina el numero de niveles de intensidad utilizados para

representar la imagen.
Para visualizar el efecto de este procedimiento de compresién basica se

debe proceder de la siguiente manera:

1. Abrir imagen
2. Seleccionar la nueva profundidad de bits

3. Presionar el botéon de compresion basica

de i Area de imag:
Codficacion basica— Srchiver sarcade-ouir?.bmo

Profundidad 4 Resolugion: 540 x 480

Mapadecelorss  gray

Actusiizar | [ compimir] [ Zoom Panel 1
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[ 2] 4
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==
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Entmpia 0.0
Waelet  db f
Cuantizacion  Swave Max. Facor 6.0

et = Resultados

Codificacion - fre= 0

PSNR 00

Factor de compresion 2

Figura 4.7: Compresién Bésica

4.3.4. Realizar compresion

Para ejecutar la tarea basica de codificacién y compresion se debe realizar

el siguiente procedimiento:

1. Abrir imagen

2. Seleccionar la familia wavelet que se usara para la transformacién
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Figura 4.8: Compresién Completa

3. Seleccionar el orden de la wavelet
4. Escoger el tipo de thresholding a usarse
5. Escoger el nimero de niveles de cuantizacion

6. Escoger el panel donde se desea desplegar la imagen reconstruida
después del proceso de compresion

7. Comprimir

8. Revisar los resultados

4.3.5. Zoom sobre las imagenes

Una vez realizada la compresion es posible realizar un zoom sobre las
imégenes para comparar la calidad del proceso de codificacion y compresion.
El zoom se realiza presionando el botén correspondiente en el Panel 3. Una
vez presionado el boton la accion de zoom se activa en todas las areas de
imagen permitiendo realizar la ampliaciéon tanto en la imagen original como
en las imagenes comprimidas.
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Figura 4.9: Resultados del zoom sobre la imagen original arriba a la izquierda
y sobre las imagenes reconstruidas usando la familia de wavelets Daubechies
de 3 6rdenes distintos

4.4. Ejemplos de uso

En esta seccion se ilustra la manera como la herramienta puede ser
utilizada para estudiar el proceso de codificacion y compresion de una imagen
con propiedades espaciales distintas usando diversas familias de wavelets y
distintos érdenes en cada familia.

En los ejemplos presentados se ilustra la aplicacion de la herramienta para
estudiar el proceso de compresion de tres imagenes distintas:

» Un c6digo de barras (barcode.bmp) que representa una imagen con un
patron espacial repetitivo.

» Una huella digital (fingerprint.bmp) que si bien no tiene un partrén
espacial tan simple como el de la imagen del codigo de barras presenta
caracteristicas geométricas distintas a las de imagenes mas generales.

» Una imagen de satélite (river.bmp) del curso de un rio y sus afluentes
que tiene una complejidad espacial mucho mayor a la de las anteriores.
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Faac

Figura 4.10: Dos de las imégenes utilizadas en los ejemplos, la huella digital
(izquierda) y una imagen satelital de un rio

Familia db db | bior 1.
Orden 1 3 1
Entropia 0.2 | 0.2 0.2
Maéximo factor de compresion | 40.1 | 40.1 | 40.0
MSE 873 | 2334 | 907
PNSR 18.8 | 14.5 18.6

Cuadro 4.1: Resultados de compresion de la imagen del cédigo de barras
usando diferentes familias de wavelets y distintos érdenes

4.4.1. Coddigo de barras

Esta es una imagen muy simple de un cédigo de barras en colores
inversos. El cédigo de barras representa un patrén geométrico repetitivo
en una direccién especifica de la imagen. Es de esperarse que dadas las
propiedades espaciales “simples” de esta imagen su compresion pueda hacerse
muy eficientemente con grandes factores de reduccién en el tamano.

En la tabla 4.1 se presentan los resultados de comprimir usando las
familias disponibles en el paquete la imagen del cédigo de barras

Se observa como el maximo valor de compresién no varia mucho al
cambiar la familia. Sin embargo se ven variaciones apreciables al comparar
las imagenes original y comprimida.

El factor de compresién es apreciable cuando se lo compara con el mismo
factor para imédgenes con propiedades espaciales menos regulares.
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4.4.2. Huella digital

Una huella digital es una imagen que si bien no presenta propiedades
espaciales tan simples como las de un cédigo de barras la superposicién de
regiones claras y oscuras correspondientes a las hendiduras en la piel ofrecen
una oportunidad para codificar eficientemente la informacion de la imagen a
través de una transformacion invertida como la transformada wavelet.

Figura 4.11: Imagen original de la huella digital (arriba a la izquierda) y
sus reconstrucciones a partir de versiones comprimidas usando la wavelet
Daubechies de orden 1 (abajo a la izquierda), 3 (arriba a la derecha) y 5

Al aplicar la herramienta a la imagen se obtuvieron factores de compresion
entre 15 a 19 y entropias para la fuente de simbolos de los coeficientes de
0.5. Se observa la reduccién en un factor de mas de 2 en el factor maximo de
compresion al compararlo con aquel obtenido para la imagen del cédigo de
barras, atribuible a las propiedades geométricas regulares de este ultimo.

4.4.3. Imagen del rio

La imagen del rio es una imagen mucho mas compleja que las
dos anteriores. Sin embargo al tratarla con el programa se obtienen
factores maximos de compresion superiores a los de la huella digital
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(entre 23 y 28). La razén de este hecho puede residir en que la imagen
presenta zonas mas amplias de intensidad aproximadamente constante que
producen seguramente muchos mas valores nulos de los coeficientes de la
transformacion.

4.5. Cdbdigo Fuente

A continuacion se presenta el cédigo fuente contenido en el archivo-M del
programa.

function varargout = imgzip(varargin)
% IMGZIP Comprime una imagen usando transformada Wavelet

% IMGZIP es una interfaz grafica de usuario (GUI) creada para facili-
yA tar la compresién de imédgenes usando transformada wavelet.

% See also: IMREAD, IMWRITE

% Last Modified by Jorge Zuluaga 13-Dec-2006 01:46:23

)5
%INITIALIZACION - NO EDITE

gui_Singleton = 1; gui_State = struct(’gui_Name’, mfilename,

’gui_Singleton’, gui_Singleton,
’gui_OpeningFcn’, Qimgzip_OpeningFcn,
’gui_QOutputFcn’, @imgzip_OutputFcn,
’gui_LayoutFen’, [] ,
’gui_Callback’, [1);
if nargin && ischar(varargin{1})
gui_State.gui_Callback = str2func(varargin{i});
end if nargout
[varargout{1:nargout}] = gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});
else
gui_mainfcn(gui_State, varargin{:1});
end function imgzip_OpeningFcn(hObject, eventdata, handles,
varargin) handles.output = hObject; guidata(hObject, handles);
function varargout = imgzip_OutputFcn(hObject, eventdata, handles)
varargout{1} = handles.output;

%NO EDITE
%

O sk sk sk ok sk sk sk ko ook sk sk ok sk sk sk ko ok sk sk ko sk sk sk ok ok s sk ok sk stk ok ok sk sk ok ok ok ok
%INITIALIZATION

O sk sk sk ok sk sk ko ok ok sk sk ok sk sk ko ok sk sk ko o sk sk ko ok sk ok sk sk ko ok sk ok ok ok ok
set (handles.depth, ’Value’,3); set(handles.wavelet,’Value’,1);

set (handles.wavelet_level,’Value’,1);

set (handles.quantization,’Value’,1);

set (handles.levels, ’String’,12); set(handles.grayscale,’Value’,1);

set (handles.filename, ’String’,’’); set(handles.panel,’Value’,1);
update_state_Callback(hObject,eventdata,handles);
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%SELECCION
%k 3k sk ok sk ok sk ok ok ok sk sk o ok ok o sk oK o sk ok ok ok o ok o ok o ok ok o sk R oK o sk ok ok oK o ok ok o ok ok oK sk ok K ok o ok ok ok ok ok sk ok o ok ok ok
YA
%GRAYSCALE
YA
3
function grayscale_Callback(hObject, eventdata, handles)
3
function grayscale_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) if ispc
&& isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’, ’white’);
end set(hObject,’String’,{’gray’, ’pink’, ’HSV’});

yA
%WAVELET
YA
yA
function wavelet_Callback(hObject, eventdata, handles)
wavelet_index=get(hUbject,’Value’); switch wavelet_index
case 1
set (handles.wavelet_level, ’Enable’,’off’);
case 2
set (handles.wavelet_level,’String’,{’1’,°2°,°3°});
set (handles.wavelet_level, ’Enable’,’on’);
end wavelet_string=get(hObject,’String’);
set (handles.wavelet_val,’String’,wavelet_string(wavelet_index));

%
function wavelet_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) if ispc &&
isequal (get (hObject, ’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’, ’white’);
end set(hObject,’String’,{’db’,’biorl.’, ’rbiol.’});

YA
%WAVELET LEVEL
YA
%
function wavelet_level_Callback(hObject, eventdata, handles)
wavelet_level_index=get (hObject,’Value’);
wavelet_level_string=get(hObject,’String’);

set (handles.wavelet_level_val,’String’,wavelet_level_string(wavelet_level_index));

%
function wavelet_level_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) if
ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’, ’white’);
end set(hObject,’String’,{’1°,°3’,°5°});

%
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%DEPTH
%
%
function depth_Callback(hObject, eventdata, handles)
%
function depth_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) if ispc &&
isequal(get (hObject, ’BackgroundColor’),

get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’) ;
end set(hObject,’String’,{’2’,47,°8°});

%
%CODIFICACION
yA
pA
function coding_Callback(hObject, eventdata, handles)
%
function coding_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) if ispc &&
isequal (get (hObject, ’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’) ;
end set(hObject,’String’,{’Huffman’,’Arithmetic’});
set (hObject, ’Enable’, ’off’);

%
%QUANTIZACION
%
%
function quantization_Callback(hObject, eventdata, handles)
quantization_index=get (hObject,’Value’);

quantization_string=get (hObject,’String’);

set (handles.quantization_val,’String’,quantization_string(quantization_index));

"
function quantization_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) if
ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’, ’white’);
end set(hObject,’String’,{’Suave’,’Dura’});

%
%PANEL
%
%
function panel_Callback(hObject, eventdata, handles)

yA
function panel_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) if ispc &&
isequal (get (hObject, ’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’) ;
end set(hObject,’String’,{’1’,°27,°37,°4°});
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%RADIO
%**************************************************************************

%**************************************************************************
%BOTONES

%**************************************************************************
%
%MUESTRA IMAGEN
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A
function showImageMatrix(tarimage,depth,handles)

%SELECCIONA EL MAPA DE COLORES
colormap_sel_index=get (handles.grayscale,’Value’);
switch colormap_sel_index
case 1;mapacolor=gray(2-depth);
case 2;mapacolor=pink(2~depth);
case 3;mapacolor=HSV(2"depth);
end
colormap(mapacolor) ;
%SELECCIONA EL AXIS DONDE SE SITUARA LA IMAGEN
panel_index=get (handles.panel,’Value’);
switch(panel_index)

case 1;parentimg=handles.tarimage;

case 2;parentimg=handles.zipimage2;

case 3;parentimg=handles.zipimage3;

case 4;parentimg=handles.zipimage4;
end
%SITUA LA IMAGEN
zi=image (tarimage, ’Parent’,parentimg) ;
%ELIMINA EL BORDE Y LOS TICS
set (parentimg,’Visible’,’off’);

function showImageFile(tarfile,handles)
tarinfo=imfinfo(tarfile);
depth=tarinfo.BitDepth;
set (handles.depth_val,’String’,depth);
tarimage=imread(tarfile);
showImageMatrix(tarimage,depth,handles)

%

function update_Callback(hObject, eventdata, handles)
tarfile=get (handles.filename,’String’);
showImageFile(tarfile,handles);

A
%ZIP
YA

yA

function [name] = getWaveletName (handles)
wavelet_index=get (handles.wavelet,’Value’);
wavelet_string=get (handles.wavelet,’String’);
wavelet=wavelet_string(wavelet_index) ;

wavelet_level_index=get(handles.wavelet_level,’Value’);
wavelet_level_string=get(handles.wavelet_level,’String’);
level=wavelet_level_string(wavelet_level_index);
name=strcat (wavelet,level);

%*************************************************

%COMPRESSION
%*************************************************

A
function zipbutton_Callback(hObject, eventdata, handles)
tarfile=get (handles.filename, ’String’);

%LEE IMAGEN

tarimage=imread(tarfile); tarinfo=imfinfo(tarfile);
%PROMEDIA IMAGEN

tarimage=tarimage-mean(mean(tarimage)) ;

%CALCULA TRANSFORMADA WAVELET

name=getWaveletName (handles)
[C,S]=wavedec2(single(tarimage),2,char (name));

%CALCULA PROPIEDADES CUANTIZACION
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gmax=str2num(get (handles.levels,’String’)); L=max(abs(C));
del=2*L/gmax; a=-L+(del/2):del:-(3/2)*del;
b=(3/2)*del:del:L-(del/2); z=[a 0 bl; w=[(del/2)*ones(1,length(a))
del (del/2)*ones(1,length(b))];
%CUANTIZA
for i=1:length(z)

H(i)=sum(abs(C-z(i))<=w(i));
end s=tarinfo.BitDepth; eps=1e-17; x=H/length(C)+eps;
ent=sum(-x.*log2(x)); rmax=s/ent;
%DECUANTIZA
len=length(C); TMP=C; for i=1:len

for j=1:length(z)
if abs(TMP(i)-z(j))<=w(j) TMP(i)=z(j);
end
end

end
%RECONSTRUYE LA IMAGEN
zipimage=waverec2(TMP,S,char(name)); m=min(min(zipimage));
M=max (max(zipimage)); zipimage=(255%(zipimage-m)/(M-m))+1;
%CALCULA ERRORES
difimage=(zipimage-single(tarimage)) .*(zipimage-single(tarimage));
sumimage=sum(sum(difimage)); sizeimage=size(tarimage);
MSqE=sumimage/(sizeimage (1) *sizeimage(1));
PeakNSR=20%10g10(255/sqrt (MSqE)) ;
%MUESTRA RESULTADO
showImageMatrix(zipimage,8,handles) ;
%CAMBIA VARIABLES DE ESTADO
set (handles.entropy,’String’,ent);
set (handles.maxfactor,’String’ ,rmax) ;
set (handles.mersq, ’String’ ,MSqE) ;
set (handles.psnr,’String’ ,PeakNSR) ;
set (handles.factor,’String’ ,rmax) ;

)5
%BASIC COMPRESS
%
h

function bascompress_Callback(hObject, eventdata, handles)
tarfile=get (handles.filename,’String’); tarimage=imread(tarfile);
zi=image (tarimage, ’Parent’ ,handles.zipimage2) ;
set (handles.zipimage2,’Visible’,’off’);
levels_text=get(handles.levels,’String’);
set (handles.levels_val,’String’,levels_text);
depth_index=get (handles.depth, ’Value’); switch depth_index
case 1;depth=2;
case 2;depth=4;
case 3;depth=8;
end tarinfo=imfinfo(tarfile); depth_ref=tarinfo.BitDepth;
mapacolor=gray(2~depth); colormap(mapacolor);
%CALCULO DEL FACTOR DE COMPRESION
factor=depth_ref/depth; set(handles.factor,’String’,factor);

)5
%UPDATE STATE
)5
h

function update_state_Callback(hObject, eventdata, handles)
depth_index=get (handles.depth, ’Value’);

depth_string=get (handles.depth, ’String’);

set (handles.depth_val, ’String’,depth_string(depth_index));

wavelet_index=get (handles.wavelet,’Value’);
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wavelet_string=get (handles.wavelet,’String’);
set (handles.wavelet_val,’String’,wavelet_string(wavelet_index));

wavelet_level_index=get(handles.wavelet_level,’Value’);
wavelet_level_string=get(handles.wavelet_level,’String’);
set (handles.wavelet_level_val,’String’,wavelet_level_string(wavelet_level_index));

quantization_index=get (handles.quantization,’Value’);
quantization_string=get (handles.quantization,’String’);
set(handles.quantization_val, ’String’,quantization_string(quantization_index));

levels_text=get (handles.levels, ’String’);
set (handles.levels_val,’String’,levels_text);
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%
function levels_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) w=1
%
function levels_Callback(hObject, eventdata, handles)

set (handles.levels_val,’String’,get (hObject,’String’)); w=1
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%MENU ACTIONS
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%
function OpenItem_Callback(hObject, eventdata, handles) tarf =
uigetfile(’images/*.bmp’); tarfile=strcat(’images/’,tarf); if
“isequal(tarfile, 0)

showImageFile(tarfile,handles);

tarinfo=imfinfo(tarfile);

set (handles.width,’String’ ,tarinfo.Width);

set (handles.height,’String’,tarinfo.Height);
else

errordlg(’El archivo no existe!’,’Error’);
end set(handles.filename,’String’,tarfile);

yA
function SaveReconstrItem_Callback(hObject, eventdata, handles)
helpdlg(’La opcién esta deshabilitada’);

%
function ExitItem_Callback(hObject, eventdata, handles)

%
function ImageMenu_Callback(hObject, eventdata, handles)

h
function SaveCompressItem_Callback(hObject, eventdata, handles)
helpdlg(’La opcién esta deshabilitada’);

%

function CompressionMenu_Callback(hObject, eventdata, handles)

pA
function CompressItem_Callback(hObject, eventdata, handles)
helpdlg(’La opcién esta deshabilitada’);

%
function Comprimir_Callback(hObject, eventdata, handles)
helpdlg(’La opcién esta deshabilitada’);
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%
function HelpItem_Callback(hObject, eventdata, handles)
helpdlg(’La opcién esta deshabilitada’);

yA
function HelpMenu_Callback(hObject, eventdata, handles)

%
function AboutItem_Callback(hObject, eventdata, handles)
helpdlg(’Image Zip, Version 1, Revision 07);
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%RESTANTES
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function paraml_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) function
param2_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) function
param3_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) function
paramé4_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) function
editl_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) function
editl_Callback(hObject, eventdata, handles) function
edit2_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) function
edit3_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) function
edit4_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

YR R A AR R R A AR R
%NEW CODE
YR A R R A AR A R A AR Ak

% —--- Executes on button press in zoom.

function zoom_Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to zoom (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)
zoom
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