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Introduccion

En esta tesis explicamos el modelo matematico asociado al fenémeno de
union de Josephson, el cual surge de la fisica cuantica y tiene e importantes
aplicaciones tecnoldégicas. Para ubicar esta problematica en el capitulo I
presentamos todos los conceptos necesarios.

Es fundamental el método analdgico para estudiar este sistema desde la
complejidad del sistema pendular, asi conocemos el flujo asociado a nuestro
problema y su ecuacién de bifurcacién bésica I — V', para la cual se estu-
dian diversas variantes del problema. Este aspecto se estudia en el capitulo II.

A través de una perturbacién de la ecuacién de Sine-Gordén, estu-
diamos la unién larga de Josephson en términos espacio-temporal; lo que
se logra por el surgimiento de solitones asintéticos a sus equilibrios. Es-
ta version del problema es mucho mas compleja y se estudia en el capitulo III.

El estudio de estabilidad de soluciones con saltos se realiza en torno de
ciertas soluciones periédicas o soliténicas (llamadas también homoclinicas
6 heteroclinicas, segin el caso); este interesante caso se resuelve mediante la
linealizacion global en torno de las recurrencias mencionadas. Este aspecto
se trata en el capitulo IV.

Finalmente estudiamos fundamentos de control, acoplamiento y sincroni-
zacion; los cuales surgen de la dinamica que produce el fenémeno de la uniéon
Josephson. Son conceptos basicos que se derivan del conocimiento de las
relaciones entre pardmetros y/o variables. Para este estudio damos especial
tratamiento a la soluciéon del problema de Josephson con condiciones de
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frontera con una perturbacion singular. Esto lo tratamos en el capitulo V.

El estudio detallado que hemos realizado en este trabajo de grado ha sido
posible por la consulta a los siguientes referencias: [Fey], [S,STR], [F.Hopp],
[Y.KuZ], [S.Wig], [C.Chi], [J.Cr R.O, O'malley], [Fey], [A. Pik, M.Ros, J.
Kur], [A.G Mak V.I Nek], [ Su Vgils |, [T. Bo, M.H J¢|, [F.Xi H. Cedeiral,
[G. Des, A. Dol, S.a.VGil, HSus.], [K.L}], [Si, Zi], [VaV], [Shi, Bely].

Esperamos continuar con este proceso de investigacién, ampliando nuestro
conocimiento sobre “Los sistemas Dindamicos del efecto Josephson,”pues
es una linea de trabajo que promete necesitar cada vez mejores modelos
matematicos para aplicarlos significativamente a nuevas tecnoldgicas.



CAPITULO 1

Conceptos preliminares

1.1. La Funcién “Bump’.

Sea,

1
) ez parax >0
f(@) = { 0 para x < 0. (LL1)

Entonces f(x) es suave; en particular f"(0) = 0 para todo n > 0.

Figura 1.1: Funcion infinitamente diferencial en cero.

Prueba. Es claro que f(z) es suave excepto = 0. Entonces nosotros solo
necesitamos verificar que f"(0) = 0 n > 0. (Note que si nosotros probamos
que f*(0) = 0, esto implica que "~V (z) es continua en x = 0). Es obvio que
f (”_1)(33) cuando x = 0. Entonces si nosotros probamos todas las derivadas
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existen automaticamente vemos que son continuas. Primero que todo, vemos
que f' = 0, aproximandolas a cero por la izquierda,

i A =SO e 0 (1.1.2)

rz—0~ x—0 n—0~ X

El otro limite lateral es

1
= lfm 2/ = lim L = lfm — =0 (1.1.3)

xz—07t z—0 z—0t T y—0t ez y—oo €Y y—oo eY

Alli sustituimos a y = % y usamos L’Hopital, como los limites izquierdo
y derecho son iguales, tenemos f’(0) = 0.

Para derivadas superiores, x > 0, f'(0) = m%e_%. Se demuestra por
induccién que todas las derivadas de orden superior tienen una forma similar

para x > 0,

F(0)(x) = P (1) (1.1.4)

donde P, una funcién polinomial.

Prueba. Tenemos que revisar que paran = 1, x > 0, f'(x) es de la forma
P () er para Py(y) = y2. Ahora asumimos que f"(z) = P, (1) e~: para
x > 0. Entonces

o0 @) = P (3) (=) = + Pa(3) e (35) (1.15)

para P,,1(y) = —y*>P,(y), el cual es un polinomio siempre que P,.

Entonces tenemos que revisar que f(x) = f)(x) satisface la hipétesis, y
también que si la hipétesis es cierta para f(x), entonces es cierto para
P 1(z). Usamos la induccién para mostrar nuevamente que f"(0) = 0.
Ahora asumimos que f"(0) = 0. Para el calcular f"*1(0), el limite izquierdo
es 0 y el limite derecho es:
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L P@-r) [ -0
z—0t x—0 z—0t T
1 1
~ lim -P, (—) e
y—0t+ I Xz
P, (% 1.1.6
o B 116

z—0t ex

De y = 1 tenemos que P,(y) = yP,(y) es otro polinomio. Los limites
izquierdo y derecho ambos son nulos, tenemos f™+1) (0) = 0, lo cual completa
la induccién.

Proposicién 2. Dado a < b, existe una funcién suave h(z) tal que
h(z) = 0 para z < a, 0 < h(z) < 1 para x € (a,b), y h(z) = 1 para
x> b.

Prueba. Primero hacemos g(z) = f(x—a)f(b—x) para f definido arriba.
Esta claro que g es suave, no negativa y g(z) > 0 < x € (a,b). Entonces
definimos

(1.1.7)

Es facil observar que h(x) tiene propiedades relevantes.

Proposicién 3. Haciendo 0 < a < b. Entonces existe una funcién de
valor real suave i(z) = h(|z]) en R* tal quei(z) = 1si|z| <ay0<i(z) <1
si |z] € (a,b), y es 0 para |z| > b.

Hacemos h = 1 — h(z), donde h(x) es como arriba. Entonces la funcién
i(z) = h(|z|) satisface las propiedades. En particular, la regla de la cadena
muestra que i(z) es suave excepto posiblemente en z = 0. Pero en una
vecindad de z = 0, i(z) es igual a 1, entonces alli es suave también, i(z)
es la funcién “bump”.
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4 b & b

Figura 1.2: Funcion del tipo "bump”.

1.2. El Lagrangiano

Consideramos una funcién suave

L:RF xRF xR — R,

un par de puntos P, P, € R*, dos ntimeros reales ¢; < ty y un conjunto
C = C(Py, Py, t,,ty) constituidas por curvas suaves ¢ : R — R¥ tales que

q(t1) = Py q(t2) = P

Usando estos datos, vemos que existe una funcién ¢ : C' — R dada por

o) = [ platwy. ) (1.2.1)

es la ecuacion de Euler-Lagrange, es una ecuacién diferencial asociada a
la funcion L, llamada el Lagrangiano.

Encontramos los puntos extremos de la funcién ¢; esto es, a partir del
concepto de la derivada direccional de una funcion escalar definida sobre
un espacio de curvas, el punto extremo corresponde al punto en el cual la
derivada direccional se anula.

Para obtener este punto extremo y para una curva y(s) : R — RF
definimos nuestra “curva de curvas”, como la variacion de curvas en C a
través de la siguiente funcién suave Q : R x R — R*; con condiciones de
frontera Q(s,t1) = P, Q(s,t2) = P> como Q(s,t) = v(s)(t); esto es, para
q € C con v(0) = g tenemos Q(0,t) = q(t).

El vector tangente a v en g es la curva V : R — R¥ x R* dado por
t — (q(t),9(t)), donde su segunda componente es
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0

= & (
Por supuesto, ¥ no esta usualmente en C, pero si satisface el siguiente

par de condiciones:

ﬁ(t) S,t)|5:0 (1.2.2)

9(12) = Qs 1) aco = 0,9(12) = S-Qs,1)]oco = 0

esto permite ver a V' como un elemento del “espacio tangente de C en
b

q.

Con estos elementos la derivada direccional D¢(q)V de ¢ en ¢ en la
direccion V' es definida ast:

Do(q)V = £6(Q(s,11))]s=0

= 7 ZL(Q(5,1), Z(s.1),1)]sodt = (1.2.3)
_ [t2/0L 0Q oL  0%Q .
- t12(8_q “Bs g BSBt)|5:0dt’

después de evaluar en s = 0 y de integrar por partes, podemos reescribir
esta ecuacion para obtener:

Dé(q) = J,; [a—L(Q(t)afl'(tz7t)— (5ta0.40),1)| SR 0.)a (1.2.4)

dq % 9q
= J [ a0, 0) - & (%, aw).t) | v

Si D¢(q)V = 0 para todo vector V; entonces la curva ¢ es llamada una
extremal, en otras palabras, ¢ es una extremal si la tdltima integral de la
ecuacion (1.2.4) se anula para toda funcién suave ¥, la cual es nula en t; y
ts. En total tenemos la siguiente proposicion:

Teorema 1.1.
La curva ¢ es un extremal de ¢ si y solo si es una solucion de la siguiente
ecuacion de Euler-Lagrange:

d (0L oL

—|=)—-—=—=0. 1.2.5

ﬁ(%) o4 (125)
Ejemplo 1. La ecuaciéon de péndulo invertido se obtiene asi: sea la funcion

1

suave y periddica cuyo periodo es (L/g)z; con pardmetros de control ¢ (la

amplitud) y (el desplazamiento vertical), asi que la funcién desplazamiento

es
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t — §H(Q) (1.2.6)

Entonces el desplazamiento puede ser visto como una fuerza externa con
. 1 )
periédo (L/g)z /€2, y la fuerza entonces seré:

F = mIQ*H" (Qt)send, (1.2.7)

la fuerza externa es percibida como un cambio en el campo gravitacional
dependiendo del tiempo (“ Einstein elevator ”), y entonces la nueva constante
gravitacional es dada por

g = Q*0H"(Qt)send), (1.2.8)

y la ecuacién del movimiento se obtiene reemplazando el g dado en (1.2.8)
en la siguiente ecuacion

mL?*0 +mgLsen = 0, (1.2.9)

Figura 1.3: El péndulo usual

la cual es la ecuacion del péndulo usual y surge del principio de
conservacién de energia con lagrangiano:

L=k—-U= ( ‘) 4+ maqgLcost
{ ddf _dEf _ (. g (1.2.10)
dt dg a0 — Y

entonces de (1.2.7) obtenemos la ecuacién del péndulo invertido:
- g QQ "
—— - —=f & 9—{——sem9 = 5—H (Qt)send; (1.2.11)

esta dltima ecuacién (2.1.11) se puede reescalonar usando los siguientes
1 1
cambios de variables: t = (#) ’ = g5 0 :=0;a(s) == éH” <(§> ’ s) :

para obtener
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0" + (o — Ba(s))send = 0; (1.2.12)

Figura 1.4: Péndulo invertido

en (1.2.12) tenemos que la funcién s — a(s) es periédica con periédo uno.

Sia(s) = sen(2ws) en (1.2.12) y la matriz fundamental ¢(¢, a, 3) (esto es,
la matriz de 2 x 2, t — W(t)ax2, cuyas columnas son soluciones linealmente
independientes) del sistema tenemos:

w =z

/o
¢ = A(s)p & { 2 = (. fa(s))u, (1.2.13)
entonces la solucién trivial de (1.2.13) es estable si

[trazag(l, o, B)] < 2. (1.2.14)

En (o, 8) = (0,0) se tiene

$(1,0,0) :eaip( - ) _ ( - ) (1.2.15)

Visto de otra manera, para la funcién 7 : R? — R dada por (o, 3) —
traza¢(l, «, 3), podemos obtener

P = A(8)a + Aa(8)od

con

¢, = 0; (1.2.16)

«

y para (a, 3) = (0,0) la ecuacién variacional es
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w = 8 é w—i—(? 8>¢(3,0,0):
(01 00\/1 s\ 701 00
“loo)¥u " L1o0)lo1 )= oo)®T 1 s)

(1.2.17)
el cual se resuelve por variacion de parametros y se obtiene

1
$a(1,0,0) = w(1) = <i 1‘) (1.2.18)
2
De (1.2.15) obtenemos 7,(0,0) = 1.
Como la linealizacién de (1.2.12) alrededor de 6 = 0 es

w” + (o — fa(s))w = 0; su matriz fundamental ¥ (¢, «, 5) en t = 0, hace
que traza W(1, o, 0) = 2cos+/a intercepte el eje ar solo si v/ es multiplo de 7.

Como a = é, se tiene que la solucién cero es inestable para pequenos

[139%))

desplazamientos de la amplitud si existe un entero “n” tal que el periddo del

desplazamiento es:
1 (L\® n L\?
— (=) ==1|2n(— : 1.2.1
Q(g) 2<7T<9)> 219

Ejemplo 2. Para la EDP 7%¢ = f en D C R?, con condiciones de frontera
¢ = 0 en OD; entonces minL(¢) = [ [(¢2 + ¢ )dxdy.

1.3. Estabilidad en el sentido de Lyapunov
Sea zy un punto de equilibrio de la ecuacion diferencial definida en (2

&= f(z),z € R". (1.3.1)

Una funcién V : @ — R, donde 2 C R™ es un subconjunto abierto con
xo € U, es llamada una funcién de Lyapunov para (1.3.1) en una vecindad 2
de zq si:

ii V(z) > 0 para todo ze U —{x¢}

i V(z)= d”(jt(t)) = gradiente V(z(t)).f(z) <0
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ivsi V(z) < 0 VoeQ — {20} es una funcién estrictamente negativa de
Lyapunov.

Observe que LV (¢(y)) |t=o= gradV(y) < 0 es normal al conjunto
Se = {xeR™ : V() = ¢}, donde t — ¢:(y) es el flujo de (1.3.1).

Por ejemplo, el sistema { ii Ziwgy tiene un punto de equilibrio en
(0,0) y V(z,y) = 2 (y* +w?z?) es una funcién de Lyapunov en tal equilibrio.

1.4. La Funcion de Melnikov

Sea @ = fo(r) con weR* una ecuacién diferencial con un punto de
equilibrio en zy = 0, asumamos que dicho punto de equilibrio es una silla con
una conexion homoclinica como se ilustra en la figura 1.4. Si consideramos
el flujo en R? x S! definida por

i=f(z),0=1 (1.4.1)

el equilibrio de (1.3.1) se se convierte en una érbita periddica v =
{(x,0)eR? x S'/z = 0,0eS'} del tipo silla en un cilindro, como se ilustra
también en la siguiente figura 1.5

Figura 1.5: Conezién homoclinica en R? x S1

Para pequenas perturbaciones de (1.4.1) tenemos el siguiente campo
perturbado:

i = fo(x) + efi(x,0),0 =1 (1.4.2)

Con eeR" y ademas fi(z,0) = fi(z,0 + 27). Las variedades invariantes
de la solucién v, W*(v.) y W#(7.), no necesariamente se interceptan en el
cilindro; y la funciéon de Melnikov es a la distancia entre estas variedades
definidas a través del mapeo de poincaré definido en la seccion transversal

2903
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“+00

M(eo) = fg(ﬂ?o(t — 90)) VAN f1 (Io(t — 90), t), dt (143)

—00
donde fo A fi = foofi2. Las raices de M () corresponden a las 6rbitas
periddicas que se generan en las proximidades de la érbita homoclinica.

Por ejemplo el sistema de Duffing forjado débilmente, el cual se obtiene
de las vibraciones mecanicas, es la siguiente:

L — vy, W= g — 23+ (yeos(wt) — 6y)

con v,6,w >0 y0<e<<1; F=lyz—2%", f=][0,ycos(wt) — dy]t

sistema para el cual ¢ = 0 el origen es punto de silla nodo
y con su orbita homoclinica es y?> = z*(1 — 12?) con solucién

q(t) = F(V2secht,—/2sech(t)tan(t)), q(t) = (£+/2,0). Entonces la

funcién de Melnikov es dada por la siguiente férmula,

M(to) = [ Flao(t = to)) A f(ao(t — to). 1)dt =
= (qo(t — t0))yo(t — to){ycos(wt) — dyo(t — to) }dt
= fj;o(s){ycosw(s +to) — dyo(s)}ds
= V2vsen(wty) [T sechs.tanhs.sn(ws)ds — 25 [ sech?s.tanh?sds
= ﬂﬂywsech(ﬁ)sen(wto) -5
luego si 2\/5500311(%11)) < myw, entonces M tiene un zero simple y hay

”

caos para € # 0 pequeno; en caso contrario, cuando la desigualdad sea “ > 7,
no se genera caos en la ruptura de la érbita homoclinica.

1.5. La Ecuacién Variacional.

Asumimos que €2 es abierto y f tiene derivada continua en 2. Ahora
consideramos el sistema asociado a la ecuacién diferencial,

t=f(z),f: QCR" - R;
{ x(tg) = o
Donde (z,t) — ¢(t,x) = ¢(z) es el flujo definido por (1.5.1); si Jf, el
jacobiano de f, tenemos el siguiente sistema variacional:

{ 4Pote = 1060 e 152
D¢o($0) = Inxn, o

donde I, es la matriz idéntica n X n; entonces la solucién de (1.5.2) es
Déy(1g) = zoet?, para A = J f(po(x0)).

(1.5.1)
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1.6. El problema de autovalores para el
modelo de Sturm-Liouville.

De otro lado, para la ecuacion diferencial con condiciones de frontera
siguiente (problema de Sturm):

y'(@) + K= q(@)ly(x) = 0 x € [a, 0]

Big(a) + B2%2(a) =0 (1.6.1)
Bsd(b) + Ba g (b) = 0;
tenemos un operador lineal L(y) = % — q(x)y, y el problema de

autovalores L(y) = Ky; en particular para

"+ (K4+z)y=0 (1.6.2)

con y(0) = y(1) = 0; tenemos que os autovalores son £, = n?r? con

autofunciones linealmente independientes ¢;, ycos(nmx), las cuales también
son ortogonales y tienen n raices en [0,1].

Asi que toda solucién y(z) de (1.6.2) es dada por la siguiente combinacién
lineal:

ZC ety Oy = (¢ ;(bi (1.6.3)

Es de interés para (1.6.2) hallar el autovalor minimo £; = 72; y en otros
casos verificar si existe lim £, < 4o0.

n—oo

. 00 (_1)n(;x)2n+19 .
Recordando que la serie de Bessel J,(z) = 2 soluciona la

n=1 nl+3(9+n+1)
ecuacién diferencial z?w + zw’ + (22 — 9?)w = 0, y para una serie de Fourier

a oo
= 50 + ;(akcos(kt) + bpsen(kt)) (1.6.4)
sus coeﬁcientes son dados por a; = 2 fo )sen(kz)dz y by =
2 [7 f(z)cos(kx)dx; entonces podemos invertir w = esen(u), usando u =
w+T donde
)= 23 ([ esenutior) senti (165
esen(u) = — esenu(kx)dx | sen(kx 6.
T 0 ’
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entonces u = x + Yo 2Jg(kx)sen(kz), donde hemos usado que
ecos(u) =1 — % con

[ 1 ["
—/ cos(ks — xsenx)ds = — / cos(Vs — xsens)ds  (1.6.6)
0 0

Jﬁ(x) - 27 s

1.7. El fenémeno de la Intermitencia, otra
ruta hacia el caos.

Si para un sistema continuo dependiente del pardmetro a € R, & = f(x;a)
con a € R", existe una érbita periddica inestable cuando a — a. y ademas
en a = a. esta orbita periddica colapsa con otra érbita periddica proxima, de
periédo mayor como se ilustra en la siguiente figura 1.6:

—= Ap
AAYA

Xb%/\f/\/\/\t
SRVAVAY N

Figura 1.6: La explicacion del fendmeno de intermitancia a través de la
existencia de una drbita periddica critica con periodo T'(a.).

Cuando atraviesa a. el ciclo limite llega a ser nuevamente inestable;
para a = a. > 0, aparece aleatoriamente de nuevo tal ciclo inestable, y
la interrupcién tiende a infinito tanto como (a — a.)~2 cuando a | a. (se
aproxima a a. por la derecha).

Para mapeos este fenémeno se puede ilustrar para f,(z) = u+ x — 22
cuando g ~ 0 en un punto fijo no hiperbélico (del tipo silla-nodo); como se
ilustra en la siguiente grafica 1.7

Para u < 0 los iterados gastan bastante tiempo en la regién laminar
(cerca de la drbita periddica); luego oscila y recupera aleatoriamente la
misma Orbita periddica.
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p<0 #=0 a0

Figura 1.7: Ezplicacion de la intermitencia a través de un punto fijo no
hiperbdolico.

Pues tenemos f2(x) = 2u — x — 22 (dejando sélo los términos de orden
dos) y si hacemos y = 2x, obtenemos

fau(y) = 2f2(y/2),

esto es, si N(u) es el nimero promedio de iteraciones en la regién laminar
de f,, se observa que

N(p) ~ 5N (n)

en la region laminar de fﬁ

1.8. Lazo homoclinico I' ligados a un equili-
brio del tipo Silla-foco.

Sea el siguiente campo vectorial en R?:

T = —pT — Wy + fll(xa Z):E + f12<x7y7 Z)y
y=wz—py+ falz,2)z+ folr,y,2)y (1.8.1)
2=y
cuyo linealizado alrededor del origen es,
T = —pr — Wy

Y =wr—py (1.8.2)
2=y
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Figura 1.8: El mapeo de Poincaré para I en (1.8.1).

y asumimos que tiene una trayectoria homoclinica I' como lo nuestra la
siguiente figura 1.8.

Para las secciones transversales S° y S! la transicién local D : S® — S1
se consigue por integracion directa de (1.8.2):

ea@=en| (L ) (F) e sy
y(r) = 0(e)

donde 7 = —1In (%") es el tiempo de vuelo; el mapeo global G es un

polinomio y la composicion de este par de funciones p = Gy D es el siguiente
mapeo de poincaré

T, = Tp (y??)g cos(w) In (;io) + o(yh)
To = Tg (%’)g sen(w) In (%) + o(yh).

Este mapeo se puede reducir, usando el teorema de la funcién implicita,
al mapeo unidimensional siguiente:

(1.8.4)

y = AyPcos (w In (5) + 9> + o (y”) (1.8.5)

cuya grafica dependen de p obteniéndose: si p > 1 (no es cadtico) 6 p < 0
es una dindmica cadtica, como se ilustra en la siguiente figura 1.9

En coordenadas polares el mapeo (1.8.5) es T = Jcos(@) y § = ysec(p),

T = |z| (¥)" Con¢0:{osix+>0

se transforma en { 5= —%ln (%) + o st <0,
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|
~<|

A { ] Ili |
7 v : MUUW/ y

2>l p=l

Figura 1.9: El orden y el caos en (1.8.5)

1.9. Histéresis (relacionada con la elastici-
dad)

Sea una ecuacién de evolucién como la siguiente,

dx
pri F(z(t),¢) (1.9.1)

con ¢ = L(z) la curva que da los equilibrios, esto es, F(x(t), L(z)) = 0
para —m < x < m; para lo cual consideramos, en principio, que es simétrica,
esto es, F(x,0) = F(—x,/).

En particular, para ciertos experimentos la fuerza de la gravedad crece
afectandolo las fuerzas elasticas; y por ello se pierden las simetrias para ¢ > £,
¢ valor critico; origindndose una ruptura en el diagrama de bifurcaciéon. Lo
cual se ilustra en la siguiente figura 1.10.

Por ejemplo para el sistema no auténomo originado a partir de la siguiente
ecuacion diferencial

i+x=—e(fi+0x+ 1> — xcos(t)); (1.9.2)

la cual es equivalente al siguiente sistema autonomo tridimensional,

T=y
y = —¢e(fBt+ 0z + 2* — zcos(t)) (1.9.3)
i=1

observamos que evoluciona en dos tiempos; el tiempo rapido 7 = ﬁ y el
tiempo lento T' = e7; y la solucién de (1.9.2) se puede expresar como una
expansion para € en término de estos dos tiempos asi:

w(t) 2 ao(t,T) +exy(t,T) + xa(t,T) + ... (1.9.4)
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mess — [

mesa —s [

a) Lémina doblemente amarrada b} Lamina vertical

c) Diagrama bifurcacion simétrica d) Diagrama de hifurcacidn con
ruptura

Figura 1.10: Una explicacion de la histéresis

resulta que zo(t) = A(T)e'™ + A(T)e™"; en el calculo de a1 (7, T) aparece
la explicacién del fenémeno de “la histéresis”, dada por una condiciéon de no
resonancia entre el sistema interno (lado izquierdo de (1.9.2)) con respecto
al sistema externo (lado derecho de la ecuacién(1.9.2)).

@06 @

Figura 1.11: Histéresis explicada por la inestabilidad de orbitas periodicas y
equilibrios inestables.

1.10. Teoria de los semiconductores de
Ginzburg-Landau

La teoria basica de Landau afirma en que la penetracién de fase £ puede
ser recordada como la que surge de una fase desordenada a partir de una
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fase ordenada.

En un modelo tridimensional de sistemas magnéticos consiste en un
arreglo de dipolos; si la temperatura 7' = 0 todos los dipolos estéan alineados,
si algunos dipolos se desalinean debido a la agitacién térmica. Para describir
este proceso definimos el parametro ¢, como

¢=_r""= (1.10.1)
ny +n_
donde n, es el nimero de spins punteando hacia afuera, n_ es el niimero
de spins punteando hacia adentro. En T"=0, n_. =0y ¢ = 1; si n, = 0,
entonces ¢ = —1; cuando T crece, |¢| decrece hacia un valor critico T,, como
se ilustra en la siguiente figura 1.12 referente a la energia libre F:

gﬁhT ]
uc

Figura 1.12: Variacion tipica de ¢(T).

F=F,+a)¢" + %ﬁ(TW‘ (1.10.2)

Con energia potencial f(v) definida como dependiente de la funcién onda
posicion ¥, es dada por:

FG) = Fut al WP + LW + 5 = [VE () (1103)

De otro lado, para Hy un campo externo aplicado y J, la supercorriente,
tenemos:

CUTZ(BILL()B) =V X (BILL()B) = ,UOJe (1104)

Atun més, podemos extender en (1.10.3) los efectos del campo magnético
a través del siguiente operador
2ie
V-V+ 714 (1.10.5)

para obtener
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1 1 B2  H?2
_ 2 - 4 I . 2 = _0
F() = fata|¥(y)] +25|‘1’(7)| +2m|( iV—2eN) V| +2M Ho=, (1.10.6)

Para el desplazamiento unidimensional, definimos la longitud fundamen-
1

tal {(T) = (#‘2')5 y vemos que &£(7) es la longitud coherente para las
variaciones con respecto a W; en efecto la integral de (1.10.6) es la energia

libre de Helmholtz dada por la siguiente relacion:

F=Uu-T); (1.10.7)

donde U es le energia interna del superconductor en presencia de un campo
magnético con:

du=Td» +Hy.dM. (1.10.8)

Para obtener el estado estable a nivel de la temperatura 7'y campo Hy,
minimizamos la llamada energia de Gibbs siguiente:

G(T,Hy) =U—TY  —Hy.M; (1.10.9)

esto es, hay que minimizar a [, g(v)d*y para B = curl A =V x A; esto
es

G(W, A) = [(fo+ T+ SI¥A)* + 55
(1.10.10)
(—ihA = 2eA(7)) | + 5o — HoB + ju0Hg )y,

como se sabe minimizamos en (1.10.10) usando las ecuaciones de Euler-
Lagrange (con ¥ es complejo, también es necesario minimizar con respecto
a su conjugado W*), obteniendo:

06 dg 0 dg
o0~ o gaxg,a(vjm*) 0 (1.10.11)

y de la identidad de Gauge resulta que (1.10.10) la divergencia (A) = 0,
en
1

%(—ihv —2eA)*U + aV¥ + B]UP¥ =0, (1.10.12)

con condiciones de frontera apropiados para W en una superficie
apropiada, obtenemos la siguiente integral de superficie:
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99
I, = v, . 1.10.1

y por ello,

N5y = 06 1.(—ihV = 2eA)¥ = 0.

De otro lado, minimizando (1.10.10) con respecto A, tenemos:

99 9 9
OA; 4= 9z; 0(0A; [ )

= 0; (1.10.14)
para este calculo usamos Hy.B = H curl A, esto es, u—lo curl (curl A)« M—lo

curl B; y J.. Entonces de (1.10.14) por las ecuaciones de Maxwell resulta
que:

_ 4 2
Jo = =P v - e - 2 grua, (1.10.15)
m m

conocida como la expresion local de la ecuacion de London.

Ahora obtenemos para el campo critico H. para el superconductor, si
dentro del sistema las dimensiones del ambiente es mayor que £, =0,y ¥
constante obtenemos:

VP =—— =" 1.10.16
V] 33 ( )
Entonces la ecuacién de London vista en (1.10.15) se convierte en:
4 2
g, = Aol (1.10.17)
m [}

de la cual se deduce una profundidad de penetracién de

_(_mPB
K = (m) : (1.10.18)

y también se observa que K proporcional a (1 — t)*%.

Entonces para un volumen dado V', de (1.10.10) obtenemos:

26

(1.10.19)
G, = vf,, en fase normal.

{ Gs=v(fn, — lo? + %ung), en fase supercritica



22 Conceptos preliminares

De G4 = GG, obtenemos el siguiente campo critico:

> _ lol®

< o3 '

En resumen obtenemos la siguiente ecuacién diferencial de Ginzburg-
Landau, GL, con condiciones de frontera:

(1.10.20)

8_‘1’_ . . 2 ) 82_\1’
{g_%_n (1 +iR)|[WPW + (1 +iR) % (1.10.21)

=0enz=0,¢

cuya solucién es W(t) = exp{—ir(t — to)} para un t, arbitrario.

Luego linealizamos (1.10.21) alrededor de una solucién periddica W(¢)
para obtener:

ov - U L Ov?
oo = U (LR QU 4 [UPT) + (14 ib) (1.10.22)
donde (1.10.22) se soluciona usando
U(z,t) = U(t)f(t)cos (@) para,n =1,2,3, ... (1.10.23)
e

encontramos a f y decimos que si b < 0, T es linealmente estable para
R < R., donde

R, = —{1+ (1 +b*)n*/20°} /b. (1.10.24)

1.11. Modelo experimental del efecto Joseph-
son

En [Fey] se apela a la teorfa de Ginzburg-Landau de la superconducti-
vidad. Asf los dos superconductores ¢(t) = \/Eew(t); donde p;, po son las
densidades de los respectivos pares de Cooper; ¢1, ¢2 son las fases relativas
de sus funciones de ondas. El experimento de Josephson entre los dos
superconductores se coloco una pelicula delgada.

Sea ¢(t) = ¢1(t) — p2(t), v J. = %, /p1p2, la corriente critica a través de
la unién de Josephson; entonces las ecuaciones basicas del efecto Josephson
forman el siguiente sistema:

o (L1L1)
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a)

c)

Figura 1.13: a) Arreglo esquemdtico para la medicion del efecto Josephson en
una juntura o union. b) Diagrama esquemdtico de dos junturas en paralelo.
c) Comportamiento de la longitud de penetracion X con la temperatura seguin
la teoria de Ginzburg-Landau.

La cual se obtiene al resolver la ecuacion de Schrodinger

o O0p1
{ Zh It U1¢1 + KQSQ (1112)

ih%2 = Usy + K s

donde U; — Uy = ¢V, observe que (1.11.2) corresponde al Hamiltoniano

L0 0 K

H = 2 w | T , donde K = k(T) corresponde a un
0 % K 0

parametro de la correlacién entre creacion-destruccién de de pares Cooper.

Por que cuando un metal se hace super conductor al vencer la fuerza de

coulomb transformando el par electrén-fotéon en un par electron-electrén.

Integrando la segunda ecuacién de (1.11.1) y reemplazando en la primera,
se obtiene

= e[ () v ans

En el evento de un voltage inducido a través de la unién por un campo
magnético es v(t) = vy + vicos(wt), entonces (1.11.3) se convierte en:
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D)

a) 1 I b)

Figura 1.14: a) Los efectos de campos magnéticos. b) Tipos de uniones de Jo-
sephson: contacto tunel, micropuente, punta de contacto. c¢) Comportamiento
de la longitud coherente y de la longitud de penetracion en la transicion de
una zona del material en estado normal a una zona superconductora para
superconductores del tipo I y de tipo II.

I(t) = Iysen (% + %Sen(wgt + gbo)) =

(1.11.4)
oo I (B sen [(mwo50) ¢+ o)) }
donde J, es la funcién de Bessel de orden n. Cuando nhwy = —2euvy,

entonces I(t) en (1.11.4) es Jgo = (—1)"J1J,(2evy/hiwg)sengy para los picos
nhwy/2e(n = 0,+1,£2,...) de corriente directa.

Si en el proceso de juncion de Josephson hay cargas externas (bios), se
puede inducir radiacién o “ruidos aleatorios”, los cuales pueden generar la
curva caracteristica I — V' como la mostrada en la siguiente figura 1.18:
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Figura 1.15: Diversos montajes experimentales de uniones Josephson.
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Figura 1.16: a) El efecto produce una corriente directa (dc) cuando el par
de cooper atraviesa la barrera (grdfica arriba); o si hay una diferencia de
potencial quimica entre la barrera, el tunelamiento es acompanado de una
emision de fotones con energia hv = 2\, (grdfica de abajo) donde la energia
gap A, es I\, = ev. b) Relaciones entre las fases de los superconductores.
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Tunelamiento de una particula simple

TPS

Tunelamiento de un par de Cooper , Josephson Junction
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Figura 1.17: La electrodinamica de los pares de Cooper.

carriente
'Y

—
efecto en el ruido

en el paso T -+ en ausencia de

radiacion
/(—pasu ideal

N presencia de
radiacion

— voltaje

Figura 1.18: Esquema que la curva caracteristica I — v afectada por bias
débiles.



CAPITULO 2

La descripcion de los retratos de fases y las bifurcaciones
basicas de la unién de Josephson

2.1. Descripcién del modelo

La unién de Josephson es un modelo experimental de la superconduccién
capaces de generar voltajes de extraordinaria alta frecuencia, entre 10! y
10! ciclos por segundo. Este modelo experimental tiene muchas aplicaciones
tecnologicas: en amplificadores, estandares para voltaje, mezcladores,
interferometros y circuitos digitales.

La union de Josephson puede detectar potenciales tan pequenos como
cuadrillon de un voltio y esto ha sido usado para detectar radiaciones
infrarrojos de galaxia distantes.

El fenémeno de unién de Josephson es explicado a través de la mecanica
cuantica, cuya dindmica es no lineal porque de alguna manera la ecuacion que
lo gobierna es la misma que la del péndulo. Primero explicaremos la dinamica
de una unién amortiguada en el limite, y méas tarde uniones subamortiguadas
y acopladas.

2.2. Fundamentos fisicos

La union de Josephson consiste de dos superconductores separados por
una pelicula delgada; esta tultima puede ser un aislador, un metal normal,
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un semiconductor. Los dos superconductores pueden ser caracterizados
por las dos funciones de ondas 1€, 1,e?, respectivamente; en estados
altos de superconduccién sus electrones forman pares de Cooper, descritos
por una tunica y microscopica funcién de onda; esto implica un alto grado
de coherencia entre los electrones, los pares adoptan la misma fase para
minimizar la energia del superconductor.

En 1922 Brian Josephson advirtié sobre la posibilidad de que se
pasara corriente entre superconductores, ain sin diferencia de voltaje entre
ellos. Este comportamiento es imposible cldsicamente, podria ocurrir por
el tunelamiento de los pares Cooper a través de la unién; la observacion
experimental fue inicialmente hecha por Anderson y Rowell en 1963. [K.L]

#(x.t)
1

1
¢ (x.1)

a) b

Figura 2.1: a) La diferencia de fase ¢ = ¢1 — ¢o. b) Corriente de la union
Josephson

2.3. Relaciones de Josephson

Supongamos que una uniéon de Josephson es conectada a una fuente de
corriente continua, asi que una corriente I(t) > 0 se esta moviendo a través
de la union. Usando mecénica cuantica, se puede mostrar que esta corriente
es menor que una cierta corriente critica I., puede desarrollarse a través de
esta union, la unién funciona como una resistencia cero. Sin embargo, las
fases entre los dos superconductores viajaran independientemente con una
diferencia de fase ¢ = ¢ — ¢o, donde ¢ satisface la relacion de Josephson,
como se ilustra en la figura 2.1:

I(t) = Lsin (1) (2.3.1)

La ecuacién (2.3.1) implica que la diferencia de fase crece cuando la
corriente externa I crece. Cuando I sobrepasa a I., la diferencia de fase no se
puede mantener constante y un voltaje se desarrolla a través de la unién. La
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diferencia de fase en los superconductores crece rapidamente, con una rata de
crecimiento gobernada por la relacion fase-voltaje de la Josephson siguiente

v@%:%@ (2.3.2)

donde v(t) es el voltaje a través de la unién, & es la constante de Plank,
y e es la carga del electrén; para la obtencion de (2.3.2) ver [Fey].

2.4. Equivalencia entre un circuito del fenomeno de la unién
de Josephson y la ecuacién del péndulo

La relacién (2.3.1) se aplica sélo a la corriente de pares de electrones. En
general la corriente que pasa a través de esta unién tiene componentes de
una corriente de desplazamiento y una corriente ordinaria; representando la
corriente de desplazamiento por un capacitador, y la corriente ordinaria por
un resistor, logrando aun circuito equivalente mostrado en la figura 2.2 en la
cual aplicamos las leyes de corriente y voltaje de Kirchoff;

isl__ s J

Figura 2.2: Circuito de Josephson donde is = i.sen(¢)

para este circuito en paralelo los voltajes en cada parte tienen que ser
iguales a v, el voltaje a través de la union; la corriente a través del capacitor
igual a cv y la corriente a través del resistor 4. La suma de la corriente y la
supercorriente [ sin ¢ es igual a la corriente externa +:

w+%+@mm=7 (2.4.1)

La ecuacién (2.4.1) se puede escribir en términos de la fase de (2.3.2) ¢(t),
el resultado es:

hc - h . .
2—€¢+ ﬁﬁb—FICSlngb =7 (2.4.2)
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ecuacién que es precisamente andloga a la ecuacién siguiente a cual
gobierna el péndulo amortiguado por una constante de torque I':

mL*0 + b0 +mgLsind =T (2.4.3)

Aqui las analogias son como sigue:

péndulo uniéon de Josephson
angulo 6 diferencia de fase ¢
velocidad angular 6 Voltajfa 2—he¢
masa m capacitancia ¢
torque aplicado I' corriente externa vy
constante de amortiguamiento b conductancia %
maximo torque gravitacionalmgl corriente critica I
desplazamiento horizontal x = mgLsinf | corriente de tunelamiento del par
de electrones I = I.sin ¢

Esta analogia es muy 1til para la visualizacién de la dinamica de la unién
de Josephson; [Su, Zi] construyeron este mecanismo analdgico, y midieron de
rotacion promedio del péndulo como una funcién de torque aplicado; esto es el
andalogo a la curva caracteristica (I —v), curva de corriente-voltaje promedio,
la cual se obtiene en la unién de Josephson.

2.5.  Valores Tipicos de los Parametros

Antes de analizar (2.4.2) mencionamos los valores tipicos de la unién de
Josephson. El rango de la corriente critica I, € [luA — amA], y el voltaje
tipico es I.R = Imv. Como 2¢ ~ 4,83 x 10*hz/v, la frecuencia tipica es del
orden 10''Hz. Finalmente la longitud de la escala tipica para la unién de
Josephson es aproximadamente 1um, pero esta depende de la geometria y

tipo de acoplamiento usado.

Asi podemos expresar a (2.4.2) en términos adimensionales tomamos el
tiempo adimensional como
_ 2el.R ;
-

T (2.5.1)

obtenemos la ecuacién

B8+ ¢ +sing = (2.5.2)
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donde ¢/ = 92 y 3 = 2Rt
es el parametro de McCumler. Dependiendo del tamarno, la geometria y
el tipo de acoplamiento usado en la unién de Josephson 3 € [107¢ 10°]. Para
el caso del limite de sobreamortiguamiento, § < 1, caso para el cual F¢”

puede ser ignorado en un primer intento, asi el sistema (2.5.2)se reduce a

¢ = ]l — sin¢ (2.5.3)

y veremos que este ultimo sistema tiende hacia un punto fijo estable
cuando v < I,y cambia hacia una solucién periodica cuando v > I.; conviene
ubicar los retratos de fase de (2.5.3) en el circulo S*. Ver figura 2.5.3

8

Figura 2.3: Retratos de fases de la ecuacion 2.5.3

De la analogia entre el péndulo con la unién de Josephson tenemos
que el desplazamiento horizontal del péndulo corresponde a la corriente
de tunelamiento a través de la union; asi que cuando existe un cambio de
voltaje a través de la union debido a una corriente directa, la corriente
alterna del tunelamiento regresa y avanza a través del tunelamiento; la
frecuencia v de esta corriente alterna es igual a 2—71 < % > correspondiente
a la frecuencia de lﬂ < % > del péndulo, éste ultimo es el promedio de las

2
velocidades angulares para los ciclos una vez alcanzado el torque critico.

d . . . ’
Observe que Z¢(t) tiene el mismo signo pero no es constante, asi que el

voltaje v(t) a través de la unién contiene las componentes de corriente alterna
y corriente continua, pero el promedio < dZ—gt) > de la razén de cambio de

fase a través de la unién permanece igual a la siguiente expresion,

do - 2e P 2e

— >= — <V >= —Ug

dt n n!

porque la corriente directa es el promedio con respecto al tiempo del

voltaje. La corriente continua del efecto Josephson puede ser observada a

<
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través de la componente continua del voltaje, la cual se puede detectar por
instrumentos y puede causar radiacion con frecuencia v dada por hv = 2evg,;
frecuencia que coincide con la frecuencia de emisién de fotones por radiacion
electromagnética. La potencia de salida del efecto Josephson puede ser muy
pequena, pero su utilidad esta en que su frecuencia puede cuidadosamente
controlada ajustando el voltaje a través de unién; asi este montaje es un
sensible detector de radiacion.

2.6. Valor del voltaje promedio < v > como funcién de la
corriente /, en el caso superamortiguado.

Como
h .
<v>S=—<¢>
2e
tenemos que

d$  dr dp _ 2el.R
<¢><<ﬁ> @ a T h

implica < v >=I.R < ¢ >

< ¢ >

Hay dos casos a considerar, cuando v < I, todas las soluciones de (2.5.3)
se aproximan a un punto fijo ¢* = sin_l(llc), donde -5 < ¢* < 7. Asi ¢’ =0
corresponde a un estado de reposo, y asi < v >= (0 para v < I.. El otro caso
ocurre cuando v > I, implica que todas las soluciones son periodicas con
periodo

2
7= (2.6.1)

Fr-1

c

computamos < ¢’ > tomando el promedio de la derivada con respecto al
tiempo en un ciclo, y tenemos:

do 1 [t 2
= = = — 2.6.2
< ¢ >= T/OddT T/0d¢ T (2.6.2)
De (2.6.1)-(2.6.2) obtenemos < v >= I.R,/({)*—1 para v > I. En

resumen

<1,
<v>:{ pata (2.6.3)

I.R\/(7v/1.)? para v > I,
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v
/RI,

I
i1

Figura 2.4: La curva V — I en el caso superamortiguado (5 = 0) donde A es
la energia gap.

como se muestra en la siguiente figura 2.4. Si se recupera I, el ciclo limite
persiste para valores por debajo de I = 1, pero su frecuencia tiende a cero
cuando I — I, més exactamente cuando [In(I — I.)]™* — 0.

Cuando [ crece, el voltaje permanece cero hasta I > I.; entonces < v >
crece repentinamente y eventualmente es asintoéticamente al comportamiento
6hmico < v >= IR para [ >> I..

El fenémeno es mucho mas interesante si 3 no es despreciable, en
particular la curva caracteristica I — v puede reflejar un fenémeno llamado
“histéresis”, como se muestra en la siguiente figura 2.5

<V ==

V/
RI, y /'

Figura 2.5: La curva V — I cuando 3 > 0, fenomeno denominado histéresis.

Si decrece el valor de [ el voltaje no regresa a cero en I.; esto porque
cuando (3 # 0 el sistema tiene inercia. En efecto, por la analogia con el
péndulo, la corriente critica es analoga al torque critico I'. debido a la
energia que guarda en este proceso, de rotacion continua.

En términos matematicos este fendmeno ocurre porque un equilibrio
estable coexiste con una solucién periodica estable, fenémeno que ocurre en
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sistemas bidimensionales. Cerca de I. aparentemente hay un salto de < v >
hacia cero, porque [In(I —1,)™!] tiene derivada de todos los ordenes en I = I...

2.7. Histéresis en la unién de Josephson

En esta seccién nosotros estudiamos la dinamica del movimiento del
péndulo amortiguado con un torque constante; esto es equivalente en alta
tecnologia, a la actividad de la superconduccién debida a la union de
Josephson producida por una corriente constante.

Como en el péndulo débilmente amortiguado, por la débil conductancia en
el modelo de Josephson existe un efecto de histérisis gracias a la coexistencia
de un ciclo limite estable y un punto fijo estable. En términos fisicos el
péndulo puede coincidir con una trayectoria rotacional alrededor de su parte
mas alta, con un apropiado estado de reposo donde la gravedad balancea el
torque aplicado. El estado final depende de las condiciones iniciales y nuestros
objetivos es entender.

Coémo ocurre esta biestabilidad como se dijo la ecuacién que gobierna el
movimiento del efecto Josephson es la siguiente:

he - h - .
2—€¢+ ﬁ¢+1081n¢—’y (2.7.1)

donde A es la constante de Planck dividida por 27, e es la carga del
electrén, ~ es la corriente externa; ¢ y I. son la capacitancia de la unién, su
resistencia y corriente critica; y ¢(t) es la diferencia de fase a través de union.

Para efectos de dar relevancia al rol de la union se adimensional la
ecuacién (2.7.1) a través de los siguientes cambios:

- (2l )\ Ip no\"?
f= (%) 4 _ 5 (" 2.7.2
( hc> L A (2@ICR20> (27.2)

para obtener

¢" +ag +sing =~ (2.7.3)

donde a e 7 son la constancia de amortiguamiento y corrientes
amortiguadas, respectivamente; las derivadas son con respecto a t; podemos
escoger, sin pérdida de generalidad, « > 0y I > 0 (de otra manera
redefinimos ¢ como —¢). En (2.7.3) hacemos y = ¢ y obtenemos el siguiente
sistema
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Yy =7 —sing — ay

{‘b/ -y (2.7.4)

con espacio de fases un cilindro; puesto que ¢ € S, y € R.

2.7.1. La cantidad y cualidad de los equilibrios

Los equilibrios de (2.7.4) satisfacen

{y* =0 (2.7.5)

sin @* = 7y

luego hay dos puntos fijos si v < 1 y ninguno si v > 1. Cuando hay
puntos de equilibrio, uno es una silla y el otro es un sumidero, puesto que el

jacobiano
0 1
A= ( _cosdt —a ) (2.7.6)

tiene traza A = 7 = A\ + Ay = suma de valores propios=—a < 0, y
det(A) = cos¢* = £4/1 —~2. Cuando el discriminante A > 0, tenemos
un nodo estable si 72 — 4A = o® — 4,/1 — 2 > 0, si el amortiguamiento es
suficientemente fuerte o si v proximo a 1; de otra manera el sumidero es una
espiral estable. En v = 1 el nodo estable y la silla colapsan en una bifurcacion
para el equilibrio del tipo silla-nodo.

2.7.2. Existencia de Orbitas Periodicas

Qué se espera cuando v > 17. No hay equilibrios y veamos que surge
una 6rbita periodica. Siguiendo las ideas de Poincaré veamos primero que la
6rbita periodica existe, en efecto cuando 3’ = 0 tenemos la siguiente ceroclina

y=a (y—sing) (2.7.7)

y el flujo baja en la parte de arriba y sube en la parte de abajo, como lo
muestra la siguiente figura 2.6

En particular, todas las trayectorias que eventualmente entran en la
franja 13 < y < yo (como lo muestra la figura anterior) permanecen en
ella todo el tiempo posterior, (aqui y; y yo son nimeros fijos tales que
0<y1 <(y—1)/ayys> (y+1)/a. Dentro de la franja el flujo siempre se
dirige hacia la derecha, porque y > 0 implica ¢’ > 0.
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;1;

Figura 2.6: Ezistencia de una orbita periddica

Como ¢ = 0y ¢ = 27 son equivalentes sobre el cilindro, nosotros
dirigimos nuestra atencién a la franja rectangular 0 < ¢ < 27, y; <y < yo;
esta franja contiene toda la informacion del comportamiento del flujo.

Ahora consideremos una trayectoria que comienza en la parte alta de “y”
sobre el lado izquierdo de la caja, y sigamosla hasta que intercepte el lado
izquierdo de la caja en un punto “P(y)”, se obtiene la aplicacién

y — P(y) (2.7.8)

La cual se denomina mapeo de Poincaré; y observemos cémo se ubica
“P(y)” después de una vuelta alrededor del cilindro, como se muestra en
la siguiente figura. El mapeo de Poincaré es también llamado “mapeo del

(1]

primer retorno”, porque si una trayectoria comienza a una altura “y” sobre la
linea ¢ = 0(mod2m) entonces “P(y)” es su altura cuando retorna a esta linea.

Ahora veamos que existe un punto yx tal que P(yx) = y*, la cual
corresponde a una Orbita cerrada; para ello veamos que una trayectoria que
comienza en y = y; en ¢ = 0 satisface la relacién

P(y1) > w0

esto porque en este caso el campo vectorial asociado con (2.7.4)apunta
estrictamente hacia arriba y nunca retorna a y = y;; con el mismo argumento
se prueba que

P(y2) > o,
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y “P(y)” es una funcién continua (lo cual sigue de la continuidad de las
soluciones de ecuaciones diferenciales y de la dependencia continua para
soluciones diferenciales); “P(y)” es una funcién monétona porque si no lo
fuera las trayectorias del campo diferencial deberian cortarse. Por lo anterior
P(y) tiene una grafica como la siguiente figura 2.7

y(2m)

‘ A ()
Figura 2.7: Mapeo de Poincaré para el sistema (2.7.4) cuando v > 1.

Por el teorema del valor intermedio, P(y) corta la diagonal; esto es, existe
un y* tal que P(y*) = y*; y* es una condicién inicial que corresponde a una
orbita periodica.

2.7.3. Unicidad de la érbita periodica

Clasificamos las 6rbitas perfodicas en R x S* como “libres” o “rotativos”,
segun la siguiente figura 2.8:

g ¥
0 . @
"libres" 'rotatorios”

Figura 2.8: Orbitas periddicas en el cilindro R x S!

Para v > 1, las drbitas periodicas “libres” son imposibles en este caso
pues encerrarian un punto fijo (teorema de Poincaré Bendixson). Ahora
supongamos dos érbitas periodicas rotatorias diferentes, el retrato de fases
seria como la segunda figura 2.8.

Una de las rotaciones debe estar estrictamente arriba de la otra porque
las trayectorias no se pueden cortar. Sean ys(¢) > y;(¢) para todo ¢.
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Figura 2.9: Imposibilidad de dos orbitas periodicas

La existencia de tales dos érbitas periodicas rotatorias conducen a una
contradiccion, como muestra el siguiente argumento con base en la siguiente
funcion de conservacién de energia:

E@h¢)::%y2—<ﬁs¢ (2.7.9)

Después de circular alrededor de una orbita periodica del tipo rotativo,
el cambio en la energia AFE tiene que acumularse, esto es:

21 dE
OzAE:/ il 2.7.10
o db (2710
pero (2.7.7) implica que
dE  dy
—_— =y i 2.7.11
dy vy y—¢—ay
72 2.7.12
dp ¢ Y ( )

Sustituyendo (2.7.12) en (2.7.11) resulta % = v — ay. Asi que (2.7.9)
implica

2
OZA (v — ay)dg

Sobre cualquier rotaciéon y(¢). Equivalentemente, cualquier rotacién debe
satisfacer

B 2T _271__7
o_A y(6).dp =" (2.7.13)

pero puesto que y,(¢) > y;(¢), entonces

/0 T pal(@)ds > /0 T (@),
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Por ello (2.7.13) no se puede tener para ambas rotaciones. Esta
contradiccion prueba que la rotacién para v > 1 es Unica.

2.7.4. Conexiones heteroclinicas

Surgen conexiones heteroclinicas las cuales conectan dos equilibrios
(también soluciones homoclinicas que autoconectan un equilibrio) en los casos
que se ilustran en la figura 2.10.

N\

N = orbita homoclinica

'
'
!
L
'
'
Y
'
'
]
'
'
'

ciclo limite estable

-

)

L

variedad estable Y=1I

Sif.<¥<1

¥ <1

Figura 2.10: conexiones heteroclinicas

El resumen de esta familia de los retratos de fases que aqui pueden surgir
se resumen en el siguiente grafico de bifurcaciones ilustrado en la figura 2.11

2.0
ciclos limite estable
silla nodo periode infinito
bi —estable
T puntos fijos estables
homoclinica
{0,0) 2 2.0

Figura 2.11: Diagrama de Bifurcaciones
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Por la analogia en el fenémeno de unién de Josephson y sistema pendular
amortiguado, b > 0, tenemos la siguiente ecuacion diferencial:

6 + b + sinf = 0 (2.7.14)

y torciendo el cilindro en y = 0, podemos representar la evolucion de las
trayectorias en la siguiente figura 2.12

T =
P e

Figura 2.12: Retrato de fases para el sistema correspondiente a la ecuacion
2.7.14 y los niveles de energia.

De (2.7.14) podemos calcular el cambio de energia a lo largo de las
trayectorias mediante el siguiente calculo:

dE.d (1, Y Y .
- = (—0 — oS 9) = 6(0 + sinf) = —bo” < 0; (2.7.15)

2
Esto es, la energia decrece monétonamente a lo largo de las trayectorias
heteroclinicas de (2.7.13), excepto en los equilibrios.

2.8. El modelo espacio-temporal de tunelamiento superconduc-
tor.

A continuaciéon generalizamos para una dimensién espacial la creacion
untual (2.4.2).

Sea ¥(F) = exp(ik.7) la funcién de onda de un par de electrones con
momento fik. El flujo a través del esquema superconductor separado por la
pelicula delgada, depende de como la funcion de onda defiere entre sus lados
derecho e izquierdo. Si ¢ es la diferencia de fase, la féormula para la den-
sidad de corriente es I = I¢ sin ¢, donde I, es la densidad de corriente critica.
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Si aplicamos un campo eléctrico o magnético a este montaje, la cual
asumimos en el plano x — y, se expresa por la conjugacion de las ecuaciones
siguientes:

% - %Hy
(2.8.1)
dop e
d = ~ne s
dp  2e
= 2.8.2
it~ n’ (282)

0H, O0H, 4rnl 4nCO0v
— = — 2.8.3
ox dy c + c Ot ( )
donde d es la densidad del campo magnético; ¢ es la capacitancia por
unidad de édrea; la ecuacién (2.8.1) es el efecto en la fase de posicién
del campo magnético H; la ecuacién (2.8.2) es la fase dependiendo del
tiempo; finalmente la ecuacién (2.8.3) es la ecuacién de Maxwell, esto es,

curl H=V.H="%]+9%

Las ecuaciones (2.8.1)-(2.8.2)-(2.8.3) es el conjunto de ecuaciones que
describen el estado de la barrera (ignorando los efectos de la resistibilidad
conjunta).

Figura 2.13: Tunelamiento entre dos superconductores con energia gap /N1 y

Ny, con Ny > /\q

Las ecuaciones (2.8.1)-(2.8.2)-(2.8.3) se pueden expresar en conjunto
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mediante la siguiente tinica ecuacién para ¢(x,t):

2
Vi — (%) (%) = \"Zsin¢ (2.8.4)
donde
. &
Y lnde)ir
y

\ )\CQ 1/2
8w Jied

Recordemos que, con respecto a la ecuacién (2.8.1), la longitud de onda

de un electron es % en presencia de un campo magnético, esta longitud
cambia a (mv%e;; donde A es el vector potencial; asi el campo magnético
(&

tiene un efecto sobre la longitud de onda. La teoria de superconductores de
Ginzburg-Landau explica éste fenémeno.

De la ecuacién (2.8.2) de la formula E = hw explica la relacién frecuencia-
energia en la mecanica cuantica. Si la diferencia de potencia se aplica a través
de la barrera, se libera la energia 2ev entre sus lados. Esto corresponde a una
diferencia de frecuencia de w = 2%, y esta cantidad es la razén de la diferencia
de fase que esta en la ecuacion (2.8.2). Observemos que de la ecuacién (2.8.4),
para ¢ independiente de la posicién obtenemos,

d*¢

W—l—wng:()

con w = &

>

También en presencia de un campo magnético, la corriente critica I. es
modulada por este. La cual produce un fenémeno de difraccion, tal como
sucede en éptica con la formula de Fraunhofer, la cual es dada por

=ty [t
T/ Po
donde ¢ es el flujo del campo magnético aplicado y ¢g = h/2e es el flujo

del superconductor, ¢y = 2,07 x 10715 el cual es un valor extremadamente
pequeno.

(2.8.5)



CAPITULO 3

Tren de solitones y las curvas caracteristicas de la union
larga de Josephson

3.1. El modelo largo de unién de Josephson

En [F. Happ| se generaliza la ecuacién (2.8.4) reconociendo su parametro
o > 0y y obtener el siguiente modelo con condiciones de frontera finita para
la unién continua de Josephson (en el mismo documento se estudia el caso
discreto):

O + TP — Puo + s€NP =0
0.(0,t) = H, .(1,t) = H +;

y se demuestra que este sistema tiene al menos una Orbita periodica
exponencialmente estable para ¢ > 0y v > 0.

A continuacion realizamos un estudio cualitativo un poco més avanzado
de la dindmica solitonica de la ecuacion perturbada del tipo Sine-Gordon, la
cual modela la union larga de Josephson; encontrandose solitones simples
y cadticos. Se realiza también el analisis de la sincronizacién causada
por un campo magnético y en consecuencia, podemos construir la curva
caracteristica I — ¢ en cada caso.

La investigacion de localizar soluciones de la unién larga de Josephson es
muy interesante y significante por sus aplicaciones. En particular para en-
contrar los parametros para los cuales surgen “solitones multiamortiguados”
con la forma de estados acotados de solitones triviales (tren de solitones)y



44 Tren de solitones y las curvas caracteristicas de la union
larga de Josephson

que se propagan a través de la unién.

Los trenes de solitones para este modelo para la uniéon unidimensional
corresponden a la ecuaciéon en derivadas parciales con condiciones de frontera
siguiente:

Prz = P = SIN(@) + AP = Bprar —
con condiciones de frontera (3.1.1)

©:(0,t) = @.(l,t) = gsin(wt)

donde ¢(x,t) es la diferencia de fase para la ecuacién de onda ma-
croscopica de los superconductores; v es la corriente externa normalizada;
Bzt ¥ py son los componentes disipativos responsables por la corriente
electrénica ordinaria a través de la unién; 7¢” es la longitud de la unién. El
sistema (3.1.1) describe una unién libre cuanto ¢ = 0 y la unién forzada por
un campo magnético externo si g # 0.

La ecuacién (3.1.1) ha sido ampliamente estudiada, cuando = 0, caso
para el cual se conocié el efecto de una campo magnético externo sobre la
I — 9 curva caracteristica de unién. Para «, § y I suficientemente pequenos
pero no nulos, encontramos la existencia de una solucién homoclinica hacia
equilibrios del tipo silla-nodo, construida sobre la base de la solucion exacta
de la ecuacién Sine-Gordon (o« = [ = I = 0); al mismo tiempo los
experimentos numéricos y fisicos han encontrado una dindmica muy diversa
de este tipo de unién, lo que ha permitido investigar la curva caracteristica,
I—17, la cual describe los cambios estructurales de la evolucion de los solitones
multiamortiguados.

3.2. Teoria cualitativa de la curva caracteristica de la union
larga de Josephson

Este estudio arroja los siguientes conceptos

i) La diferencia de potencial entre los electrodos superconductores, v(x, t),
varfa proporcionalmente a ¢ (z,t). La ecuaciéon (3.1.1) tiene una
solucién de la forma (), donde £ = ct — x es el cambio de variable de
una onda viaje{g con velocidad ¢; ademés como estas soluciones tienen

©

la forma tan(%3*) = e~¢ se cumple que

o(+00) — p(—0) = £2n7, neN (3.2.1)
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ii)

Por lo cual () tiene la forma de un solitén multiamortiguado andlogo
al de la figura (1.8). Aunque la propagacién del frente de ondas a través
de la uniéon produce pulsaciones en el voltaje, el voltaje promedio es
constante e igual a

c2m™n
V= ; ,n

eN (3.2.2)

Por ello para conocer la dependencia del voltaje medio “v” sobre la
W W,

corriente externa “y” es necesario el conocimiento de “c”; con ello se
construye la curva caracteristica I — v.

El sistema (3.1.1) serd analizado para una clase de soluciones ¢(—z+-ct).
Estas soluciones conducen al sistema siguiente:

p=¢
y==z (3.2.3)
Bei = —(1—c*)z + acy +sinp — v

donde la derivada se realiza con respecto a la variable £ = —x + ct. La
cual proviene del modelo discreto Sine-Gordon siguiente:

dez” + O‘d% + senp + 77 — aiz(SDn—1 — 20, + @ny1) = 0, donde « es la
1

constante de disipacién de la unién, o = (ﬁ%) §; on(t) = p(x,t),

Spn+1(t) = gO(.’L',t) + hgpx + %hQQOQx + -y COIL Ppg = mgT(f?y)? con n.h =1

para n grande.

Existe un sistema dinamico en el espacio de fases alternando estados
de equilibrio de dos tipos: silla-foco, con su separatriz estable unidi-
mensional, o silla-foco con separatriz estable bidimensional estable.

Las llamadas trayectorias homoclinicas, esto es, las trayectorias que
son biasintdticas (§ — %o00) relativa a estos puntos, cubren el cilindro
un ndmero ‘n” arbitrario de veces antes de cerrar. Para n = 1,
la trayectoria corresponde un salto ordinario de ¢ o un solitéon ;.
Las orbitas son monotdnicas en el caso de equilibrio del tipo silla; o
tendra soluciones oscilando permanentemente en torno al equilibrio,
en el caso silla-nodo; mientras que para el caso n > 1, tendremos un

solitén con n-saltos (un paquete de solitones).
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Figura 3.1: a) Esquema de un arreglo anular. b) Microfotografia de un arreglo
real. ¢) Simulacion pendular equivalente a n-arreglo anular de Josephson con
soliton; fusion de 2w~ solitones de la misma polaridad con un unico 4 soliton.

En este estudio nos interesamos en diferentes tipos de ondas es-
tacionarias para constantes « y [ (ambos pardmetros se toman
aproximadamente iguales a 107%), e investigamos la dependencia de
la velocidad ¢ del parametro . Para estos propositos construiremos
superficies en el espacio de fases tridimensional del sistema (3.2.3) que
son interceptados transversalmente a lo largo de sus trayectorias. Estas
superficies estables muestran algunas regiones (“tineles”), dentro de
los cuales se localizan las separatrices estables e inestables asociados
a los puntos de sillas. La investigacion analitica de la localizacion
de estos “tuneles”, provee la existencia de trayectorias homoclinicas
n-envolventes y, consecuentemente, solitones de n-saltos para la
ecuacion (3.1.1).

La prueba analitica de los n-solitones nos permiten proponer, al
menos computacionalmente, graficas ¢, contra ~. Las trayectorias
homoclinicas del sistema (3.2.3) con separatrices estables de dimen-
sién dos corresponden a curvas que designamos como curvas 7";
mientras que las otras dimensiones inestables de dimension son de
dos las denominamos como curvas P". Se puede comprobar que
existe sélo una curva del tipo 7! en el plano ¢ — 7; la situacién es
completamente diferente de multi-solitones, y se puede ver que 75 esta
entre 7! y 7 (estos tltimos son los dos tipos de curvas 4-homoclinicas).

Los resultados de los experimentos numéricos verifican que las
soluciones estacionarias para medios no acotados dan una buena
aproximacién para medios acotados del sistema (3.1.1) (cuando ¢ = 0),
dado que la longitud de la unién es mucho més grande.
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iii) Los solitones correspondientes a las curvas caracteristicas de la unién
deben ser estables en algin sentido, por esta estabilidad entendemos
el comportamiento de los solitones con respecto a una amplia gama de
condiciones iniciales ¢(0, z).

La integracién numeérica de (3.1.1) cuando ¢ = 0 revela que el solitén
corresponde a un 1nico salto a 7! son estables; mientras que los multi-
solitones solamente son estables los correspondientes a las curvas de
bifurcaciones 7. Como un 5-solitén puede ser tratado como un tren de
un 3-solitones y un 2-solitones, la dindmica del 5-solitones recuerda la
dindmica de las perturbaciones de la ecuacion clasica del modelo Kdv.

iv) El resultado del andlisis cualitativo correspondiente a la dindmica de
(3.2.3) conduce a las siguientes conclusiones sobre las, I — v curvas
caracteristicas de la uniéon Josephson: hay dos diagramas diferentes
de las curvas caracteristicas I — v; si [ es proximo de cero existe
solamente una curva 7! en el plano (¢, I) y consecuentemente, la curva
caracteristica I — v de Josephson consiste de un trazo; al crecer f3
la tal curva caracteristica contiene infinito nimero de partes, cada
parte corresponde al voltaje de multisolitones (n = 2,3,4); cuando
en estas lineas de bifurcaciéon corresponden a valores proximos de
¢, las correspondientes partes estdn muy cercanas unas de las otras
haciéndose indistinguibles.

Ademas del voltaje u medio de la unién crece con n, pero tiene un
limite superior, pues hay sélo una cantidad de n-solitones realizables
para la longitud finita [ de la unién; a la vez el rango de variacion de
la corriente bias decrece cuando n crece.

3.3. Las curvas caracteristica de Josephson [ — v forzadas por
un campo magnético alternante

Cuando un campo magnético de frecuencia w fuerza una uniéon de Joseph-
son, se observa el nuevo fenomeno cualitativamente diferente denominado
“solitones sincronizados por el campo”. Para multi-solitones, introducimos
la frecuencia intrinseca siguiente

_ ot om o
Jo dt

T’ c
los cuales describen el movimiento de un n-solitén en una unién libre.
Cuando w =~ wy, un m-solitén se sincroniza con el campo magnético externo

Vi, f) =< 6 >
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mediante el tiempo necesario para que un n-solitén se mueva una distancia
de 2/ y coincida con el periodo del campo magnético externo.

En ausencia del campo magnético, cada valor de la corriente bias
corresponde (para n fijo) a un valor de la velocidad del n-solitén é (tomando
en cuenta la relacién entre ¢ y v) a un valor del voltaje de la unién.
En presencia del campo magnético de frecuencia w, un tnico valor de ¢
(6 respectivamente de v) corresponde a cierto rango de valores para la
corriente bias, cada n teniendo su correspondiente rango de valores. El valor
de ¢ es tal que un n-solitén se mueve una distancia de 2/ en un periodo del
campo externo T = %r Como resultado se forman pasos verticales en la
curva caracteristica de Josephson I — v.

El mecanismo de la sincronizacion se puede entender facilmente com-
parando el campo magnético externo en diferentes puntos de la regién de
sincronizacién cuando el n-solitén se aproxima (uno de los lados) de la
frontera de la unién. Para el valor promedio de ~, la fase de la oscilacion
senoidal que modela el campo externo es proxima a 2wm (donde m es un
entero). Consecuentemente, el campo externo tiene un valor instantdneo
casi igual a cero y el soliton se propaga como si no existiera campo externo.
Cuando el valor de v se toma cerca del valor de la frontera més bajo, el
soliton se aproxima a la frontera de la unién de Josephson.

Parte de la energia es entonces transferida del campo externo al solitéon
(el proceso es méas efectivo en la frontera del intervalo de sincronizacién), lo
cual resuelta en el incremento del promedio de la velocidad de los solitones.
De una manera similar, cuando v toma valores cercanos a la frontera de la
unién en el instante en que el campo externo tiene un valor minimo. En
este caso parte de la energia es transferida del solitén al campo externo y la
velocidad promedio del frente de ondas decrece.

Claramente la regién de sincronizacién (el tamano de los pasos) crece con
el crecimiento de la amplitud del campo externo. Cuando w y wq difieren
significativamente, no hay sincronizacion y la curva caracteristica I — v de
la unién de Josephson forzada por el campo magnético no es diferente de
la unién “libre”. Esto es explicado porque la fase del campo magnético es
“nueva”’ y todo tiempo que el solitén se aproxima a la frontera de la unién;
y el campo magnético externo transfiere su energia al soliton y algunas
veces reduce su energia; lo cual conduce a que el “promedio” del efecto del
campo externo y la velocidad promedia del solitén difieran suavemente de la
velocidad de la union “libre”.
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3.4. Trayectoria homoclinicas y solitones.

Para simplificar el sistema (3.2.3) introducimos las siguientes variables:
0 =m—p, yg = —y y zg = —z, entonces omitiendo el subindice H,
obtenemos

Bei=—(1—c*)z+cay —sinf + v (3.4.1)

Ubicamos el retrato de fases del sistema (3.4.1) en un cilindro G = S xR2.

Para v < 1 el sistema tiene dos puntos de equilibrio del tipo silla:
0:1(0 = 0, = arcsin(y),y = 2 =0) y 02(0 = 0 = 7 — arcsiny,y = z = 0). El
equilibrio 0; tiene una separatriz estable de la dimensién 1 y una separatriz
inestable de dimensién dos; mientras que 5 tiene una separatriz estable de
dimension dos y una separatriz inestable de dimensién uno.

Aparentemente, si una de las separatrices unidimensionales de los
estados de equilibrio, 9?(9 = 0;,y = z = 0) pertenece a una separatriz dos
dimensional 07(0 = 0; — 2mn,y = 2 = 0) donde j = 1,2;n = +1 £2,...
entonces existe un lazo separatriz rotacional. Una trayectoria homoclinica
del sistema (3.4.1), se muestra en la figura 3.3. Los puntos 63 y 63 se
identifican y en vez de € introducimos de nuevo la coordenada ¢.

Cuando f = 0 (o # 0,7 # 0) el sistema se reduce a un sistema de
segundo orden el cual describe la dinamica del péndulo fisico en un medio
viscoso. En el caso v < 1, el diagrama de bifurcacion contiene dos curvas:

vo= ( %) yy =" < %), las cuales corresponden a diferentes

trayectorias homoclinicas rotacionales (7*(-)).

En este caso cuando %(O,t) =Hy %(0,5) = H + Y, para el caso
discreto y y continuo, con > 0 y 7 > 0, existe exactamente una orbita
periédica exponencialmente estable, ver [LE, HO]J

Cuando «, 3,7 # 0, se debe notar que el sistema (3.4.1) no tiene equilibrio
diferentes de ¢, y 5. Ahora consideremos la funcién de Lyapunov siguiente,

'U((g,y,Z):ﬁC%z—l—(1—|—0¢ﬁ—|—§)2y+(1_02) (14—0464_@) y_2+

a ) 20c
B 0
%x / (sin0 — I)do (3.4.2)
01

la cual proviene de una funcién de energia del tipo

(sinf — Iy +



50 Tren de solitones y las curvas caracteristicas de la unién
larga de Josephson

1
E=— /G 60+ ()

donde
G(6) = [ (sens — )do
@
La derivada de ¢ a lo largo de (3.4.1), ©(0,y, 2), tiene la forma:
0(0,y,2) = (02 +af + g) + acyz + y? <a2 + %) + (1 + cos 0)y>.
Se puede ver facilmente que v(6,y,z) > 0, con ¥ = 0 solamente sobre
la linea recta {y = ¢ = 0}. Consecuentemente el sistema (3.4.1), no tiene

equilibrios ondulatorias diferentes de 6; y 6,.

Demostraremos que existe en G una regién absorbente. Para ello
consideremos dos familias de planos:

mmsma (e 20)

Wgzz—(s(y—(l_”)) — _h

donde h=constante> 0,

(3.4.3)

(1= ) + 408D} — (1- )
203c
Por el sistema (3.4.1), las derivadas de estas funciones Wy y W a lo largo
de este sistema se intersecten segun las siguientes desigualdades

5 —

Wilopon = ————— — =~ <0

o pe al (3.4.4)
. 1—sinf «ah o
WQ’wQZ, ﬁ % 0

Las desigualdades (3.4.4) implica que Wy = h, Wy = —h son superficies
que son interceptadas transversalmente a lo largo de una solucién del sistema
(3.4.1).

Designamos por G la porcién de G acotadas por los planos “limites”
Wia. Por (3.4.4) cualquier trayectoria de (3.4.1) con condiciones de frontera
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de G entra a esta regiéon y no la abandona, esto es, GT es una regién
absorbente. Se puede ver facilmente que GT pertenece exclusivamente
al semi-plano z > 0 cuando y > (1+7) y al semiespacio z < 0 cuando

y < —%. Esto y la ecuacion y = z del sistema (3.4.1) produce que
cualquier trayectoria dentro de G intercepta los planos
Qu={y= ={v=—22)

Cuando & — 400, esto es (|y|, |z| — 00), el sistema (3.4.1) sera restringido
a la regién G, la parte de G encerrada por los planos Q; y Q; ademds
podemos distinguir en G la cual regién ”delgada” absorbente, G, que esta
encerrada entre las siguientes dos superficies:

e (3.4.5)
0(sinf —
ac
donde zy = &6*(1 + v)Ba~3c™2. En efecto realizando derivadas en la

direccién del sistema (3.2.3), obtenemos

ak 0
W3|w3 k= ﬁé—l-@cosﬁ-y
. ak 4]

Claramente, cuando k > ky obtenemos las siguientes desigualdades

W3|w3:k <0 Yy W4|W4:—k‘ > 0.

Las cuales se interceptan en todos los puntos de la regién G y
GJ es ahora una regiéon absorbente. En consecuencia, como el campo
vectorial (3.4.1) en la frontera de G es orientado hacia adentro de G{,
las desigualdades

59_i(Sine—V)—Zo<Z<5y—i(sin9—’y)+zo (3.4.6)
ac ac

se satisfacen para cualquier solucién {0(§),y(§), z(€)} del sistema (3.4.1)
que entra y por ello permanece en la regién Gy .

A continuacién introducimos el sistema auxiliar de la forma
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: )
0=y, y=20dy— &(sine —v) + 20 (3.4.7)

Note que el sistema (3.4.7)es la ecuacién del péndulo; puesto que el
sistema (3.4.7) es independientes de z, sus trayectorias forman en G§ una
superficie cilindrica conectando las superficies W3 = zp y Wy = —2.

Esta superficie cilindrica dentro de G son interceptadas transversal-
mente en una direccién de las trayectorias del sistema (3.4.1). Ello puede
ser usado de aqui en adelante para construir tuneles que maximizan las
separatrices del punto de silla 5.

La seccién transversal (z=constante) de los tineles para (3.4.7) y la
correspondiente orientacién del campo vectorial del sistema (3.4.1) son
presentados en la figura 3.2.

W AATNG, W N,
% \{N g/?«% M’

(a)

=

Figura 3.2: Orientacion del campo (3.4.1) en los tineles para z = constante.

Los tuneles son regiones que contienen soluciones ¢(t) enceradas por
curvas a(t) < ¢(t) < p(t) y atrapan las soluciones para te[a,b] y atrapan
sus pequenas perturbaciones ¢(t) con |¢.(t) — ¢:(t)] < (%) (eFlt=al — 1) para
keZt k>1.

La seccién transversal a los tineles (2 = constante) y la direccién del
campo vectorial de la figura (3.2 a)) corresponde a una regién d del espacio
de parametros, d; corresponde a las desigualdades,

oc—fh sivade > \*

a?c+36
0<y< (3.4.8)

2 7% /adc)—BS . «
% sivade < A
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donde v* = 1,193 intercepta la condicion v*(A*) = 1. Los pardmetros en
la regiéon d, satisfacen las siguientes desigualdades

v (Vade) + 586 e a’c— 36
a’c+ (o a2c+ (36

e—p5>0, y Vac< N

resultan los tuneles los cuales son presentados en la figura 3.2(b).

Puesto que las uno y dos-dimensionales separatriz del estado de equilibrio
0y estan en los tuneles y son localizados inversamente en los puntos de las re-
giones dj y d, cuando y < 0, entonces existe en el espacio de pardmetros del
sistema entre d3 y dy (3.4.1) un conjunto de bifurcaciones 7! de codimension
uno, el cual corresponde a la existencia de un lazo separatriz rotacional
conectando los puntos 05(6 = s,y = 2 = 0) y 03(0 = 0y — 2w,y = z = 0)
(esto es en n=1). Ver figura 3.3

Figura 3.3: Lazo separatriz en el espacio de fases G para el sistema (3.4.1);
ver seccion 1.8.

Regresando de nuevo a la variable original ¢, nosotros encontramos que
los puntos de bifurcacién del conjunto m' corresponden al lazo separatriz
rotacional, conectando los equilibrios tipo silla (¢ = @9, = ¢ = 0) con el
equilibrio (¢ = o + 21, = ¢ = 2m).

con el cual conecta el estado de equilibrio tipo silla de coordenadas
(p=¢1, ©=¢ =0)con (p = pa+2m,) ¢ = ¢ = 0. En este caso
para el campo (3.2.3) también existe en el espacio de pardmetros regiones
df, di

Anélogas a dj , di. en el espacio de pardmetros existen las regiones di’{
las cuales se dibujan en el plano (¢,7) (para o = 0,5, 8 = 0,02) en la figura
3.4, la cual también muestra las curvas 7.
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Figura 3.4: Seccion transversal dil para o = 0,5; [ = 0,02

El diagrama de bifurcacién en el plano (¢, ), para 5 pequeno, contiene
solamente las componentes de 7! y P! como se ve en la figura 3.4

Cuando el pardmetro 3 crece un poco mas las curvas 7! y P! se desarro-
llan como sigue: comenzando con un valor 3, estas curvas no interceptan la
linea v =1 y se ilustran cuando ¢ =1y v < 1. Cuando K < 1 de las curvas
se interceptan porque el sistema es reversible cuando ¢ = 1 (es invariante
a la transformacién § — © — 0, &y — —&y, 2z — —z); en consecuencia,
existe una trayectoria conectado los puntos 09 y 03, entonces para los mismos
valores de pardmetros, existe también una trayectoria conectado 09 y 01.

Cuando 3 crece un poco mds, las componentes 7} y P! aparecen sobre
las curvas 7! y P!. Si los pardmetros del sistema (3.4.1) pertenecen a las
componentes 7! y P!, el estado de equilibrio corresponde a una silla-foco

con un valor de silla positivo.

Entonces de acuerdo con Shilnikov y Belyakov [Shi, Belk] el conjunto

de bifurcacion del sistema (3.4.1) en la vecindad de w} y P! contiene una

cantidad infinita de curvas las cuales corresponden a un conjunto hiperbdlico
no-trivial en el espacio de fases. En particular para n < 1 el sistema (3.4.1),
existe un conjunto contable de superficies de bifurcacién que corresponden
al lazo separatriz de la envolvente de los 2mn fuentes de ondas (solitones
multisaltos). Por ejemplo, cuando ¢ < 1 existe un conjunto contable de
curvas, {7rj2 521, las cuales corresponden a doble envoltura de los lazos
separatrices rotacionales que conectan los puntos 09 y 03, los cuales hacen j
oscilaciones en la vecindad del punto 0. En otras palabras, una propiedad
2

comun de todas las curvas 75 es que un 2-solitén corresponde a cualquiera

de estas curvas y consecuentemente, un tren compuesto de 2-solitones puede
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o0
=1

propagarse el sistema (3.1.1) para los valores de pardmetros en {7r]2

Los solitones correspondientes a las curvas 7r]2 con diferentes j difieren
uno del otro por el nimero de oscilaciones en el nivel p = ¢; 4+ 27. Cada
una de las curvas 7T]2- en el plano (c,7y) es una curva parabdlica. Las partes
mas altas de “las pardbolas”, cuando j — oo, tiende al punto A, en m donde
el valor de la silla se convierte en cero.

Las curvas 7rj2., j > 1, estan localmente dentro de una pequena regién
y 7% sobre el plano (c,7). La curva 7} se muestra en la figura 3.4. Note que
aunque todos los puntos de la curva 7? corresponden a solitones con n = 2y
J =1, sus formas son cualitativamente diferentes dependiendo de la eleccion

del pardmetro escogido sobre 7.

Si los parametros son tomados en la parte de 77 que es préxima a
la curva 7!, la forma de solitén es como el de los solitones con n = 1;
mientras que para valores de parametros pertenecientes a la otra parte de
la “parabola” 7%, el solitén tiene la forma de la figura (1.8). Se nota que
aunque la curvas 7 y 7 son préximas la una de la otra, ellas no se interceptan.

Ademas entre cada par de curvas 7T]2- y 77]2- 1 existe un conjunto de
bifurcacién constituido por curvas 73 (donde [ depende de j) las cuales
corresponden a una 3-envolvente de lazo separatriz que conecta los puntos
09 y 03. También 3-solitones pueden propagarse en (3.1.1) para valores de
parametros en 7r§?l. Simulaciones numéricas del sistema (3.4.1) revela que
debajo de la curva 77 se localiza una curva parabdlica 5. También la curva

73 es encerrada por las curvas parabdlicas 7] y i

Una situacion similar ocurre para ¢ > 1. En este caso, existe ademas de
P!, conjunto de bifurcacién Pj?, Pfl, las cuales corresponden a solitones cuya
cola tienden a los equilibrios ¢ = o v 0 = (g — 27n.

Asi el diagrama de bifurcacion del sistema (3.4.1) contiene un infinito de
elementos y por ello no puede ser representado en forma completa, pero sus
regularidades son claras. El plano (¢,7) contiene dos familias de curvas 7
y P, respectivamente para ¢ < 1 y ¢ > 1. Cada curva de bifurcacién de la
familia 7 se intercepta, cuando ¢ = 1, con una curva anéloga de la familia P
(el sistema es reversible cuando ¢ = 1).
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Todas las curvas de bifurcacién, excepto ! y P!, son curvas parabdlicas.
Notemos también que las curvas de bifurcacién corresponden a n fijo
(n-solit6n), tiene muchas componentes correspondientes a otros n.

La curva de bifurcaciéon préxima corresponde a la forma del soliton. Por
ejemplo 7w con 7f; los puntos sobre la parte de 7 localizada cerca de 7}
corresponden a solitones que pueden representarse como un estado acotado
de un par de 2-solitones, con n = 2. Mientras que los puntos sobre 7% cerca
de 73, corresponden a los frentes de ondas de un paquete de dos solitones
conn=3yn=1.



CAPITULO 4

Analisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov de los
m—saltos en una 0 — 7 unién de Josephson.

4.1. Introduccion

Una aplicacién importante de la ecuacion Sine-Gordon es describir la
propagacién de flujos en uniones largas de Josephson. Los flujos cuanticos o
fluxones, son descritos por un salto en la ecuacion de Sine-Gordon. Cuando
muchas y pequenas uniones son conectadas a través de la inductancia de
los superconductores, ellos forman una linea de transmisién discreta de Jo-
sephson. La propagacién de un fluxon es entonces descrita por una ecuaciéon
Sine-Gordon discreta. Algunos materiales son mas facil fabricarlos mediante
un reticulo que mediante una unién continua de Josephson; en el limite
acoplado la unién discreta se transforma en una unién continua de Josephson.

Recientemente una conjetura, la cual fue propuesta en 1970 por Bu-
laevskii sobre el m—salto de la fase en la ecuacién de Sine-Gordon [VaV]
afirma que esta se debe a impurezas magnéticos este salto se caracteriza por
la presencia de una corriente critica negativa en la unién, y es propia por
ejemplo en los superconductores constituidos por yB,CusO; — Au — Nb.
Inclusive en esta estructura la fases de la uniéon de Josephson llegan a
tener signos opuestos con respecto a la corriente critica [., generando
espontaneamente semiflujos, esto es, flujos fraccionales cerca de las esquinas,
como se muestra en la figura 4.3. El cual se usa para probar la simetria del
“gap”, y este a su vez, puede ser usada en memoria superconductora en
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montajes légicos, o en mediciones de longitud de penetracién de las uniones
de Josephson.

Una region la cual contiene un salto de fase 7 es llamada una 0 — 7
union de Josephson y es descrita por una ecuacion 0 — 7 de Sine-Gordon.
El lugar donde la unién intercepta la uniéon 7 corresponde a un punto de
discontinuidad. Una 0 — 7 unién de Josephson admite semiflujos magnéticos,
también llamados m-fluxones, relacionados con los puntos de discontinuidad.
Un semiflujo es representado por m-salto en la 0 — 7 ecuacién Sine-Gordon.

Estudiamos en esta seccién el comportamiento cualitativo que surge por
desaparicion del autovalor cero. Ver seccion 1.3 y seccion 1.5. La estabilidad
se puede simular mediante los sistemas de la figura 4.1:

Superconducting
galvonometer

D

B 1
i iy
— fJunctionl  Junction 2} —=

Al @8 b

7800400200 0200 400 600 SN s
600-400-200 0 200 400 600 0, rates] (50}
6, [grades] (»®)

a) b) c)

Figura 4.1: a) Simulacion pendular de dos o tres uniones Josephson en
paralelo. b) Circuito para las uniones de Josephson en paralelo.

4.2. El modelo para la 0 — 7 ecuacion discreta de Sine-Gordon

El lagrangiano que describe el arreglo 0 — 7 de la unién de Josephson es
dado por la siguiente expresion

/Z[ (d(b”) —2(%*1@ (b”) — 14 cos(¢n + 0,) + 0, | dt

(4.2.1)
donde ¢, es la fase de n-union; el 7 salto de fase es descrito por

0 n<0
n = ’ - 4.2.2
v {—W O0<n ( )
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El pardmetro espacial ““a” corresponde con la A; longitud de Josephson;
el tiempo ¢ es normalizado con la frecuencia wy'; y la corriente bias con
densidad 7 > 0 es escalonada con la densidad de corriente critica .. La
ecuacién del movimiento de fase generado por el lagrangiano (4.2.1) es la
siguiente ecuacién discreta Sine-Gordon:

anfl - Z(bn + ¢n+1
— a2

Pn
para n € Z, pero en términos préacticos n es limitado por 2N. Tomamos
las condiciones de frontera teniendo en cuenta la manera como es aplicado al

= —sin(¢n + 0n) + (4.2.3)

sistema el campo magnético h = ( Aﬁc)’ esto es:
¢Nt1— PN _ PN —PN1 b (4.2.4)
a a

en lo que sigue primero consideramos el caso h = 0.

4.3. Aproximacion para el reticulo espacial
en el limite continuo
Existe varios modelos continuos de aproximacién de (4.2.4) en el limite

continuo cuando a << 1. Escribiendo ¢,, = ¢(na) y expandiendo los términos
de diferencias en una expansion de Taylor como la siguiente

k

n— _2 n+ n a2
Bt (?2 e = 22?;0 (2k+2)!8£m¢1’x(na’) = La¢xz

(4.3.1)
1—Pn e¢] ak T
¢n+a ¢ = Ekzomal;qb(na) = La¢x
Asi la aproximacién continua (4.2.3) es
G1t — LaPre = —sin(¢ + 0) + (4.3.2)

donde 6(z) es definido similarmente a (4.2.2), esto es

e(x):{o, z <0

—m, x>0

La aproximacién continua para el Lagrangiano asociado a (4.3.2) (ver
ejemplos 1 y 2 de la seccién 1.2) es

+oo 1 1 ~
b= //oo {5(@)2 — 5(La6s)® 1+ cos(é+ 0) + 10| dadt
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Notando que la normalizacién en el sistema discreto implica que la
coordenada espacial = es normalizada por la longitud de Josephson A;.

Existen varias maneras para construir la aproximacion del operador L,
cuando a — 0; la primera obviamente es

2
a .
¢tt - ¢x:c - E¢xmx = - Sln(¢ + ‘9) + 7, T 7& 0 (433)
otra aproximacion se puede encontrar usando el hecho dado por
a’ at
1 — —0p)La=1——=02 + ...
( 12 ) 240 ** *

Este resultado refleja la invertibilidad de L, hasta orden cuatro. Aqui 1 —
a2

$50:, actiia en (4.3.2) dando la siguiente aproximacién (hasta términos de

orden cuatro):

2

Gpe = Gt +sin(¢p +0) — v — %%(qﬁu + sin(¢ +6)), r#0 (4.3.4)

Cuya ecuacion estéatica ¢, = 0, es singularmente perturbada. Expandien-
do esta ecuacién y usando de nuevo la expansion para ¢,,, obtenemos

2
Gz = (s +5(6 +6) =7 = 75 (9 + [sin( + )]

— 2 sin(¢ 4 0)) + cos(¢ + 0) [y +sin(p +60) —7]), x#0 (4.3.5)

Cuya ecuacion estatica no proviene de un Hamiltoniano.

El Lagrangiano para el sistema igual a dos veces (4.3.4) menos (4.3.5)
(4.3.5) es,

2
L= // |:%¢t2 - %Qﬁ —1 +COS<¢+9) +’Y¢+ % (gﬁxaw(gbtt —}-sin(¢+9)) + %(Cbtt —i—Sin(qb

la ecuacién estética para dos veces (4.3.4)menos menos (4.3.5) es

2
Gpz = sin(p+60) — vy — %(2%1 cos(¢ + 0)) — ¢ sin(¢ + 0)
—cos(¢p+0)(sin(p+60) —v),z #£0 (4.3.7)
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Esta ecuacion es una perturbacién regular del sistema Hamiltoniano
siguiente,

_ r . )2
H(¢,P) = 5 (1 N % e 9)) + ¢ + cos(¢p + 0) 24(sm(<b +6) — )7,
con 9 (¢ n 0)
a” Cos
P=o <1 + #)

El modelo (4.3.5) es no singular y tiene las mismas propiedades del sistema
discreto, reflejando sus propiedades fisicas.

4.4. El r-salto y su espectro en el limite continuo

En esta seccién consideramos (4.3.5) con a = 0, el cual es el modelo ideal
para una 0 — 7 unién de Josephson:

Git — Guw +8in(G+0) =7, T#0 (4.4.1)

Para una unién de Josephson sin corriente bias o un salto en las fases,
v =0y ¢(x) =0, el modelo corresponde a una ecuacién Sine-Gordon. Una
solucion estable es la solucién basica siguiente,

Yre(T) = 4arctan(e”), Ore(0) =7 (4.4.2)

En general la funcién de discontinuidad en (4.4.1) es para ¢,, en z = 0.
Luego el espacio natural para (4.4.1) consiste de funciones espacialmente
continuas y tienen derivada espacial continua. El comportamiento en el
infinito es regulado por el requerimiento de que la derivada espacial
pertenezca a Hy(R) (el cual permite que la fase se aproxime a una constante

1 1
en el infinito, ||¢[; = <fj;° <b2d3:) et <fj;° <2552de) *); luego, (4.4.1) es
considerado como un sistema dinamico en el siguiente espacio funcional

H={¢:R—R/p, € Hi(R)}

Directamente se encuentra que para |y| < 1y & < 0, los equilibrios de
(4.4.1) son ¢, = arcsin(y) y ¢, = arcsin(y) + 7.

Similarmente, para |y| < 1 y > 0, estos puntos de equilibrio son
¢+ = arcsin(y) + 7wy ¢F = arcsin(vy) + 2.
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En [Su, Vgils] se muestra que existe varios tipos de frente de ondas
estacionarias, las cuales conectan estos equilibrios. Muchos frentes de ondas
estacionarias son llamadas w-saltos, los cuales son ondas estaticas que
conectan los estados de equilibrio en £ = 400 con una diferencia de fase
de 7. Tales ondas son soluciones de la ecuacién de onda estética

Gox —sin(¢ +0) = =y, z#0 (4.4.3)

En la z-dindmica de (4.4.2), los puntos ¢F son puntos de silla y los
puntos ¢F son puntos de centro. Asf un m-salto conecta ¢, con ¢F.

Los varios tipos de m-saltos son construidos tomando una combinacién
apropiada de los retratos de fases para § = 0 y § = m. Los retratos de
fases para v = 0 son esencialmente diferentes de los correspondientes para
0 <7 <1 (el caso —1 < v < 0 sigue de este dltimo tomando ¢ — —¢ y
v — —7). En el caso 7 > 0 hay conexiones homoclinicas en k7 + arcsin(7y),
k € Z, k par (§ = 0), o k impar (§ = —m). Si v = 0, entonces estas
conexiones homoclinicas se rompen creando conexiones heteroclinicas entre
kry (k+2)m.

Para el caso v = 0, en la 0 — 7 unién hay dos tipos de conexiones
heteroclinicas. La primera llamada de tipo 1 y denotada por ¢ (z;0),
conecta 0 con 7. El punto en el espacio de fase en los cuales estéd la unién es
denotado por d;(0). El segundo, llamado de tipo 2 y denotado por ¢2_(z;0),
conecta 0 con 37w. El punto en el espacio de fase donde esta la union es
denotado por dy(0). Esta solucién no es un semiflujo, pero juega un rol en
el andlisis de los semiflujos para v # 0.

Si 0 < v << 1, entonces hay tres tipos de m-saltos (conexiones hete-
roclinicas) en la unién todos conectan arcsin(y) y 7 + arcsin(y). El primer
semiflujo llamado de tipo 1 y denotado por ¢! (z;v) es una continuacién de
la conexién en v = 0. El punto en el plano de fase donde estd la union es
denotado por dy (7). El m-fluxon ¢! (x;v) es monétamente creciente.

El segundo tipo llamado de tipo 2 y denotado por ¢2(x;v). En el limite
para v — 0, este se rompe en 3m-saltos y la conexién heteroclinica entre 3w
y 7 (un 2m-dobleces o un antifluxén). El punto en el espacio de fases donde
estd la unién es do(7). El m-fluxon ¢2(z;7) es monétamente creciente pero



4.4 El w-salto y su espectro en el limite continuo 63

tiene un salto. Ver figura 4.2

Figura 4.2: a) El retrato de fases para v = 0 las trayectorias para x < 0
(lineas gruesas) y para x > 0 (lineas suspendidas), saltan en v = 0. b)El
retardo de fases para v = 0,1; ademads aparece ds para describir el salto en
x =0 y asi describir una solucion con diferencia de fase m entre los puntos
extremos.

El tercer tipo llamado de tipo 3 es denotado por ¢3(z;~). En el limite
para v — 0, él rompe la conexién heteroclinica entre 0 y 27 (fluxén) y un
antifluxén ondulatorio como el de tipo 1 conecta 27 con 7. El punto periodico
en el espacio de fases donde esta la unién es denotada por dsz(vy). Este -
fluxén tiene un salto, pero menor que el de tipo 2. Siguiendo la primera
orbita homoclinica, los puntos de unién son ordenados de tal manera que
dy(vy) viene primero, seguido de dy(7y). Si v crece los puntos da(7y) y d3(7y) se
aproximan uno con el otro, hasta que coinciden en

. 2
T V4 + 72
en el punto (7 + arcsin(y*),0). En este punto, la onda de tipo ¢2(x;7)

deja de existir (en el limite se rompe en dos mitades, la conexién homoclinica
para x < 0 y la conexién homoclinica completa para z > 0).

(4.4.4)

El doblez de tipo 3, ¢2(x;~*), consiste en semiconexiones para x < 0 y
equilibrios para x > 0, y esta onda puede conectarse para v > ~*; el doblez
de tipo 3 es monotdnico.

Si posteriormente 7 crece, los puntos d;(y) y d3(7y) se aproximan uno al
otro hasta que coinciden en
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2
= Y = — 4.4.5
V= Yer = - (4.4.5)
Cuando v = 7., la orbita homoclinica al equilibrio hiperbédlico para

x < 0 es tangencial en di(y) = ds(y) a la variedad estable del equilibrio
hiperbdlico para z > 0. Tan pronto como v > .. no hay mas intercepcion
de la érbita homoclinica para z < 0 con la variedad estable del equilibrio
hiperbdlico para z > 0. Esto implica que no puede existir ningtin m-fluxén.

Ahora mostraremos que el tipo 1 es no lineal estable para todo 0 < v <
Yer- Bl tipo 2 y el tipo 3 son inestables para todos los valores v para los cuales
existen los respectivos m-fluxones. Lo cual se sintetiza en el siguiente

teorema:

Teorema 4.4.1. Las linealizaciones de los wvarios mw-saltos tienen las
siguientes propiedades:

i) Los autovalores de la linealizacion alrededor del tipo monotdnico 1, m-
fluzén ¢L(x;7v), son estrictamente negativos para 0 < v < Ye. En
Y = Yer, €l autovalor mas grande es cero. Esos w-saltos son linealmente
estables.

ii) El autovalor mds grande de la linealizacion del m-saltos del tipo 2,
2 (z;7), es estrictamente positivo para 0 < v < ~*. Estos w-saltos
son linealmente estables.

iii) El autovalor mds grande de la linealizacion alrededor de m-fluxén de
tipo 3, ¢3(z;) es estrictamente positivo para 0 < v < 7er. Estos -
saltos son linealmente inestables. En el limite cuando v — 0 y v — ~er,
el autovalor mds grande converge a cero.

Entonces la linealizacién alrededor de los m-saltos tienen un autovalor
cero si y solo si los m-saltos toman un valor multiplo de m en x = 0. Puesto
que el valor en z = 0 relacionado con el punto d;(), ello puede ocurrir en
v = 7. para las ondas colindantes de tipo 1 y tipo 3; en efecto escribimos

Qb(x?t) = Qﬁr(xa,)/) + "U(ZB,t)

alrededor de una solucién ¢ (x;7), y escribimos este cambio de variable
en la ecuacién (4.4.3); olviddndonos de todos los términos de mayor orden,
obtenemos

(Do — cos(@l(z;7)) + 0(2)]9 = Dyt (4.4.6)
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usando la representacion espectral v(z,t) = eM(x), donde ¥(x) es una
funcién continuamente diferenciable; obtenemos el siguiente problema de
autovalores,

I (z;7)0 = A\ (4.4.7)

donde J° es operador definido como

J(237) = Dy — cos(¢(z;7) + 0(z)) (4.4.8)

El dominio natural de J* es Ho(R). Nosotros llamamos un autovalor A de
J" si existe una funcién ¥ € Ho(R), la cual satisface J'(z;v)9 = AJ. Puesto
que J° depende suavemente de ~y, los autovalores de J* dependen también
suavemente de 7. Ver seccion 1.6.

El operador J° es simétrico; por ellos todos los autovalores son reales. Un
calculo directo da que el espectro continuo de J* esta en (—oo, —v/1 — r2).
Debido al teorema de la inclusién de Sobolev las autofunciones son con-
tinuamente diferenciales en Hs(R); luego aplicando el teorema de Sturm,
resulta que los autovalores resultan acotados superiormente. Ademas, si
Y1 es autofuncién de J° con autovalor A; y ¥ es autofuncién de J° con
autovalores Ay, con Ay > Aj, existe al menos un cero de 15 entre todo
par de ceros de ¥; (incluyendo los ceros en +00). De esto resulta que si la
autofuncién ¥, tiene signo fijo, entonces A; es el autovalor méas grande de J°.

El siguiente lema d4 la condicién necesaria y suficiente para que J° tenga
un autovalor A = 0.

Teorema 4.4.2. El problema de autovalores
I (z;9)9 = A9, reR

tiene un autovalor cero A = 0, si y solo si se tiene una de las siguientes
condiciones:

i) Dye@l(x;7)es continuo en x = 0, esto es, ¢'(0;v) = kr para todo
kelZ;

i) D, (0;v) = 0 y ewiste algin x4, con signo (v+) = =+1, tal que
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Prueba:Puesto que ¢! (z;7) converge a un punto de silla para |z| — oo,
implica que D,¢! (z;7) decae rdpida y exponencial a 0 para |x| — oo. Como
¢! (z;7) resuelve (4.4.3), diferenciando con respecto a = tenemos que

3(@7)Datpy(w37) =0 2 #0
esto implica que para toda k constante la funcién W} (z) = kD, ¢! (x;7)
satisface J*(z; y)Wi(z) = 0 para x # 0. Luego para todo k_ y k, la solucién:

iy Wi(z), <0
W(I)_{Wng(x) x>0

resuelve J'(x;y)Wi(x) = 0 para z # 0. La funcién w'(x) es continuamente
diferenciable si y solo si se tienen las dos siguientes condiciones:

1) Wi (00) = W,§+(O+); en otras palabras, k_D,¢'(0_;v) =
ki D,¢' (0;7), puesto que ¢! es continuamente diferenciable.

2) D,Wi_(0_) = DWW} (04); esto es, k_Dyudi (0= 7) = ky Dyasl (04 7)
La primera condicién que satisface si k- =k, 6 D¢ (0—;~) = 0. Si
D, ¢ (0+;v) = 0, nosotros podemos escoger k. tal que la segunda
condicion es satisfecha y no obtenemos una condicién trivial, excepto
cuando D, ¢! (x;7v) es trivial para z > 0, 6 = < 0.

Si D,¢!(0;v) # 0, necesitamos que D,,¢’ sea continua en z = 0
para satisfacer la segunda condicién. Debido a que D, ¢:(0;y) =
sin(¢i (z;7) + 6(x)) — 7, Dyed’ es continua en x = 0 si y sélo si
sin(¢f(0;7)) = 0.

Estos argumentos muestran que si una de las condiciones son satisfechas,
entonces A = 0 es un autovalor de J*.

Ahora asumamos que A = 0 es un autovalor de J°, esto implica que
existe una funcién continuamente diferencial ¥'(z) tal que J'(z)d(z) = 0
para x # 0 y ¥/ (z) — 0 para |z| — oo. La unica solucién que decae hacia
cero cuando +o0o son las soluciones sobre la variedad estable unidimensional,
y en —oo son las soluciones de la variedad inestable unidimensional. Las
variedades estables e inestables son formados por miltiplos de D,¢"; luego
existen k. tales que

9() = k‘_Dmngr(x) para < 0
k_D,¢.(x) paraz > 0.
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Regresando a la situacién de arriba y concluimos asi que una de las
condiciones del teorema anterior deben ocurrir.

La segunda condicién en el teorema no ocurre. En efecto, la primera parte
de la segunda condicién, D, ¢! (0;v) = 0 sucedera sélo si d; tiene una segunda
coordenada cero y esto se tiene sélo si ¥ = v* con dy = d3. En este punto la
solucién deja de existir y la solucién ¢2(x;~*) consiste de equilibrios para
x > 0. Asi esta soluciéon no satisface la segunda parte de la segunda condicién.

Para conocer el valor de 7, el cual satisface la primera condicion,
buscaremos la relacién entre D, ¢! con v multiplicando la ecuacién estatica
(4.4.3) con D, %, obtenemos

DD (257)%] = 2Dg[—y¢k(x;7) — cos(¢h(2;7) + 0(x))],  x#0

Integrando de 400 a 0 y usando que D, ¢! (+o0;v) = 0 se muestra que

(Do(0;7))* = 2[=7(¢7(0; 7) =5 (=005 7)) —cos(¢7.(05 7)) +cos(d7 (003 7)),

(D2 (037))% = 2[=7(07(0; 7) = dr (+003 7)) +cos(7. (05 7)) —cos( (+003 7)),
sustrayendo estas dos ecuaciones y usando el hecho de

¢L(400;7) = ¢L(—00;7) + ,

obtenemos

0= —my — 2cos(¢%(0;7)); (4.4.9)
de aqui cos(¢%(0;7)) = &L. Asi la primera condicién es satisfecha cuando
cos(¢y(037)) = £1; luego y = 2 = 7.

En lo que sigue consideremos los autovalores de la linealizacién para -~y
pequeno. Notamos primero que pasa v = 0, tenemos una expresién explicita
para m-fluxén y luego el 3m-saltos:

{ﬁbﬂum(w —In(1 +v/2)) para & < ( (4.4.10)

T — Gtz (—2 —In(14++/2)) paraz >0
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{cbﬂuz(x +In(1 +v2)) para & <0 (4.4.11)

3T — Gprua(—z + In(1 + V2)) para x>0

Las derivadas de ambas funciones son pares y cos(¢’(0;7) + 60) es
continua y par, puesto que ¢1(0;0) = Ty d3m(0;0) = 3?”

Para v << 1, la érbita homoclinica en el sistema con 8 = 0 es crucial
para la aproximacion de las soluciones del tipo 2 al tipo 3. Esta dérbita es
homoclinica hacia arcsin(y) y es denotada como ¢, (x; ). Ella es aproximada
hasta orden « usando el 27-fluxén, ¢y, y su linealizacién segun el siguiente
teorema:

Teorema 4.4.3. Para v pequeno tenemos la siguiente conexion homoclinica
par ¢p(x;7y), donde

On(237) = Gfiua( + La(7)) + 701(z + L (7)) + V*Ra(x + Lr(7);7), 2 <0
(4.4.12)

donde la expresion para el 2w-fluzén puede encontrar en (4.4.3),

1 S 1 x
R N d —arctan e ( inhz)
o1 () 5 [ + cos x+/0 cosh & f} o g arctane” (— — + sinh z

y Lr(7) es tal que ¢p(—Lr(7);7) =7 = ¢ 10z (0); implicando que

Le(7) = 5l In7] +In % + O/ (4.4.13)

Adn mds, V*Ra(x + L (7);7) = O(v) es uniforme para x < 0 y

Y61(Lr(7);7) = O(V7)-
Asi

on(0) = 27 — 277 + O(7); (4.4.14)
finalmente, ¢1(Z;v) = O(1) y Ra(Z;y) = O(1), uniforme para & < 0.
Prueba: Haciendo & = x + L.(7) tal que ¢n(—Lx(7);7) = 7 = ¢f142(0),

obtenemos todavia que D,¢p(L — m(7);7) = 0 obtenemos la expansién

on(z;y) = Gprua(x) + vP1(x) + Y2 Ro(x;7), r < Lg(v); linealizando
alrededor de ¢y, tenemos

J(@)¢r = -1 (4.4.15)
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donde este operador es J(z) = D, — cos(¢fuz(x)); el problema
homogéneo tiene dos soluciones independientes

1 x
- () = inh , 4.4.16
Yol@) coshz’ Yule) coshg T omRE ( )
donde Uy(z) = 3Lgy,,(x) es acotado y W,(z) es no acotada para

Tr — £00.

Por el método de la variacién de constantes para (4.4.15) obtenemos:
¢1(z; A, B) = [A+Scoshz+3 [7 —S-d¢] L+ [B—arctane®] (=% +senhx),

sh& coshx coshx
A, BeR.
La solucién ¢; de (4.4.15) tiene que ser acotable cuando z — —oo y
normalizada por (¢1(0)) = 0 (¢x(0) = @f1u(0) = 7); esto es, A = _% y

B =0. Tenemos lim ¢ (z) =1y lim ¢,(x) = arcsen(y) = v+ 0(¥*).
Donde ¢, es no acotada cuando = — oo, las partes no acotadas de ¢;(x)
y %@(aj) son

¢1)u(x) = —arctane®senhz, diqzﬁﬂ(x) = —arctane®coshzx. (4.4.17)
T

Si x = ollnyl, el orden significativo es para ¢1(z) = 0(y77); ¥*Ra(x;7)
es del orden 0(?727) para 0 > 0y x = o|lny| + 0(1); esto es, ¢, (z) bifurca
cuando el orden es |Iny|.

También ¢y, (¥) = ¢ prua(r) +7¢1(x) es una 6(y)-aproximacién de ¢p(z)
en (—oo, L] para L = 3|lnvy| 4+ 6(1). Para un L tal que ¢(L) + v¢1(L) =
0(,/7), obtenemos L. = |lny| 4 60(1), y con L, es el valor de « para el cual

0= £00(2) = £lyyr(2) +001) = £pia(e) +7E11u(2) +6(3).

Siy es tal que e” = %, de (4.4.1) y (4.4.17) obtenemos y = \% +0(+/0),
esto es, Lr(7) = 1|iny| + ln\/iﬁ + 6(7). Por lo cual se obtiene 7 (z;7) = 0(1)
y Ro(x;v) = 0(1) uniformemente para x < 0, porque ¢p(x) ¥ ()
convergen en orden v rapida y exponencialmente a equilibrios cuando z —
—00.
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4.5. Estabilidad para los diversos tipos de
m-fluxones.

4.5.1. Estabilidad para las soluciones de tipo 1.

teorema:

Teorema 4.5.1. Para todo 0 < v < 7, todos los autovalores de £'(x;)
son estrictamente negativas. Para v = 7, el operador £1(x;7m) tiene
a O como su mayor autovalor. Para v = 0, el autovalor mds grande es
—L(V/V5+1). Ademds, para todo 0 < v < 7., las semisaltos ¢L(x;v) de
tipo 1 son lyapunov estable, en el siguiente sentido: V. > 0, 3d(g) > 0 :
Vo(z,t) solucion de (4.4.1) con ¢(x;y) — 0 y ¢(z;y) — 7 cuando
T — +oo con ||¢(e;0) — @L(0;9)||mr + ||6e(®;0)|ln, < O, debe satisfacer
16(0:2) = &7 (0;7) |22 + 1960 )|z, <&, VEER.

Prueba. Por el teorema (4.4.3) si que £' tiene un autovalor cero en
Y = Y&y La autofuncion es D, ¢k (z;7.,), la cual es siempre positiva puesto
que ¢L(x;7v) es monétonamente creciente. De el teorema de Sturm, sigue
que A = 0 es el autovalor més grande de £' en v = 7,,. Estudiamos ahora
los autovalores de £!(z;0), el operador continuo y par £(z;0) — A tiene
dos soluciones linealmente independientes.

Puesto que el punto de equilibrio es un punto de silla, y la razén de
decaimiento hacia este punto es como e™*; si A > —1 existe una solucién
que decae exponencialmente en 400 y otra para —oo, notamos la tltima por
I_(x;N), y ¥y = 9 (z;A) = 9 = J_(x;\) (puesto que £ es simétrico en
x); luego A es un autovalor si D, (0; A) = D,9_(0; A\), esto es A un auto-
valor si DV, (0,A) = D, V_(0,A); estoes D,9_(0;A) =0 (6si9_(0; A) = 0).

Se sabe que ¥_(z; A) = sech(z—x1), O_(z;A) = e*@ D [tan(z—x,) —p,
para i = /A + 1; y como D9, (0;A) = 0 resulta que p? — %\/i,u — % = 0;

de esto /A + 1 = 1v2(v/5 — 1), entonces A = 1(v/5 — 1).

Asumamos ahora que £!(z;7) tiene un autovalor positivo Al(y) para
algin 0 < v < 7., por la dependencia continua se tiene que A'(¥) = 0 para
algin 0 < 4 < v.,. Sin embargo el teorema 4.4.3 afirma que esto no es posible.

La estabilidad en el sentido de Lyapunov se obtiene del siguiente
Hamiltoniano temporal
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+o00
H@w) = [ 5P+ 56" - cos(o+ 01(6 -+ O)ld

el cual resulta ser una funcién de lyapunov para el sistema (4.4.1); esto
es, toda solucién ¢(z,t) € H*(R) de (4.4.1) satisface LH(¢,¢;) = 0, y
de esto H(o(-, 1), ¢e(-,t)) = H(¢(+,0),¢:(-,0)) para todo t € R. Ademas la
linealizacién D?H en (¢, P) = (¢}, 0) es dada por

= () 0

el cual es un operador estrictamente positivo sobre Ls(R) X Ly(R) con
dominio Hy(R) x Ly(R).

Asi que existe ¢ > 0 tal que para todo (¢, P) € Hy x Ly tenemos
H(¢, P) — H(¢%,0) > c(||¢ — ox||7, + || P||7,)- Finalmente existe C' > 0 tal
que H($, P)—H(91,0) < C(|6—0L |3, + [ P[2,) para todo (6, P) € Hyx Lo

A continuacién enunciamos dos lemas sin prueba:

4.5.2. Inestabilidad para las soluciones de tipo 2 y 3:

Teorema 4.5.2. Para todo 0 < vy < ~*, el autovalor mds grande de £2(x;~)
es estrictamente positivo. En el limite v — 0, el autovalor mds grande de

£2(x;7) converge hacia 1(v/5 —1).

Teorema 4.5.3. Para todo 0 < v < 7y, €l autovalor mds grande de £3(x;7)
es estrictamente positivo. Para v = Yy, L£3(xz;7) se aprorima a O.

4.5.3. Reticulo de m-saltos en el limite continuo.

Para la ecuacién (4.3.5) consideramos la evolucién que surge de la
ecuacion 0—m Sine-Gordon con una pequena perturbaciéon espacial; y tenemos
el siguiente teorema:

Teorema 4.5.4. Para todo a pequeno, la linealizacion alrededor de m— flujo
tiene las siguientes propiedades:

(i) El auto valor de la linealizacion abre m—biador del salto ¢(x;a;~) es
estrictamente negativo para 0 < v < Ye(a). En v = yo(a) el mayor
autovalor es cero. Este m—salto es linealmente estable.
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(i1) El autovalor mds grande de la linealizacion alrededor de fluron del
tipo 2, ¢>(x;a;7), es estrictamente positivo para 0 < v < v*(a). Este
m—salto es linealmente inestable.

(11i) El autovalor mds grande de la linealizacion alrededor de w—fluzo de
tipo 3, ¢3(x;a;7) es estrictamente positivo para 0 < v < 7. (a). Esta
clase de m—salto es linealmente inestable. En el limite v — 0 se tiene
¥ — Yey(a), entonces el autovalor mds grande converge a cero.

4.6. Resumen sobre semi-fluxones en

la unién larga de Josephson con
m—discontinuidad.

La anisitropia ofrece la posibilidad de fases bias esto es, el m—salto en la
fase de la corriente, union se traduce en corriente critica negativa; lo cual

se da en las unién en las esquinas como lo muestra la siguiente figura 4.3,
generando un fluxo magnético fraccional en las esquinas.

z-onda
superconductora
: t
C e |—orr L x>0
H
1 T |
5 i
| XNy
d-onda
D supercolnductora

Figura 4.3: Esquema de una union de Josepshon en una esquina, S-onda (T.

bajo superconductor) y d-onda (T, alto superconductor); se crea un semiflujo
conectado a el punto de discontinuidad.

La electrodinamica de la uniéon de Josephson es descrita por la siguiente
ecuacion:

¢xw - ¢tt = 9($)sen¢ -7+ Oé¢t, (461)
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andloga a la ecuacién (4.4.1), donde @ < 0 es el coeficiente de
amortiguamiento de la corriente electrénica a través de la unién de Jo-
sephson. En la discontinuidad se tiene § = 1 parax < 0y 6§ = —1 para x > 0.

Para realizar simulaciones en el esquema de diferencias finitas reempla-
zamost=nAtyj=7jAu,

Gu = [ — 2007 + @72 AL
Grw [0 — 267 + 07/
G = [9F — 4077/ Ot

seng ~ sengb;‘_l

con la condicién de frontera ¢, = 0,11 v ¢, = 0]t—0.

El 0 — 7 semiflujo de la funcién de Josephson satisface la condicién
|m(00) — m(—o0)| = m; cuando v = 0 el dnico semifluxo (médulo 27) es
dado por:

[ 4darctan(exp(z — x0)),z < 0,
Go(w) = { darctan(exp(z + x9)) — m, > 0, (4.6.2)

donde zy = In(v/2 4 1). Este semi-fluxon es una combinacién de
2m—fluxones de la ecuacién Sine-Gordon con § =1y 6 = —1.

Considerando las soluciones independiente del tiempo en (4.6.1),

Pze = P(x)sENG — 7y (4.6.3)

Los dos semifluxos indicados en la siguiente figura 4.4 para v # 0,
correspondientes a las soluciones SF y SF®) ubicadas en los retratos de
fases obtenidos en dos planos soluciones las cuales, uno con ¢ = 1 y otro con
¢ = —1 hacen una conexiéon homoclinica, la cual proviene de una conexion
heteroclinica

Cuando v € (0,7* = \/417) existen tres semifluxos, los cuales se reducen

a dosen vy € (v, 7 = %) El semifluxo SF® no existe para v > +*. Para
7 > 7. la ecuacién (4.6.1) no admite soluciones del tipo semifluxos. Ver
figura 4.4

Para estudiar estabilidad de las soluciones SF? y SF®) | las cuales serdn
atractivas globales, expresamos ¢(z,t) = u(x)e " y obtenemos la siguiente
ecuacion de autovalores:
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SE(2)

i

SE(2)
1*

04

i, 0 x 15

Figura 4.4: Grdfico de dos semiflujos no mondtonos para v = 0,01.

Uze — O(x)u(x)cosVy = Au(x) (4.6.4)

donde A = <% + Ka; para las soluciones mencionadas, se observa que no
son estables porque existe al menos un autovalor positivo para todo valor ~,
ver figura 4.5.

En el limite v — 0, el autovalor més grande de SF® tiende a A =

(@T_l) ~ 0,31. En v = 0, la solucién SF® es del tipo 37 salto (médulo 27)

la cual es dada por

bo(z) = darctan(exp(x — xzp)),x < 0.
O darctan(exp(z 4 x0)) + 7,2 > 0.

El solitén SF® tiende hacia una estabilidad neutral en el limite v — 0

s

-z mi-fluxo mondétono tien mo su autovalor mas grande.
5 este semi-fluxo mondtono tiende a O como su autovalor mds grande

Para estabilizar un semiflujo no auténomo consideramos una perturba-
cién de la forma d(a)seng al lado derecho de la ecuacién (4.6.1), donde 6(a)
es una 0—distribucién delta localizada en = = a.

Experimentalmente esta perturbacién se puede hacer con un calentamien-
to localizado y usando iones luminosos.
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o=

o o T o o S o o Sl
.

B} 2 1 5 08
02 A4+:n'r2}2 =
» P

Figura 4.5: Los autovalores mds grandes como funcion de .






CAPITULO b

Control, acoplamiento y sincronizacién en la unién de
Josephson

5.1. Control a través de sistemas singular-
mente perturbados.

En esta seccion vamos a estudiar sistemas de la forma

M, . /I .
{ i?'—f(ﬂ?,y,ff) - { E';B —f(x,y7€) (511)
y =eg(z,y;¢) Yy =g(z,y;¢)
en el limite e — 0, existe interaccién compleja del sistema rapido
v’ = f(z,y,0)
{ v — b (5.1.2)
con el sistema lento siguiente
0= f(z,y,0)
5.1.3
{ y' =g(z,y,0) (5:1.3)

5.1.1. El péndulo periédicamente excitado en amplitud
0(g).

Segun la figura 5.1 siguiente, consideramos un péndulo simple periédica-
mente excitado por eycos(§2t), con £ pequeno.
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Er sen((f)

Figura 5.1: Péndulo con periddo excitado eysen(t).

Entonces la ecuacién del movimiento es la siguiente:

T + €2y + (1 — eycos(QUt))senxy = 0 (5.1.4)
el cual tiene la tiene la representacion siguiente como sistema & — perturbado

de primer orden:

.fl = T2
Ty = —senxy + e|ysenfsenx; — 0] (5.1.5)
0=0Q, (v1,22,0) € T x R x T;

este sistema proviene del siguiente sistema no perturbado:

,fl = X9
Ty = —senz; (5.1.6)
6 =9

Este 1ltimo sistema tiene una Hamiltoniano dado por la funcién escalar

372

H(xqy,29) = 52 — COST1; (5.1.7)

Se observa que (5.1.6) tiene los equilibrios hiperbdlicos (m,0) y (—m,0),
donde sus variedades estables e inestables estan en la curva de nivel H = 1;
ademas este sistema tiene una orbita periddica

M = {(z1, 22, 0())/ (21, 22, 0(t)) = (7,0, Qt+65) = (—7,0, Q2 +0)} (5.1.8)

conectada por un par de las trayectorias homoclinicas siguientes:

I'* = (23, (—t),25,0(t)) = (£2sen”(tan(ht)), £sec(ht), Qt + 6). (5.1.9)

Por el punto P* = (x7, (—to), 25, (—t),0) trazamos el plano de Poincaré
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(/‘"“\

oA N e

-

Figura 5.2: Mapeo de Poincaré para las trayectorias heteroclinicas del sistema
(5.1.5).

ps = (Do H (35, (—to), 23, (—t0), 0)) = (sena;, (—to), sen;, (—to), 0).

Como se observa en la figura 5.2, obtenemos su funcion de Melnikov la cual
da la d* distancia entre la variedad estable W*(M) y la variedad inestable
WH(M):

. [fj;o{—é[x;th(t — 1)) 4 yag, (t — to)sena?, (t — to)sen(Qt + 0p) }dt]

d*(to,60,6,7,Q) =
(o, 0,87, 0 1D, H (25, (—to), 225, (—t0))]

(5.1.10)
el numerador M* de (5.1.10) resulta ser igual a
2y )2
M=(tg, 09, 0,7, Q) = =87 + ———cos(Qty + O) (5.1.11)
senh(%7)

Entonces de (5.1.11) obtenemos la siguiente ecuacién de bifurcacién en el
plano v — § — €,

4ed Q

ey = Wsenh(%) +0(e2) (5.1.12)

la cual corresponde a la interseccion transversal entre las variedades
estables e inestables de la érbita periddica.

5.1.2. El péndulo paramétricamente forzado en ampli-
tud 0(1) y frecuencia 0(¢).

Corresponde a la siguiente ecuacién diferencial:

T + €62y + (1 — ysen(e§t))senzy = 0 (5.1.13)
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esto es, el siguiente sistema perturbado:

T = i)
T = —(1 — ysenl)senxy — edxy (5.1.14)
I =¢eQ
con (r1,29,1) € T' x R x T' y corresponde al siguiente sistema no
perturbado
T = i)
Zo = —(1 — ysenl)senxy
I1=0
cuyo Hamiltoniano es H(xy,x2,1) = %3 — (1 — ysenI)coszy; con los

siguientes equilibrios hiperbdlicos y érbitas periddicas

(71, @2) = (7,0), (—m,0) para cada I € [0,27),0 < v < 1;
M = (m,0,1) = (—m,0,1) con I €0, 27).

Las Conexiones Homoclinicas son las siguientes y={(z7, (), 735, (t), [)} =
(£2senttanh(y/1 — ysenlt), £2v/1 — ysenlsenhy/1 — ysenlt,I) 'y con
25
ecuacién de bifurcacién v = sy + 0(¢), como en (5.1.12).
Q

5.1.3. El péndulo remolino.

En este caso 6 tiene un valor critico €2, se comporta como # = Q +
5Qcos(w,t) 0 < e << 1; debajo de ©, ¢ = 0 es inestable, lo mismo que
¢ =T.

También surgen dos nuevos equilibrios ¢ = ¢ = +cos™ (7% ). Cuando
() — oo se espera que ¢ — 7. El modelo se presenta en la figura 5.3:

<l 15 T = eTo+ eTysen(wt)

Figura 5.3: El péndulo remolino.

El sistema que rige este movimiento es el siguiente:
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(6 =p, '
P¢ = senqb[ 1+ picoso/(u + sen?d)?] + e(—cgpy), p = s
¢ - ;H—senqu (5.1.15)
Py = e(—cypy/ (1 + sen?d) + Ty + Tysen(wt)) = eQ,
L (¢,P¢,0,P¢9)ET1X§R1XT1X§R1

donde Tj es el torque constante. Como el sistema ¢ — P, — P no depende
de 0, es suficiente analizar el sistema tridimensional:

¢ =1y

Py = seng[—1 + pjeosd/(p + sen’$)?’] + eQu(Py) (5.1.16)
Pg :5Q¢<¢7P97\P) a

U =w, ¥U(t)=wt(mod2r);

Este ultimo sistema tiene Hamiltoniano igual a H(¢, PyFPy) =
b e }L+sen2¢)] +3P;+(1—cos¢). El sistema (5.1.16) tiene equilibrios que generan
blfurca(non tipo orquilla; ademas vp(Fy) = (7,0, Fy) v vp(Fy) = (0,0, Py)
son sillas conectadas por un par de érbitas homoclinicas.

Usando sistemas restringidos a las variedades invariantes Mp(yp(FPy), Vo)
y Mp(vp(Ps), ¥g) para Py > py ¥g € [0,27], podemos describir comporta-
mientos cadticos para el sistema (5.1.16)

Observando la variedad estable W#(M.), e inestables W*(M.), de la
variedad lenta M., como se muestra en la figura 5.4.

Z A_/_\_‘I‘WE

Xy

Figura 5.4: Variedades estable e inestables de M..
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5.1.4. Oscilador de Duffing con control de retroalimen-
tacion:
.I:1 = T2
jgle—x§—1—552x
I = e(yzy — al 4 Beosh)

0=1

con (w1, z21,0)eR! € R x Rt x T,

Es 1til comparar este sistema, el cual modela el fenémeno de las
vibraciones mecanicas, con los presentados hasta el momento en éste capitulo
para los péndulos y la unién de Josephson.

5.1.5. Unién de Josephson con problemas de valores
de frontera singularmente perturbadas.

Sea ¢(x,t) la funcién de onda a través del “gap”, su localizacién a lo
largo del “gap” es 0 < x < 1yt € RY, donde ¢ satisface la ecuacién de
Sine-Gordon siguiente,

0%¢ O¢ 0?¢
40— — e’ —— + seng = 0, 5.1.17
ot? ot 0x? ¢ ( )
y aplicamos un campo magnético proporcional a una constante L a
ambos lados de la unién, con una corriente bios I aplicada en el lado derecho,

y con las siguientes siguientes condiciones de frontera:

%(O,t) = L, g—i’(l,t) = L + I. En condiciones estdticas tenemos que
resolver el siguiente problema:
2d%¢ _
g5 —sengp =0, e <<1 5118
L& 0% S5 S
El problema con el valor inicial 52% —send = 0 ¢(0) = ¢g con ¢,(0) = L
se resuelve para 0 < x < 1. El valor terminal ¢; se da por el valor de I tal
que I = 1(¢, —eL). Para cada 0 < ¢(0) < 27 encontramos un I y con ello
las soluciones de las curvas estables o inestables.
Aqui solo consideramos el caso ¢ < lpara el sistema (5.1.18) el cual es
equivalente al siguiente:

cde — g
{ B eng: W(0) =L, W(1) = (L + 1), (5.1.19)
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Construimos una solucién de (5.1.19) la cual intercepta las linea ¥ = ¢
en z = 0 con la linea ¥ = ¢(L + I) cuando x = 0, tal como se ilustra en el
retrato de fases de la siguiente figura 5.5. Un candidato para la cuasi-estatica
solucion es ¢ = 0, ¥ = 0; lo cual se ensaya construyendo la solucién correcta
que conecta estos puntos de frontera.

tan™ (F) \

T tan™ (F + 1)
(=
\

#(0,1)

]
(@) #lx,t)

L2 ¥
= — terminal

punio de inicio

Y=e(l+1)

6]

. YYY
S VUV V

) {c)

0]

Figura 5.5: Analogia y casi estdtica solucion, la cual conecta las condiciones
de frontera singulares (5.1.19).

De la férmula de variacién de parametros aplicada al sistema (5.1.19),
primero buscamos la correccion al lado izquierdo mediante el siguien-
te cambio de variables ¢(x) = cU(%),¥(z) = V(%) con V(0) = L;
(U(s,)V(s)) — (0,0) cuando £ = £ — +o00.

Entonces el problema para (U, V) es el siguiente:
v _
T = %
(5.1.20)
% = Lsen(cU) = U +0(e),
Entonces U y V se pueden expresar en series de potencia en e,
U = Uy + €Uy, asi también V. Asi vemos que existe soluciones (U, V()
las cuales satisfacen las soluciones U, = —Le‘ﬁ‘/(,&) = —Le ¢ estas
comienzan en la interseccién de la variedad estable de (0,0) y la condicién



84 Control, acoplamiento y sincronizacion en la union de
Josephson

V=L.

Luego construimos la correccién en la frontera derecha; para ello hace-
— (-2) don=0 d =1 don — +
mos 7 = ~—, cuando n = 0 corresponde a x = 1, y cuando 7 00

1— , L.
corresponde a (E—x) — +00; asi n corresponde a la escala réapida, la cual se

mueve hacia atras desde x = 1.

El problema para ¢ = eu(n) y ¥ = V(n) corresponde al siguiente
sistema:

du
dp — Y

(5.1.21)
% = —Lsen(eu) = —u+0(¢),

con v(0) =L+ 1y (u(n),v(n)) — (0,0) cuando n — +oo.

La solucién de (5.1.18) se puede construir como en el caso anterior;
esto es, una solucién tnica (ug(n),ve(n)) tal que ug(n) = (L + I)e ",
vo(n) = (L+I)e™.

Combinamos estos resultados, y se espera que las soluciones aproximadas
del problema (5.1.18) tenga la siguiente forma:

{ ¢=—Le %+ (L+1)e =" +0()

) (5.1.22)

U=c(Le s+ (L+1De = +0(e))

la cual es la forma de las dos correcciones en la frontera. estatico. Una
mejor aproximacién y conocimiento del término o(e) se obtiene si € > 0 es
tan pequeno que (L + I) < 1.

5.1.6. La dinamica del modelo Sine-Gordon singular-
mente perturbado.

Consideremos la siguiente ecuacion para xe[%L, %], t>0:

Ugp — Ugy + SENU = E[—AU; + Alygy + Xsen(wt)], con las condiciones de fronteras
u(z,t) =u(—z,t) y u(—%,t) = u(%, t)
(5.1.23)
con 0 < ea << 1, 0<e¢gAl << l,w=1—-ew,e >0y w > 0

consideramos soluciones de la forma:
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u(z,t) = 2Ve@[B(X, T)e™" + B*(X, T)e ™) + 0(e) (5.1.24)

con x = V2ewzr y T = ewt. Sustituyendo (5.1.24) en (5.1.23) obtenemos
la siguiente ecuacién perturbada no lineal de Schrondinger

—iBr + Byw + (|B]* = 1)B = ¢liaB — i A By, + i), (5.1.25)
donde & = 2e0a, A=A, A=85e2); la ecuacién (5.1.25) en [—Lz, Le]

con L, = v2ewL.

Asumimos que la solucién de (5.1.25) es de la forma B(X,T) = \%C(T) +

b(T)cos(KX) con K = £&; sustituyendo esta solucién en (5.1.25) y sin tener
en cuenta los valores de alto orden en la expansién de Fourier, obtenemos el
siguiente sistema:

iy 1 2 1 2 1 % « _ .
{ ic + (zlc” + 3[b[* = e+ 3(cb” + bc™)b = ieac + ie), (5.1.26)

—ib(3]c|* + 3|b]* = (1 4+ k*))b + (cb* + bc*)c = iefb,
con A = v2\y 3 = (a+Mk?). Usamos el cambio de coordenadas ¢ = |c|e??
v b= (z +iy)e?, para obtener:

(&= —k2y — Sxfy+ 1yt + e[A\—=—send — Bz

N

g= (k> =20z + 2% + 3y* — e[\ send + By
! v T (5.1.27)
. —5[)\\/21 — %2 — y?cosl + (B — a)(2? + y?) + 2a]]
k@zl— —.CIZ' +8>\\/T72ysen9
en términos de H(x,y,1,0) = L — 1 — Ta* — 3a%2 4 Lyt 4 (1 - ) —

1]{;2y2 y Hi(x,y,1,0) = —X\\/21 — 22 — y?senf, tenemos que (5.1.27) es igual
a:

T = %H —|—58H1 —efx
y _B_H 3H1 — efx

I=e91 — 52OJ — (B8 — a)(z? + y?) ( )
§_ _on _ _om
ol ar

resultando que este sistema es invariante para la siguiente propiedad de
simetria (x,y,I,0) — (—z, —y, I,0); ademas (5.1.28) proviene del siguiente
sistema no-perturbado:
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ou (5.1.29)

T~ &
Il
E

sistema para el cual el conjunto M = {(z,y,[,0)/z = y = 0
2 . . . . .
% < I < Iy} es una variedad invariante que contiene dos sillas y un
par de orbitas homoclinicas simétricas, con variedades invariantes estables e

inestables siguientes:

We(M)=W"(M) ={(x,y,1,0)/H(x,y,I)— H(0,0,1)=0,1 > %2},
(5.1.30)

las trayectorias en (5.1.30) se aproximan a las trayectorias de (5.1.29)
cuando t — 00, como se ilustra en la siguiente figura 5.6

Figura 5.6: Variedades estables e inestables de M.

Sobre M el sistema (5.1.29) es igual al siguiente sistema:

[=6
{ =0 (5.1.31)

para el cual todas sus trayectorias son periédicas excepto para [ = 1, el
cual corresponde corresponde a un circulo de equilibrios

Para especificar las 6rbitas homoclinicas en W*#(M) N W*(M), usamos
el cambio de coordenadas = + iy = V/2be’®, obteniendo en estas nuevas
coordenadas el siguiente sistema:
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B = —2B(I — B)sen(2¢)
b= k2 — I(1 + cos2¢) + B(2 + 2cos(2¢))

: 1.32
I=0 (5.1.32)
0 =1—1— B(1+ cos(29)),
este ultimo sistema tiene el Hamiltaniano siguiente,
I? 3 2 9
H = 5 I— ZB (I — k*)B + B(I — B)cos(20) (5.1.33)
igualando esta ecuacion a H = % — I y luego reemplazamos en b,
obtenemos
1 kv21 — k2
U= ——tanh_l[—tanh(/@)] + (1 — 1)t + 6o, (5.1.34)

/7 T

donde ¥ = 0 + ¢.

Asi obtenemos la érbita homoclinica asintética al circulo de equilibrios
cuando t — =00, las cuales estan contenidas en la fase ”shift” Af :

AY = O(+00) — O(—00) = —2tan”'(¥EE) — %tanh_l(vggzkz), donde
L<k<V2

Para el sistema perturbado (5.1.27) en la variedad lenta M., obtenemos
el siguiente campo vectorial:

I = —e(\2Icosh + 2al

{ 6=1 —(I + =L senb; ) (5.1.35)
N

y si estamos interesados en la dindmica cerca de I = 1, se puede conocer

mejor haciendo haciendo los siguientes cambios de variables y parametros:

I =1+VeV2\h, 7=+VeV2\h,n=e /< T, = V25; y obtenemos el

siguiente smtema en A={(z,y,h,0)/r=y=0,, |h|] <C} C M, :
W = —cost — x4 — n(xq + 5cost)h + 0(n?)
5.1.36
{ 0' = —h+ Isenf + 0(n?), ( )
para 7 = 0 su Hamiltoniano es H(h,0) = %2 — senf — z,0, el

cual corresponde al péndulo con una fuerza constante con equilibrios
Py = (0,7 — arcosz,) y ¢ =o= (7 + arcoszx,).

El retrato de fases para 0 < x, < 1 es dado en la siguiente figura 5.7



88 Control, acoplamiento y sincronizacion en la union de
Josephson

qo

o //_f\\ » 0
N

T+ areosig T+ arcosxy

Figura 5.7: Retrato de fases de (5.1.36).

Si z, = 1 los dos equilibrios colapsan en una bifurcacién del tipo
silla-nodo.

Para I = 1 la funcién de Melnikov M (1,6, x4, z3, k) (evaluada a partir
del sistema no perturbado, y la cual se define como en la seccién 1.4) es igual
a la funcién M (1, 0y, x4, x5, k) :

_ o,
ot

con Hy = —\\/2I — 22 — y?senb; para ¢. la funcion de Melnikov es

M(1,0y, 0,25, k) = + Bz — yi) + 200 + (B—a)(z” +3)0 (5.1.37)

M(1,6y,24,25,k) = ﬁA{sengL — senfy, + 4z, k* AV + (x5 — 1,)
142 = K2\) + (14 3k%) A W)} con 010, + Dag = /220,
(5.1.38)
Esta funcion M muestra como estas orbitas homoclinicas producen un
“Horseshoe de Smale.”

5.2. Modo de Posicién fija y transicién al caos
en sistemas disipativos.

5.2.1. Descripcién del modelo.

Los sistemas disipativos con dos frecuencias exhiben transicién al caos;
lo cual se puede estudiar a través de mapeos de poincaré sobre el circulo, S,
de sistemas continuos en el toro S' x S!. El caos, en este caso, es causado
por la presencia de una linea de resonancias, la cual registra la pérdida de
reversibilidad en el espacio de parametros.
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Para nuestro caso la funcion oscilante de Josephson es representada por
una ecuacién diferencial con amortiguaciones, analoga a la correspondiente
del movimiento pendular.

El fenémeno de fase de posicién fija basicamente se debe al acoplamiento
de los osciladores; sus iterados son en medida pequena, el movimiento es
periédico (esta es la razén entre sus frecuencias £! es irracional ) como en
los sistemas Hamiltonianos.

Las ondas densamente cargadas, C' DW, en este caso son gobernadas por
la siguiente ecuacién diferencial:

afl + B0 + ysen = A + Beos(wt) (5.2.1)

%%, v es la corriente critica I.; A y B son las amplitudes

de las microondas correspondientes a las corrientes continuas y discretas; el
modelo correspondiente a la ecuacién (5.2.1) es conocido como oscilacién
resistible de la unién de Josephson, RSJ. Para el caso del péndulo, a es la
masa, [ es el coeficiente de amortiguamiento y v es el campo gravitacional;
para ciertos valores los parametros de la unién se pueden mover hacia un
estado de “ruido”, lo cual se interpreta como una condicion cadtica.

donde o =

En el sistema (5.2.1) el fenémeno de posicién fase fija, una tendencia de
la velocidad angular promedio < # > a fijarse como un un multiplo racional
de la frecuencia del campo externo

. N
<0 >= Wi (5.2.2)

Para pequenos valores de A el péndulo permanece cerca del valor de
equilibrio 0; cuando A excede un valor critico el sistema adquiere una
velocidad promedio aproximadamente igual a A/B (v y (3 no suficientemente
grandes).

En la unién de Josephson el voltage V es dado por la siguiente ecuacion
h -
0

V=2

(5.2.3)

ademas la onda CDW es proporcional a la velocidad 0, Icpw ~< 6> .
Luego un modo de posicién fija para < # > implica un modo fijo de la
corriente transportada por CDW (la corriente debido al transporte normal
de electrones se comporta de una manera normal y corresponde a la corriente
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directa). Los roles relacionados con las corrientes y voltajes son los contrario
para los sistemas con unién de Josephson respecto a los sistema CDW.

Estudiamos la ecuacién (5.2.1) usando el mapeo de Poincaré con tiempo
discreto T;, = 2“7” (esto es completando los ciclos del campo externo). Debido
a que (4.2.1) es una ecuacién de segundo orden, los valores de 6, y 6, en T),
contiene toda la informacion del sistema; los valores de 6,1 y 9n+1 en T,
se logra mediante un mapeo como el siguiente:

Q”H—l Gl (Qn en) ‘971
; = o =R - 5.2.4
( 0n+1 ) ( G2(9n7 en) en ( )
Asi el mapeo R se puede considerar como un mapeo del plano en si mismo

(médulo 27), 6 como una aplicacién sobre un cilindro (o un anillo) como se
ilustra en la figura 5.8.

El Jacobiano de (5.2.4) es

9G, 961 vt
det || Sn 8o || =e v =0 (5.2.5)
6, 90,

luego si el sistema es disipativo (5 > 0), el mapeo (5.2.1) es un mapeo
que contrae &reas, |J| < 1; el amortiguamiento implica que toda condicién
inicial es asintética a una unica curva invariante 6(t); esto significa que 0 es
una funcion de 6, o sea, R tiene una curva invariante g:

0=g(6,), (5.2.6)

insertando (5.2.6) en (5.2.4) obtenemos una unica relacién

Ons1 = f(0n) = G1((0n, 9(0n))) (5.2.7)

donde f es un mapeo del circulo 0 < 8, < 27 sobre s{ mismo; f : ST O,
ver figura 5.8:

Para a << 1 las relaciones (5.2.6)-(5.2.7) han sido establecidas analitica-
mente; de otra manera (5.2.7) se puede lograr resolviendo numéricamente.

En la figura 5.9 se muestra lo que se espera de la grafica para el mapeo
(52N siB=pF=vy=1, w=176, 5 =1576, A=14

Es un mapeo casi peridédico, para el que conviene aproximar sus puntos
periodicos.
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Figura 5.8: Puntos fijos del mapeo R.

Q."lli

i 1
bn_

2T

Figura 5.9: Grdfica del mampeo f : S* — S*.

5.2.2. El modo de posicién fija (Mode-Locking) y la
universalidad de los mapeos sobre el circulo.

Los mapeos de tipo “seno”’sobre el circulo son definidos por la siguiente
ecuacion:

k
Opni1 = fa(0,) =0, +Q — 2—sen(2ﬂ6’n), (5.2.8)

™

es un mapeo de periédo 1 y fo(0,) = fa(f + a). Para el mapeo
fa : St — 8! es facil identificar los puntos periédicos, quasiperiédicos y
los que conducen al caos. El término lineal de (5.2.8) es 6, el término bias
es (1, estos términos de acoplamientos representan la frecuencia en ausencia
del término de acoplamiento no lineal k. Estudiamos el acoplamiento de los
iterados a través del ntimero de rotacién w siguiente

n_0
w= lim s

n—-0o00 n

(5.2.9)

Claramente en ausencia de términos no lineales se tiene w = €.
Bajo las iteraciones de #,, podriamos obtener 6,, +@Q = 6,, + P; resultando

numeros de rotacion racionales w = g, casi periddicos cuando w = ¢ € Q¢ o
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cadticos cuando los iterados se comportan irregularmente (ver teoria KAM;
Kolmogorov, Arnodl y Moser; quienes encontraron que el ciclo invariante
y no-resonante cuando w es aproximado mediante la érbita casi-periddicas
para el mapeo de Poincaré perturbado). La transicién al caos se presenta
cuando f(#) pierde la invertibilidad.

Nos enfocamos en la estructura de bifurcaciéon de Locking (mode-locking)
la cual también explica la transicién del caos. El mapeo (5.2.8) se puede
someter a procesos iterados (por ejemplo para Q2 = 0,2y k = 0,9): para k < 1
la funcidén es estrictamente mondtona; k = 1 es cubica (la inversa tiene una
singularidad); para k > 1 es el mapeo el cual tiene maximos locales y no es
invertible. En 0 < k£ < 1 el nimero de rotacion es el racional g €[Q,A Q(g)}

En todos los casos conviene estudiar los graficos (2, k) para distinguir
los “Arnold Tongues ” para k € () y sus resonancias. Existe una lengua de
resonancia Tpo = {(Q,3) /w(fo)P/Q €[0,1)}; la cual se describe en el
plano (ReX, ImAX) para £ = exp 12%

Las gréficas de 6 contra f(0) para distintos valores de k& (k < 1, k =1,
k > 1). En la gréfica de  contra k, para k = 1 las 6rbitas quasi-periddicas
constituyen un conjunto de Kantor; €2 contra g (la cual tiene una naturaleza
autosimilar).

Para estudiar el espacio entre los pasos en la escala r estudiamos
el siguiente nimero de huecos en {2 que no corresponde a racionales
N(r) = (1—5(r))/7, cuya dimensién D se calcula asi: N(r) ~ (1), esto es,
1—8(r) ~r'=P cuando r — oc.

D resulta ser la dimensién fractal de la escalera de la grafica €2 contra g

(experimental se prueba que D = 0,8); la escalera es el complemento de los
intervalos de modo fijo en §2. Para k > 1, la transicional caos resulta por los
saltos errantes entre las resonancias.

Ahora buscamos el parametro v que mide la transicién al caos, pardmetro
que tiene que ver con b (caracterizaciéon del exponente de la magnetizacion)
1—F juega el rol de la temperatura reducida. Si /V; es el nimero de resonancias
(el nimero de pasos los cuales son més anchos que una escala dada para ~);
experimentalmente se ha encontrado una bump function, ver seccién 1.2,
como la siguiente,
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V(N1 1= k) = (N, 0)exp(—b(N1))(1 — k) (5.2.10)

donde b(Ny) ~ NID% con o= = 0,44 £ 0,02. Si N, es el nimero de
resonancias de la periodicidad esta por debajo de la criticidad (surgimiento
del conjunto de Kantor), tenemos que:

N, ~ (1 —Fk)™Pv ~g = (1 — k)Y, entonces v = 2,63.

Si la medida dada para las érbitas periddicas la preparacion se da de la
siguiente forma:

M(k) = f(l_k) ONpdr ~ (1—k)"0=P) = (1— k)P, donde 3 ~ 0,34 £0,02.

v=0
De lo anterior resulta que
D=1-5

Para la transicién al caos de la unién de Josephson (movimiento del
péndulo amortiguado) se necesita que en G de (5.2.4) el mapeo [ sea
creciente sobre el circulo f'(0,+1) = —oo (f'(f(0)) — —o0); esto ocurre

porque b en (5.2.5) es tal que \; = )\gb% en puntos del ciclo limite Q).

Para conocer el comportamiento cualitativo para este tipo de modelos
escogemos un mapeo analitico que sea simple en lugar de hacer la integracion
de la ecuacion diferencial. Esta linea critica es fundamentalmente un fractal,
pues ella depende de @), lo cual se obvio por la disipacion del sistema. Asi el
mapeo (5.2.4) es esencialmente igual a:

{ Opi1 =0, +Q— %sen(Qan) + bV, (5.2.11)

Vo1 = by — %sen(%r@n)

con 0 < b <1, 6, es simétrico y v, hace las veces de 6,,; y su matriz
Jacobiana es

_( 1—Fk sen(278), b
b= ( —k cos2md), b ) (5:2.12)

como el Jacobiano de esta tultima matriz es b, cuando b — 0 recobra el
comportamiento “seno”sobre el circulo; y cuando b — 1 es el mapeo estandar.

El estudio y comportamiento de una orbita periddica ) se hace a través
de sus valores propios

M = D(‘%)D(%A)MD(QQ, A=A =0

Q
2
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De los valores grandes de () se determina una curva en (k, Q) ((3, A) en
la ecuacién (5.2.1)).

Si T,M = 1+ b%; la condicién de criticalidad se obtiene cuando \; =
A2 = 0; y la condicién de estabilidad cuando Traza(D) = 1.

5.3. Sincronizacion de rotores y la uniéon de
Josephson.

En un disco sobre un “shaft”de un motor eléctrico, la frecuencia de
la rotacién se puede ver como andaloga a la frecuencia de oscilaciones, y
entonces, para dos o mas rotores es de interés conocer el acoplamiento de
sus frecuencias.

Recordamos que la primera aproximaciéon del modelo de Josephson es
% = a(—senV + v), y del efecto externo sobre la rotacién de tipo senoidal
obtenemos

AV
dt
Considerando a I~! como un pequefio pardmetro, podemos expresar la

solucién de (5.3.1) como una expansién de pequenas potencias de 171, de la
siguiente forma:

= a(—senV + v + Isen(wt)), (5.3.1)

U =n(wt) + I (1) + T(t) + ... < U4 >=< Uy >=0 (5.3.2)
Sustituyendo (5.3.2) en (5.3.1), obtenemos:
(5.3.4) U_4(t) = aw 'sen(nwt) + ¥, WO, = constante.
Sustituyendo de nuevo (5.3.4) en (5.3.1), obtenemos

v,

= o W - asen[n(wt) + alw  sen(wt) + Jd¥° J; (5.3.3)

y usando la condicién < ¥, >= 0, resulta que

v,

o oYW o asenV® J, (—adw™) (5.3.4)
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donde J,, es una funcién de Bessel de primera clase. Como |sen(¥°,)| < 1,
obtenemos que el ancho de la region de sincronizacion es

w al
=)< (=2 (53.5)
La regién de sincronizacion define los pasos sobre la grafica V' — [ iguales
aV, =%
Por ejemplo es de interés para generadores de potencia eléctricos con
una carga comun, si estos estan sincronizados; lo cual tiene implicaciones en
redes de electricidad, pues la pérdida de uno de los generadores conduce a

interrupciones y hasta catéstrofes.

5.4. Los osciladores acoplados

Se representan mediante el siguiente sistema:

{ ,9:1 = wy + kysen(f, — 6s) (5.4.1)

02 = Wy + kgsen(QI — ]{?2)

sus estados de fase se ubican en un trozo S' x S, como en la figura 5.10

In =
g : ; ;32 i
b

0

Figura 5.10: Osciladores acoplados en paralelo.

Si ky = ko = 0 (sistemas descoplados) y £ € ()%, entonces existen 6rbitas
cuasi-periodicas.

De ¢ = 0 — 0y = wy — wy — (k1 + k2)seng, los puntos de equilibrio

son las soluciones de tipo sen¢* = ﬁ; esta solucion ¢* corresponde

a una posicion de fase fija la cual separa constantemente a los dos osciladores.

En general el modelo de Kuramoto [Kul, para N osciladores acoplados
mutuamente con frecuencias wy, tienen dindmica gobernada por la siguiente
sistema:
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RE e ‘
| vy () Yy (12)
T ). vewsscliaciue 3
A cos (wt)

Figura 5.11: Osciladores acoplados.

B — ik + 53 sen(6; — on)
con la siguiente condicion para el acoplamiento en serie (5.4.2)
Iy = Lsendy + 5 ok + 22 (91 + 02) para k= 1,2

Figura 5.12: Sistemas acoplados en serie.

la primera ecuacién de (5.4.2) es equivalente a

d

% = wy, + eksen(¢; — ¢x) (5.4.3)
Para lo cual usamos el siguiente cambio de variable: Z = x + iy = ke? =

% Zjvzl sen(¢; — ¢r). Observamos que si w la frecuencia central; § = wt; k

constante; V), = ¢ — wt; entonces (5.4.3) es

dVy,

dt
La solucién isocrénica de (5.4.4) es Uy, = senfl[(w’z_—;@)], y la frecuencia

natural de los k—osciladores esta en la vecindad de w, |wy — @] < ¢k

= wy — w — eksenVy (5.4.4)
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Para el sistema (5.4.4) las ideas de Kuramoto se concretan en la
existencia de una solucion,

or = 2tan™'[\ /T 2tan(% + )] y de la identidad

YH+e 2
v = YesenW = (v2 —42) /(v — yecos), obtenemos:
doy, s wo (Y — YcCoSPk)
— = Wi — 5.4.5
R G o4

Si ¢ = wot + @Y, la carga Q del circuito RCL se puede obtener de las
diferentes uniones (), asi:

Qr = Z Qr, cos(noy, — By) (5.4.6)
n=0

Expresando ¥ en en términos de ¢, y obtenemos la siguiente ecuacion
diferencial para el primer armdnico:

LOwm+(Y+NR)Qu + Qo _ RIZN (2= 12— I\/T = I)cos(wot+¢2) (5.4.7)

"o =L
2_~2_ 2_~2
con solucién Q, = R it Vi et (wot + a + ¢Y),

2
NR)2 2
<’yc\/1/c—Lw(2)> +(’Y+ ) “o

Lw3—1/c
V(1/e=Lwd)+(y+NR)2w?

donde cosa =

Esta solucién se sustituye en (5.4.4) para el periédo de rotacién rapida 372
y se observa que para n > 1 no contribuye a la ecuacién promediada (5.4.7),
y obtenemos

doy

N
a0 % ; sen(¢; — o, — @), (5.4.8)

2eR? [wg /;,— Rw}

donde a = , resultado que coincide con la forma de
/(1/c—Lwd)+(7+NR)2wd
(5.4.2).
Si el angulo @ = 0 la unién es atractiva; si @ # 0 y para el caso
¢1 = ¢o... = @n, esta solucién tiene una frecuencia que difiere de wy, ademas

es estable si ecosa > 0.
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La inestabilidad aparece en un regimen con fases distribuidas uniforme-
mente, ¢} = %T”; y la sincronizaciéon de la uniéon de Josephson, como en
Kuramoto, corresponde a una transicion controlada por una constante ¢ de
acoplamiento finito.

5.5. Serie de arreglos globalmente acoplados
de uniones de Josephson.

Corresponde a sistemas acoplados globalmente con movimientos de cargas
resistivas y v f con corriente bias. Este modelo corresponde a las siguientes
ecuaciones

{ qbz + Qéi + seng; + iy, = ige + iypsen(2,7) (5.5.1)

ip=0v(r)=4Y" 9¢5i=1,.N

donde ¢; es la diferencia de fase en la unién i, 7 = wyt, v = vI., v
la resistencia al movimiento; ¢; corriente a través de de la carga resistiva;
¥ = Vieta/N es el voltage total a través del arreglo de uniones Josephson;
o = %, R es le resistencia al movimiento global; Q,; = w,r/wp es la

frecuencia normalizada del tipo v f.

En la ecuacién (5.5.1), variado comportamiento espacio temporal la
transicién de la coherencia a la turbulencia no ha sido bien estudiada. Para
N =1 es sistema (5.5.1) es

{ g'b'_g_ g(ﬁ + seng = Lac + iypsen(Qy57), (5.5.2)
g=(1+o0)g B

El sistema (5.5.2) tiene movimiento caético para g < 1y §2,¢ < 1; lo cual
se observa en las gréficas de ¢ contra i4., y también ¢ contra ..

Un concepto aplicado a sistemas globalmente acoplados es el de “nicho”;
esto significa que aunque la interacciéon entre los elementos es idéntica, la
dindmica puede romperse en varios nichos, cada uno consta de elementos
completamente sincronizados. Asi ¢; y ¢, pertenecen al mismo nicho si
¢i = ¢; para todo tiempo, el nimero de nichos es (N, No, ...Ny.,).

Las gréficas de id contra ¢, para i,s, muestra un fenémeno de histéresis
causado por los dos atractores que aparecen entre érbitas de periédo 2 con
diferente estabilidad causadas por la presencia de equilibrios sillas-nodos.
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Ver seccién 1.9

El atractor mas simple de sistemas del tipo (5.5.1) son aquellas con
estructura coherente, esto es, ¢;(7) = ¢(7),ng = 1, N; = N. Entonces
el linealizado de (5.5.1) alrededor de ¢(7) es

N
d¢; + gdd; + d.cos(@).¢ + N ]221 gop; =0;5=1,2..N (5.5.3)

En las siguientes coordenadas

X =2 06, (5.5.4)
y=0¢r —Ogpr1;k=1,..N —1;

entonces la frontera de la estabilidad critica es determinada por el
siguiente sistema de ecuaciones lineales:

{X+§X+COSX:0, (5.5.5)

ik + gy + cospyp = 0; k=1,..N — 1.

La primera ecuacién corresponde a (2.4.17); la segunda ecuacién carac-
teriza la evolucion de la perturbacién de la diferencia entre dos celdas.

Puesto que la diferencia entre las dos es proporcional a o, el sistema
recobra el escenario de la unica celda cuando o = 0. Para valores especificos
de iy, las graficas de ig. — 0, 74, — ¢ muestran un caos espacio temporal via
clusterizacién (nichos con bifurcaciones especificas). Ademads las gréficas de
t = nT contra ¢; — ¢ muestran el fenémeno de “intermitencia”de Pomeau
- Mennville, explicados por el acoplamiento global. Ver seccién 1.7.

Un ejemplo de sistemas acoplados es el seno-atrial y atrio-ventricular
modelado por los dos osciladores no lineales siguientes:

1

il - ax2
To = —Lil[xl + g(x2) + R(z + 24)] + Acos(2m f1) con f y, cibicas
. %m Yg :

Ty = —%2[1‘3 + f(z4) + R(z2 + x4)] + Acos(2m f1)

De otro lado si la corriente a través de todas las uniones de Josephson es
la misma, el sistema que podria simular este proceso es,
h d¥y dq

Ok L T senWy, =1 — & 5.
el di + I.senVy e (5.5.6)
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donde Q es la corriente de carga a través del RLC'. La ecuacién para la
carga () es

PQ  dQ  Q h .~ dY,
L— — == — _ 5.5.7
w2 TVt e T % £ 7dt (5.5.7)

Este sistema se representa en la figura 5.13 siguiente

Figura 5.13: Series de uniones de Josephson globalmente acopladas.



Conclusiones

Por un método analégico nos aproximamos a la complejidad del sistema
que modela el fenémeno de la union de Josephson mediante sistemas
pendulares.

El conocimiento de las soluciones soliténicas se obtiene de la versién
espacio-temporal dado por le ecuacién Sine-Gordon, la cual modela
mejor este problema, en sus diversas variantes y sus aplicaciones
tecnologicas.

A través de herramientas como la linealizacién global en torno de
soluciones recurrentes (periddicas y homoclinicas); y otras andlogas
como estudio de acoplamientos y sincronizaciones, obtenemos los
conocimientos basicos de las dinamicas y bifurcaciones para arreglos
discretos de multi-unién; las cuales explican la transicién al caos
causado por histéresis, resonancias, modo de posicion fija, ¢ existencia
de soluciones homoclinicas. Esto ultimo fenémeno tiene importantes
implicaciones en las aplicaciones interdisciplinarias.

Fue muy ntil el método de la perturbacion singulares asociados a
este modelo para encontrar soluciones con periodos criticos y con
condiciones de frontera singulares.

La descripciéon de la dindmica aqui estudiada es abundante en métodos
los cuales se pueden transferir a otras aplicaciones tecnoldgicas de
mucha importancia en esta época.
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