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Introducción

Sin lugar a dudas los métodos wavelets1 permiten desarrollar algoritmos
eficientes y novedosos en el estudio del procesamiento de imágenes y señales.
La idea de utilizar esta teoŕıa en la solución numérica de ecuaciones en
derivadas parciales se da en virtud a que algunas propiedades de las wavelets
son importantes en la construcción de algoritmos adaptativos. Un algoritmo
de este tipo selecciona un conjunto minimal de aproximaciones en cada paso,
de tal manera que la solución calculada sea lo suficientemente próxima a la
solución exacta. Si queremos que la solución calculada sea suave en alguna
región, sólo unos pocos coeficientes wavelet serán necesarios para obtener
una buena aproximación de la solución en dicha región, es decir, solamente
los coeficientes de bajas frecuencias cuyo soporte esté en esa región son
los utilizados. De otro lado, los coeficientes grandes (en valor absoluto) se
localizan cerca de las singularidades y esto nos permite definir criterios de
adaptabilidad a través del tiempo de evaluación [15, 23, 53, 64]. Este trabajo
se dirige fundamentalmente a encontrar soluciones aproximadas a problemas
del tipo hiperbólico o parabólicos, utilizando el método wavelet-Galerkin. El
trabajo busca dar respuesta problemas que surgen en diferentes áreas de las
ciencias e ingenieŕıa.

El desarrollo de técnicas numéricas para la obtención de soluciones
aproximadas de ecuaciones diferenciales se ha incrementado en las últimas

1Se utilizará este término en lugar de ond́ıcula, palabra también usada por algunos
autores.



2 Introducción

décadas. Entre estas técnicas están los métodos de elementos finitos,
diferencias finitas y en forma más general el método de los residuos
ponderados, en particular el método de Galerkin [11, 12, 17, 29, 38, 42, 57].
Es claro que en cada método se realiza un estudio detallado de la eficiencia y
convergencia del método. Recientemente métodos wavelets se están aplicando
a la solución numérica de ecuaciones en derivadas parciales [64]. Trabajos
pioneros en esta dirección son los de Beylkin [6, 7], Dahmen [22, 23], Jaffard
[41], Glowinski [34], Tanaka [62], Vasilyev [65].

El trabajo tiene como motivación inicial, estudiar métodos numéricos
aplicados a la solución de problemas de valor inicial o de frontera, en
particular, utilizar procesos similares al método de los elementos finitos, pero
usando nuevas herramientas como es la teoŕıa wavelets [18, 64]. Para tal fin,
se estudiará la ecuación de Korteweg-de Vries (KdV) [27, 28, 35, 44]

∂u

∂t
+ αu

∂u

∂x
+ β

∂3u

∂x3
= 0

u(x, 0) = u0(x),

donde α y β son constantes que usualmente se fijan como α = 6 y β = 1.
En consecuencia, en el presente trabajo se emplea la solución numérica de
la ecuación de Korterweg-de Vries (KdV) para estudiar la interacción de
soluciones tipo solitón bajo la perspectiva del análisis wavelets. Entre las
principales caracteŕısticas de los solitones se encuentra su posibilidad de
propagarse como ondas de gran amplitud sin dispersión e interactuar entre
ellas de forma tal que luego de la interacción cada onda recupera totalmente
sus caracteŕısticas previas a la interacción tal como si se hubiera tratado
de part́ıculas [14, 28, 52]. La ecuación KdV se resuelve numéricamente
empleando el método Wavelet-Petrov-Galerkin; como es clásico en estos
problemas, su implementación exige la verificación de la convergencia y la
determinación de cotas de error para las soluciones.

Finalmente mencionemos también que las wavelets proporcionan un
conjunto de herramientas flexibles para detectar problemas prácticos en
ciencia e ingenieŕıa. Entre estas herramientas se tienen la transformada
wavelet que está asociada con el Análisis Multirresolución de una señal,
es decir, a distintos niveles de resolución se tendrá una base de wavelets.
Concretamente, cuanto mayor detalle se pretenda obtener en una señal
(mayor resolución), mayor número de funciones por unidad de longitud se
tendrán en la base de wavelets, véase por ejemplo, [10, 13, 25, 40, 60, 67, 68].
Además, no existe una transformada wavelet única que resuelva todos
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los problemas, a partir de la modelación del proceso y de un análisis a
priori del tipo de señal tratada y del objetivo que se pretenda, como por
ejemplo, compresión, eliminación del ruido, filtrar u otro. Con esta técnica
se busca una familia wavelets, digamos Haar, Daubechies, Coiflets,..., que
mejor coincida con las caracteŕısticas de la señal a estudiar, véase p.e.,
[3, 16, 25, 31, 36, 49, 50].

El trabajo comienza con la descripción de la terminoloǵıa necesaria para
abordar los métodos aproximados en la solución de ecuaciones diferenciales
parciales, partiendo de los resultados básicos del análisis de Fourier y
elementos finitos. El caṕıtulo 2 es una introducción a la teoŕıa wavelet,
prestando especial interés a las transformadas wavelets tanto discretas como
continuas y terminando con un corto estudio del análisis multirresolución y
wavelets biortogonales. En el caṕıtulo 3 se estudia la ecuación de Korteweg-
de Vries (KdV) y sus principales propiedades, aśı como diferentes métodos
de solución, esto con el fin que la monograf́ıa sea autocontenida. Finalmente
en el caṕıtulo 4, se desarrolla el método Wavelet-Petrov-Galerkin aplicado a
la ecuación KdV.





CAṔITULO 1

Preliminares

1.1. Introducción

En este corto caṕıtulo se presentará alguna terminoloǵıa necesaria para la
lectura de esta monograf́ıa. En particular, se hará un resumen de resultados
básicos de análisis de Fourier omitiendo sus pruebas, las cuales se pueden
encontrar en algunos de los siguientes textos [10], [32], [54], [67], [68].

Recuerde que L1(R) es el espacio de todas las funciones f : R → C, tal
que

∫
R |f(t)|dt = ∥f∥L1 < ∞. De igual forma se tiene L2(R), el espacio las

funciones cuadrado-integrables, cuya norma es

∥f∥L2 =
(∫

R
|f(t)|2dt

)1/2
<∞.

Este espacio se dota con el producto escalar

⟨f, g⟩L2 =

∫
R
f(t)g(t)dt,

donde g(t) denota el conjugado complejo de g(t). Con este producto interno
el espacio L2(R) es de Hilbert. Las funciones f, g ∈ L2(R) son ortogonales si
⟨f, g⟩L2 = 0. En general, Lp(R) (p ≥ 1), es el espacio de todas las funciones
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(clases de equivalencia) f : R → C, tal que
∫
R |f(t)|

pdt = ∥f∥pLp
<∞, donde

∥f∥Lp =
(∫

R
|f(t)|pdt

)1/p
es la norma de f en Lp(R). Otro espacio que se utilizará es ℓ2(Z), el de las
sucesiones (xj), j ∈ Z, tal que

∑
j |xj|2 <∞.

Sea F = C o R, X y Y espacios normados (espacios vectoriales equipados
con una norma). Un operador lineal es una función T : X → Y tal que
T (a u + b v) = a T (u) + b T (v), para cada a, b ∈ F y cada u, v ∈ X. El
operador T es continuo en u0 si para cada ϵ > 0 existe δ > 0 tal que si

∥u− u0∥X < δ entonces ∥T u− T u0∥Y < ϵ. (1.1.1)

Si (1.1.1) se cumple para cada u0 ∈ X se dice que T es continuo en X. Si δ
no depende del punto u0 se dice que T es uniformemente continuo en X.

El operador T es acotado si y sólo si existe una constante c > 0 tal que
∥T u∥Y ≤ c∥u∥X para cada u ∈ X.

Si f, g ∈ L1(R), entonces la convolución de f y g, denotada f ∗g, se define
por

(f ∗ g)(t) =
∫
R
f(t− z)g(z)dz.

Un sistema de funciones {ϕj, j ∈ Z}, ϕj ∈ L2(R), se llama ortonormal si∫
R
ϕj(t)ϕk(t)dt = δjk,

donde δjk es la delta de Kronecker. Es decir,

δjk =

{
1, si j = k;
0, si j ̸= k.

Un sistema ortonormal se llama una base en un subespacio V de L2(R) si
cualquier función f ∈ V tiene una representación de la forma

f(t) =
∑
j

cjϕj(t),

donde los coeficientes cj satisfacen
∑

j |cj|2 < ∞. En lo que sigue se

utilizará la notación
∑

j =
∑∞

j=−∞,
∫
R =

∫∞
−∞, ∥f∥L2 = ∥f∥2 y ⟨, ⟩2.
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La función caracteŕıstica del conjunto A, χA, se define por

χA(t) =

{
1, t ∈ A;
0, t /∈ A.

También se utilizará la notación I{A} para denotar esta función y la llaman
función indicadora.

El soporte de una función f : A ⊆ R → C, denotado sopf , se define por
sopf = {x ∈ A : f(x) ̸= 0}.

1.2. Transformada de Fourier

En esta sección se recordará la definición y algunas propiedades
importantes de la transformada de Fourier.

Definición 1.2.1. Sea f ∈ L1(R) y ω ∈ R. La transformada de Fourier de
f en ω se define por

f̂(ω) :=

∫
R
f(t)e−iωtdt.

Como ∫
R
|f(t)||e−itω|dt =

∫
R
|f(t)|dt = ∥f∥L1 <∞

se tiene que la transformada de Fourier está bien definida. La aplicación
f 7→ f̂ se llama transformación de Fourier y se denota por F (F(f) = f̂). La
función f̂ es continua y tiende a cero cuando |ω| → ∞ (Lema de Riemann-
Lebesgue). Es claro que F(a f + b g) = aF(f) + bF(g), para cada a, b ∈ R.

En general f̂ no es una función integrable, por ejemplo, sea

f(t) =

{
1, |t| < 1;
0, |t| > 1.

Entonces

f̂(ω) =

∫ 1

−1

e−itωdt =

[
e−iω − eiω

−iω

]
=

2 senω

ω
̸∈ L1(R).
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Si f̂(ω) es integrable, entonces existe una versión continua de f y se puede
obtener la fórmula de inversión de Fourier

f(t) = F−1
(
f̂(ω)

)
=

1

2π

∫
R
f̂(ω)eiωtdω. (1.2.1)

La siguiente proposición recoge algunas propiedades fundamentales de la
transformada de Fourier.

Proposición 1.2.1. Sean f , g ∈ L1(R), entonces

1. (̂τxf)(ω) = e−iωxf̂(ω), donde (τaf)(t) = f(t− a).

2. (τxf̂)(ω) = ̂(eix(·)f)(ω)

3. f̂ ∗ g = f̂ ĝ

4. Si ϵ > 0 y gϵ(t) = g(ϵ t) entonces ĝϵ(ω) = ϵ−1ĝ(ω/ϵ).

Otro resultado útil es el siguiente: Si f, g ∈ L1(R) ∩ L2(R), entonces

∥f∥22 =
1

2π

∫
R
|f̂(ω)|2dω (fórmula de Plancherel) (1.2.2)

⟨f, g⟩2 =
1

2π

∫
R
f̂(ω)ĝ(ω)dω (fórmula de Parseval). (1.2.3)

Por extensión, la transformada de Fourier se puede definir para cualquier
f ∈ L2(R). En virtud a que el espacio L1(R) ∩ L2(R) es denso en L2(R).
Luego, por isometŕıa (excepto por el factor 1/2π) se define f̂ para cualquier
f ∈ L2(R), y las fórmulas (1.2.2) y (1.2.3) permanecen válidas para todo
f, g ∈ L2(R).

En teoŕıa de señales, la cantidad ∥f∥2 mide la enerǵıa de la señal, mientras
que ∥f̂∥2 representa el espectro de potencia de f .

Si f es tal que
∫
R |t|

k|f(t)|dt <∞, para algún entero k ≥ 1, entonces

dk

dωk
f̂(ω) =

∫
R
(−it)ke−iωtf(t)dt. (1.2.4)

Rećıprocamente, si
∫
R |ω|

k|f̂(ω)|dω <∞, entonces

F
(
f (k)
)
(ω) = (iω)kf̂(ω). (1.2.5)
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1.2.1. Serie de Fourier

Sea f una función 2π−periódica en R. Se escribirá f ∈ Lp(0, 2π) si

f(t)χ[0,2π](t) ∈ Lp(0, 2π), p ≥ 1.

Cualquier función f , 2π−periódica en R, tal que f ∈ L2(0, 2π), se puede
representar por una serie de Fourier convergente en L2(0, 2π)

f(t) =
∑
n

cne
int,

donde los coeficientes de Fourier son dados por

cn =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−intdt.

Se puede verificar que si f ∈ L1(R), entonces la serie, fórmula de sumación
de Poisson,

S(t) =
∞∑

k=−∞

f(t+ 2kπ) =
1

2π

∞∑
n=−∞

f̂(n)eint (1.2.6)

converge casi para todo t y pertenece a L1(0, 2π). Además, los coeficientes
de Fourier de S(t) están dados por

ck =
1

2π
f̂(k) = F−1(f)(−k).

En efecto, para ver la expresión (1.2.6), basta probar que∫ 2π

0

∑
k

∣∣f(t+ 2kπ)
∣∣dt <∞.

Para la segunda parte se calculan los coeficientes de Fourier de S(t), que son
los valores de la transformada de Fourier de f en los enteros. Esto es, sea

h(t) =
∞∑

k=−∞

f(t+ 2kπ),
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entonces h es 2π−periódica y además, sus coeficientes de Fourier son

ĥn =
1

2π

∫ 2π

0

h(t)e−intdt =
1

2π

∫ 2π

0

[
∞∑

k=−∞

f(t+ 2kπ)

]
e−intdt

=
∞∑

k=−∞

1

2π

∫ 2π

0

f(t+ 2kπ)e−intdt

=
∞∑

k=−∞

1

2π

∫ 2π(k+1)

2πk

f(z)e−in(z−2kπ)dz

=
1

2π

∫ ∞

−∞
f(z)e−inzdz =

1

2π
f̂(n).

Como consecuencia de la fórmula de sumación de Poisson tenemos

∞∑
k=−∞

f̂(ω + 2kπ) =
1

2π

∞∑
n=−∞

f(n)e−inω (1.2.7)

donde f es una función tal que f̂ ∈ L1(R), continua, y
∑∞

n=−∞ f(n) converge
absolutamente.

1.3. Distribuciones y espacios de Sobolev

En esta sección recogemos algunos resultados básicos sobre distribuciones.
La teoŕıa de distribuciones libera al cálculo diferencial de ciertas dificultades
que provienen del hecho de que existen funciones no diferenciables. Este hecho
extiende el cálculo a una clase de objetos llamados distribuciones o funciones
generalizadas, que es mucho mayor que la clase de funciones diferenciables.

Sea Ω un abierto de Rn,

D(Ω) = C∞
0 (Ω) = {φ ∈ C∞(Ω) : sopφ es un compacto contenido en Ω},

donde sopφ = {x ∈ Ω : φ(x) ̸= 0}. D(Ω) denota el espacio vectorial de las
funciones de prueba.

Si K es un compacto de Ω entonces

DK(Ω) = {φ ∈ C∞(Ω) : sopφ ⊂ K}.
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Una función t́ıpica de D(Ω) es

φ(x) =

{
0 si |x| ≥ 1

c exp( 1
|x|2−1

) si |x| < 1,

donde x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn y |x| =
√
x21 + · · ·+ x2n, la constante c se escoge

de tal forma que
∫
Rn φ(x)dx = 1; φ ∈ C∞(Rn) y su soporte es la bola unitaria

en Rn, es decir, sopφ = B1(0).
Una expresión de la forma α = (α1, . . . , αn) con αi un entero no negativo,

para cada i = 1, . . . n, se llama un multi-́ındice. Para el multi-́ındice α
definimos el orden de α, denotado |α|, por

|α| = α1 + · · ·+ αn.

Si x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn y α = (α1, . . . , αn) es un multi-́ındice, entonces
definimos

∂αu :=
∂|α|u

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n

, xα = xα1
1 x

α2
2 · · · xαn

n .

Convergencia en D(Ω): Sea (φj)
∞
j=1 una sucesión de funciones en

D(Ω), φj → φ ∈ D(Ω), cuando j → ∞ si:

a) existe un compacto K ⊂ Ω tal que para cada j sopφj ⊂ K

b) ∂αφj → ∂αφ uniformemente en K, para cada multi-́ındice α.

La convergencia uniforme en K de la sucesión (∂αφj)
∞
j=1 significa que

sup
x∈K

|(∂αφj − ∂αφ)(x)| → 0,

cuando j → ∞. Una aplicación f es continua en D(Ω) significa que para
cada sucesión (φj)

∞
1 con ĺımite φ, se tiene ⟨f, φj⟩ → ⟨f, φ⟩, cuando j → ∞.

Definición 1.3.1. Sea Ω un abierto de Rn. La aplicación T : D(Ω) → C es
una distribución si
a) T es lineal.
b) Para cada compacto K ⊂ Ω existe una constante CK > 0 y un entero no
negativo m (depende de K) tal que

|⟨T, φ⟩| ≤ CK
∑
|α|≤m

sup
x∈K

|∂αφ(x)|,

para cada φ ∈ DK(Ω) y para cada multi-́ındice α.
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En otras palabras, una distribución es un funcional lineal y continuo sobre
D(Ω). El espacio de todas las distribuciones sobre Ω se denota por D′(Ω). Es
decir, D′(Ω) = L(D(Ω),C) es el dual de D(Ω).

Un ejemplo t́ıpico de distribución es la delta de Dirac, esto es, considere
el funcional lineal δ : D(R) → R definido por ⟨δ, φ⟩ = φ(0), para cada
φ ∈ D(R). En efecto, si K es un compacto de R y φ ∈ D(R) entonces

|⟨δ, φ⟩| = |φ(0)| ≤ máx
x∈K

|φ(x)|,

acá CK = 1 y m = 0.
Algunas propiedades importantes de las distribuciones tales como la

multiplicación de una función por una distribución y la derivada generalizada
se definen a continuación.

Multiplicación de una función u ∈ C∞(Ω) por una distribución T : Para
cada φ ∈ D(Ω) se define uT por

⟨uT, φ⟩ = ⟨T, uφ⟩,

uT está bien definida ya que si φ ∈ D(Ω) y u ∈ C∞(Ω) entonces uφ ∈ D(Ω).
Derivada de una distribución: Si α un multi-́ındice y T ∈ D′(Ω) se define

la derivada de T para cada φ ∈ D(Ω) por

⟨∂αT, φ⟩ = (−1)|α|⟨T, ∂αφ⟩.

Con el propósito de extender la transformada de Fourier a las distribu-
ciones, definamos las funciones de decrecimiento rápido.

Definición 1.3.2. Sea φ ∈ C∞(Rn). φ es una función de decrecimiento
rápido si para cada α y β multi-́ındices, existe una constante positiva M tal
que ∣∣xα∂βφ(x)∣∣ ≤M, ∀x ∈ Rn.

El conjunto de todas las funciones de decrecimiento rápido forma un
espacio vectorial real (o complejo) y lo denotamos por S(Rn) y se llama
espacio de Schwartz. Los elementos de este espacio se llaman funciones de
prueba de decrecimiento rápido.

Convergencia en S(Rn): Una sucesión (φj) converge a 0 en S(Rn) si
y sólo si xα∂βφj(x) −→ 0 uniformemente en Rn cuando j → ∞.

El dual topológico S ′(Rn) := L(S(Rn),C) se llama espacio de las
distribuciones temperadas.

El funcional lineal T : S(Rn) → C es continuo si para cada sucesión (φj)
tal que φj → φ en S(Rn) se tiene ⟨T, φj⟩ → ⟨T, φ⟩ para cada φ ∈ S(Rn).
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1.3.1. Espacios de Sobolev

En este apartado introducimos los espacios de Sobolev y algunas de sus
propiedades más importantes. Si queremos estudiar la regularidad de una
función de soporte compacto o de una distribución es usual analizar el com-
portamiento de su transformada de Fourier en el infinito. Una forma alterna
de hacer este análisis es midiendo la diferenciabilidad en términos de normas
de L2. La razón son dos:
i) L2 es un espacio de Hilbert.
ii) La transformada de Fourier, la cual convierte diferenciación en multipli-
cación por polinomios, es una isometŕıa (isomorfismo que preserva normas).

Definición 1.3.3. Sea m ≥ 0, p ≥ 1 y Ω un dominio de Rn (n ≥ 2). El
espacio de Sobolev Wm,p(Ω) se define como

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : ∂
αu ∈ Lp(Ω), ∀α, |α| ≤ m}.

Es un espacio vectorial normado equipado con la norma de Sobolev

∥u∥Wm,p(Ω) =

∫
Ω

∑
|α|≤m

|∂αu|pdx

1/p

=

∑
|α|≤m

∥∂αu∥pLp(Ω)

1/p

.

Propiedades

1. Wm,p(Ω) = C̃m(Ω) (completado) en la norma de Sobolev ∥ · ∥Wm,p(Ω).

2.
(
Wm,p(Ω), ∥ · ∥Wm,p(Ω)

)
es un espacio de Banach.

3. Cm
0 (Ω)

Wm,p(Ω)
= Wm,p

0 (Ω) = {u ∈ Wm,p(Ω) : ∂αu|∂Ω = 0, |α| ≤
m − 1}, Wm,p

0 (Ω) es un subespacio de Wm,p(Ω) (acá ∂αu|∂Ω denota la
extensión de ∂αu a la frontera de Ω).

4. (Wm,p
0 (Ω))′ := W−m,q(Ω), donde 1

p
+ 1

q
= 1, se llaman espacios de

Sobolev negativos (si p = 1, (Wm,1(Ω))′ =W−m,∞(Ω)).

5. Si u ∈ Wm,p
0 (Ω) y v ∈ W−m,q(Ω) es integrable, entonces∣∣∣∣∫

Ω

uvdx

∣∣∣∣ ≤ ∥u∥Wm,p(Ω)∥v∥W−m,q(Ω),
1

p
+

1

q
= 1.
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6. Si m > k entonces

Wm,p(Ω) ⊂ W k,p(Ω) y ∥ · ∥Wk,p(Ω) ≤ ∥ · ∥Wm,p(Ω),

en particular, W 0,p(Ω) = L2(Ω) y ∥ · ∥W 0,p(Ω) = ∥ · ∥p.

Si p = 2, en lugar de Wm,2(Ω) escribiremos Hm(Ω), o sea,

Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : ∂
αu ∈ L2(Ω), |α| ≤ m},

Hm(Ω) es un espacio de Hilbert con el producto interno definido por

⟨u, v⟩Hm(Ω) =

∫
Ω

∑
|α|≤m

∂αu ∂αvdx,

u, v ∈ Hm(Ω). La norma en Hm(Ω) es

∥u∥Hm(Ω) =
√
⟨u, v⟩Hm(Ω) =

∑
|α|≤m

∥∂αu∥2L2(Ω)

1/2

.

Para s ∈ R, el espacio de Sobolev Hs(R) se define por

Hs(R) :=
{
f ∈ L2(R) :

∫
R

(
1 + |x|2

)s∣∣f̂(x)∣∣2dx <∞
}
,

donde f̂ es la transformada de Fourier de f . Hs(R) equipado con el producto
interno

⟨f, g⟩Hs :=

∫
R

(
1 + |x|2

)s
f̂(x)ĝ(x)dx

es un espacio de Hilbert. También se le asocia la norma

∥f∥Hs :=

(∫
R

(
1 + |x|2

)s∣∣f̂(x)∣∣2dx)1/2

.

La notación O

La expresión f(x) = O
(
g(x)

)
significa que existe una constante positiva

M tal que |f(x)| ≤ M |g(x)|, siempre que x → x0. Es decir, si g(x) ̸= 0

entonces
∣∣∣f(x)g(x)

∣∣∣→M, cuando x→ x0.



CAṔITULO 2

Introducción a las wavelets

2.1. Introducción

El origen de la descomposición de una señal en wavelets está en la
necesidad de conocer las caracteŕısticas y particularidades de la señal en
diferentes instantes de tiempo. La principal virtud de las wavelets es que
permite modelar procesos que dependen fuertemente del tiempo y para los
cuales su comportamiento no tiene porqué ser suave [3], [16]. Una de las
ventajas de las wavelets frente a los métodos clásicos, como la transformada
de Fourier, es que en el segundo caso se maneja una base de funciones
bien localizada en frecuencia pero no en tiempo, esto es, el análisis en
frecuencia obtenido del análisis de Fourier es insensible a perturbaciones
que supongan variaciones instantáneas y puntuales de la señal como picos
debidos a conmutaciones o variaciones muy lentas como tendencias. En otras
palabras, si f es una señal (f es una función definida en todo R y tiene
enerǵıa finita

∫∞
−∞ |f(t)|2dt). La transformada de Fourier f̂(ω) proporciona

la información global de la señal en el tiempo localizada en frecuencia. Sin
embargo, f̂(ω) no particulariza la información para intervalos de tiempo
espećıficos, ya que

f̂(ω) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−iω tdt
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y la integración es sobre todo tiempo (ver [32]). Aśı, la imagen obtenida no
contiene información sobre tiempos espećıficos, sino que sólo permite calcular
el espectro de amplitud total |f̂(ω)|, mientras que la mayoŕıa de las wavelets
interesantes presentan una buena localización en tiempo y en frecuencia,
disponiendo incluso de bases de wavelets con soporte compacto.

En este caṕıtulo se presenta una introducción a la teoŕıa wavelets, en
particular se estudiará la transformada wavelet y el análisis multirresolución
en L2(R). Con este concepto se ilustra como construir otras bases wavelets,
y además, permite analizar funciones (señales) en L2(R) en varias escalas
(niveles de resolución) [13], [16], [25]. Para ello, se utiliza versiones escaladas
de un conjunto ortonormal en L2(R). Para tal descomposición de una función
f ∈ L2(R), sólo se necesitan los coeficientes de la expansión de f en dicho
conjunto ortonormal.

2.2. Transformadas wavelets

El análisis wavelets es un método de descomposición de una función o
señal usando funciones especiales, las wavelets. La descomposición es similar
a la de la transformada de Fourier, donde una señal f(t) se descompone en
una suma infinita de armónicos eiωt de frecuencias ω ∈ R, cuyas amplitudes
son los valores de la transformada de Fourier de f , f̂(ω):

f(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f̂(ω)eiω tdω, donde f̂(ω) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−iω tdt.

El análisis de Fourier tiene el defecto de la no localidad: el comportamiento
de una función en un conjunto abierto, no importa cuán pequeño, influye en
el comportamiento global de la transformada de Fourier. No se captan los
aspectos locales de la señal tales como cambios bruscos, saltos o picos, que
se han de determinar a partir de su reconstrucción.

2.2.1. Transformada wavelet continua

La teoŕıa wavelets se basa en la representación de una función en términos
de una familia biparamétrica de dilataciones y traslaciones de una función
fija ψ, la wavelet madre que, en general, no es senoidal. Por ejemplo,

f(t) =

∫
R2

1√
|a|
ψ
(t− b

a

)
Wψf(a, b)dadb
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en donde Wψf es una transformada de f definida adecuadamente. También
se tiene de modo alterno un desarrollo en serie

f(t) =
∑
j,k

cj,k2
j/2ψ(2jt− k)

en donde se suma sobre las dilataciones en progresión geométrica. Para
conservar la norma en L2(R) de la wavelet madre ψ, se insertan los factores

1√
|a|

y 2j/2, respectivamente.

Definición 2.2.1. Una wavelet ψ es una función cuadrado integrable tal que
la siguiente condición de admisibilidad se tiene

Cψ :=

∫
R

|ψ̂(ω)|2

|ω|
dω <∞, (2.2.1)

donde ψ̂(ω) es la transformada de Fourier de ψ.

Observación 2.2.1. Si además ψ ∈ L1(R), entonces la condición (2.2.1)
implica que

∫
R ψ(t)dt = 0. En efecto, por el Lema de Riemann-Lebesgue (ver

p.e., [54]), ĺımω→∞ ψ̂(ω) = 0 y la transformada de Fourier es continua, lo cual
implica que 0 = ψ̂(0) =

∫
R ψ(t)dt.

Sea ψ ∈ L2(R). La función dilatada y trasladada se define por

ψa,b(t) :=
1√
|a|
ψ
(t− b

a

)
, a, b ∈ R, a ̸= 0.

Esta función se obtiene a partir de ψ, primero por dilatación en el factor a
y, luego, por traslación en b. Es claro que ∥ψa,b∥2 = ∥ψ∥2.

Definición 2.2.2. Para f, ψ ∈ L2(R), la expresión

Wψf(a, b) :=

∫
R
f(t)ψa,b(t)dt (2.2.2)

se llama la transformada wavelet de f .

Por la desigualdad de Cauchy, se ve que Wψf es una función acotada con∣∣Wψf(a, b)
∣∣ ≤ ∥f∥2∥ψ∥2. Note también que

Wψf(a, b) = ⟨f, ψa,b⟩L2(R) = ⟨f, ψa,b⟩.
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La transformada wavelet Wψf de f puede ser descrita en términos del
producto de convolución. La convolución de dos funciones f, g ∈ L2(R) es
dada por

(f ∗ g)(t) =
∫
R
f(t− z)g(z)dz.

Observe que esta fórmula está definida para al menos todo t ∈ R, pero f ∗ g
no necesariamente está en L2(R). Usando la notación ψ̃(t) = ψ(−t), se tiene
Wψf(a, b) = (f ∗ ψ̃a,0)(b). Note también que ˆ̃ψa,b(ω) =

√
|a| ˜̂ψ(aω)e−iω b.

Estos hechos se aplicarán en la prueba de la siguiente proposición, la cual
establece la fórmula de Plancherel para la transformada wavelet.

Proposición 2.2.1. Sea ψ ∈ L2(R) y satisface la condición (2.2.1).
Entonces para cualquier f ∈ L2(R), las siguientes relaciones se tienen

1. Isometŕıa ∫
R
|f(t)|2dt = 1

Cψ

∫
R2

∣∣Wψf(a, b)
∣∣2db da

a2

2. Fórmula de inversión

f(t) =
1

Cψ

∫
R2

Wψf(a, b)ψa,b(t)db
da

a2

Demostración. 1. Es fácil verificar que (f ∗ ψ̃a,0)(b) =
√
|a|F−1{f̂(ω) ˜̂ψ(aω)}.

En consecuencia,∫
R2

∣∣Wψf(a, b)
∣∣2db da

a2
=

∫
R

∫
R

∣∣(f ∗ ψ̃a,0)(b)
∣∣2dbda

a2

=

∫
R

∫
R
|a|
∣∣F−1

(
f̂(·) ˜̂ψ(a ·)

)
(ω)
∣∣2dωda

a2

=

∫
R

∫
R

∣∣f̂(ω)∣∣2∣∣ψ̂(aω)∣∣2dωda
|a|

=

∫
R

∣∣f̂(ω)∣∣2 [∫
R

∣∣ψ̂(aω)∣∣2 da
|a|

]
dω

= Cψ

∫
R

∣∣f̂(ω)∣∣2dω = Cψ∥f∥22.

Observe que se utilizó el teorema de Fubini y la fórmula de Plancherel para
la transformada de Fourier.



2.2 Transformadas wavelets 19

2. Para simplificar los cálculos en la fórmula de inversión, suponga que
f, f̂ ∈ L1(R).∫

R
Wψf(a, b)ψa,b(t)db =

√
|a|
∫
R
F−1

(
f̂(·) ˜̂ψ(a ·)

)
(ω)ψa,b(t)dω

=
√

|a|
∫
R
f̂(ω)

˜̂
ψ(aω)F−1(g)(ω)dω,

donde g(b) := ψa,b(t). Ahora, la transformada inversa de Fourier de g es

F−1(g)(ω) =
1

2π

∫
R
g(b)eiω bdb

=
1

2π

√
|a|
∫
R
ψ(z)e−iaωzeiωtdz

=
1

2π

√
|a|ψ̂(aω)eiωt.

Sustituyendo e integrando respecto a a−2da se obtiene∫
R2

Wψf(a, b)ψa,b(t)db
da

a2
=

1

2π

∫
R
|a|
[∫

R
f̂(ω)

∣∣ψ̂(aω)∣∣2eiωtdω] da
a2

=
1

2π

∫
R
f̂(ω)

[∫
R

∣∣ψ̂(aω)∣∣2 da
|a|

]
eiωtdω

= Cψ
1

2π

∫
R
f̂(ω)eiωtdω

= Cψf(t).

Otro resultado de interés que se presentará en la siguiente proposición, es
la fórmula de Parseval para la transformada wavelet.

Proposición 2.2.2. Sea ψ ∈ L2(R) y satisface la condición (2.2.1).
Entonces para cualquier f, g ∈ L2(R), se tienen

⟨f, g⟩L2(R) =
1

Cψ

∫
R2

Wψf(a, b)Wψg(a, b)
dadb

a2
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Demostración. Como (f ∗ ψ̃a,0)(b) =
√

|a|F−1{f̂(ω) ˜̂ψ(aω)} o de manera

equivalente, F
(
f ∗ ψ̃a,0

)
(ω) =

√
|a|f̂(ω) ˜̂ψ(aω), entonces∫

R
Wψf(a, b)Wψg(a, b)db = |a|

∫
R
f̂(ω)˜̂g(ω)|ψ̂(aω)|2dω,

ahora, integrando respecto a a−2da se sigue∫
R2

Wψf(a, b)Wψg(a, b)db
da

a2
=

∫
R
|a|
[∫

R
f̂(ω)˜̂g(ω)

∣∣ψ̂(aω)∣∣2dω] da
a2

=

∫
R
f̂(ω)˜̂g(ω)

[∫
R

∣∣ψ̂(aω)∣∣2 da
|a|

]
dω

= Cψ

∫
R
f̂(ω)˜̂g(ω)dω

= Cψ⟨f̂ , ĝ⟩L2(R) = Cψ⟨f, g⟩L2(R).

Note que se aplicó el teorema de Fubini, y en el último renglón de la expresión
anterior, la fórmula de Parseval para la transformada de Fourier.

En la siguiente proposición se listan algunas propiedades.

Proposición 2.2.3. Sean ψ y φ wavelets y f, g ∈ L2(R). Entonces

1. Wψ(αf + βg)(a, b) = αWψf(a, b) + βWψg(a, b), α, β ∈ R.

2. Wαψ+βφf(a, b) = ᾱWψf(a, b) + β̄Wφf(a, b), α, β ∈ R.

3. Wψ(τcf)(a, b) = Wψf(a, b − c), donde τc es el operador traslación
definido por τcf(t) = f(t− c).

4. Wψ(Dcf)(a, b) =
√
cWψf(c a, c b), donde Dc es el operador dilatación

definido por Dcf(t) =
√
cf(c t).

2.2.2. Transformada wavelet discreta

La transformada wavelet continua introduce cierta redundancia, pues la
señal original se puede reconstruir completamente calculando Wψf(a, ·) para
una cantidad numerable de escalas, por ejemplo, potencias enteras de 2. Esto
es, si se elige la escala a = 2−j para cada j ∈ Z, y también se discretiza en
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el dominio del tiempo en los puntos b = 2−jk, k ∈ Z, la familia de wavelets
será ahora dada por

ψ2−j ,2−jk(t) =
1√
2−j

ψ
(t− 2−jk

2−j

)
= 2j/2 ψ(2jt− k), ∀j, k ∈ Z.

Se utilizará la notación ψjk para denotar la wavelet ψ comprimida 2j y
trasladada el entero k, es decir, ψjk(t) = 2j/2 ψ(2jt− k).

Con la elección de a = 2−j y b = 2−jk, observe que el muestreo en el
tiempo se ajusta proporcionalmente a la escala, es decir, a mayor escala se
toma puntos más distantes, ya que se busca información global, mientras
que a menor escala se buscan detalles de la señal, por tal motivo se muestrea
en puntos menos distantes entre si. Para otras elecciones de a y b se puede
consultar [16].

Definición 2.2.3. Una función ψ ∈ L2(R) es una wavelet si la familia de
funciones ψjk definidas por

ψjk(t) = 2j/2 ψ(2jt− k), ∀j, k ∈ Z, (2.2.3)

es una base ortonormal en el espacio L2(R).

Una condición suficiente para la reconstrucción de una señal f es que
la familia de dilatadas y trasladadas ψjk forme una base ortonormal en el
espacio L2(R), ver [25] y [36] para más detalles. Si esto se tiene, cualquier
función f ∈ L2(R) se puede escribir como

f(t) =
∑
j,k

cj,kψjk(t) (2.2.4)

o teniendo en cuenta (2.2.3) como

f(t) =
∑
j,k

cj,k2
j/2ψ(2jt− k),

donde cj,k = ⟨f, ψ2−j ,2−jk⟩ = Wψf(2
−j, 2−jk).

Definición 2.2.4. Para cada f ∈ L2(R) el conjunto bidimensional de
coeficientes

cj,k = ⟨f, ψjk⟩ =
∫
R
2j/2f(t)ψ(2jt− k)dt

se llama la transformada wavelet discreta de f .
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En consecuencia, la expresión (2.2.4) se puede escribir en forma alterna
como

f(t) =
∑
j,k

⟨f(t), ψjk(t)⟩ψjk(t). (2.2.5)

La serie (2.2.5) se llama representación wavelet de f .

Observación 2.2.2. ψjk(t) es muy apropiada para representar detalles más
finos de la señal como oscilaciones rápidas. Los coeficientes wavelet cj,k miden
la cantidad de fluctuaciones sobre el punto t = 2−jk con una frecuencia
determinada por el ı́ndice de dilatación j.
Es interesante notar que cj,k = Wψf(2

−j, 2−jk) es la transformada wavelet
de f en el punto (2−j, 2−jk). Estos coeficientes analizan la señal mediante la
wavelet madre ψ.

2.3. Análisis Multirresolución

El sistema de Haar no es muy apropiado para aproximar funciones suaves.
De hecho, cualquier aproximación de Haar es una función discontinua [25],
[36]. Se puede probar que si f es una función muy suave, los coeficientes de
Haar decrecerán muy lentamente. Por tanto se pretende construir wavelets
que tengan mejor propiedades de aproximación, y una forma de hacerlo es a
través del análisis multirresolución (AMR) [50], [49],[48], [47], [25].

Sea φ ∈ L2(R), la familia de trasladadas de φ,

{φ0k, k ∈ Z} = {φ0k(· − k), k ∈ Z}

es un sistema ortonormal (con el producto interno de L2(R)). Acá y en lo
que sigue

φjk(t) = 2j/2φ(2jt− k) = D2jτkφ(t), j ∈ Z, k ∈ Z,

recuerde que Daf(t) = a1/2f(a t) y τaf(t) = f(t − a) son los operadores
dilatación y traslación, respectivamente.
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Se definen los espacios vectoriales

V0 =
{
f(t) =

∑
k

ckφ(t− k) :
∑
k

|ck|2 <∞
}
,

V1 =
{
h(t) = f(2t) : f ∈ V0

}
,

...

Vj =
{
h(t) = f(2jt) : f ∈ V0

}
, j ∈ Z

= gen{φjk(t) = 2j/2φ(2jt− k) : k ∈ Z}.

Note que φ genera la sucesión de espacios {Vj, j ∈ Z}. Suponga que la función
φ se escoge de tal forma que los espacios estén encajados Vj ⊂ Vj+1, j ∈ Z,
y
∪
j≥0 Vj es denso en L2(R), estos dos hechos fundamentales hacen parte de

la definición de análisis multirresolución.

Definición 2.3.1. Un análisis multirresolución en L2(R) es una sucesión
creciente de subespacios cerrados Vj, j ∈ Z, en L2(R),

· · · ⊂ V−2 ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ · · ·

tales que

1.
∪
j∈Z Vj es denso en L2(R),

2.
∩
j∈Z Vj = {0},

3. f(t) ∈ Vj ⇔ f(2t) ∈ Vj+1, j ∈ Z,

4. f(t) ∈ V0 ⇔ f(t− k) ∈ V0, j ∈ Z,

5. Existe una función φ ∈ L2(R) tal que el conjunto de funciones
{φ(t− k)}k∈Z es una base ortonormal para V0.

La función φ se llama función de escala. En el espacio Vj+1 las funciones
(señales) se describen con más detalle que en el espacio Vj, la resolución es
mejor en el espacio “más grande”. Esto es, las funciones en Vj+1 que no están
en Vj realzan la resolución [16]. Es usual reunir estos “sintonizadores finos”
en un nuevo subespacio Wj = Vj+1 \ Vj. Sin embargo, la elección de estos
subespacios no es única. Pero se puede escoger a Wj como el complemento
ortogonal de Vj en Vj+1. Es decir,

Wj = Vj+1 ∩ V ⊥
j , j ∈ Z,
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o de manera equivalente

Vj+1 = Vj ⊕Wj, j ∈ Z. (2.3.1)

Informalmente, esto quiere decir que si se tiene una función (señal) f a
resolución 2j+1 y se proyecta a resolución inferior 2j entonces

f = Pjf +
∑
k∈Z

⟨f, ψjk⟩ψjk,

acá Pj representa la proyección ortogonal en el espacio Vj donde se recoge la
versión “suavizada” de f y la diferencia f − Pjf representa el “detalle” de
f , que está en Wj y se expresa como

∑
k∈Z⟨f, ψjk⟩ψjk. Recuerde que

Pjf =
∑
k∈Z

⟨f, φjk⟩φjk, j ∈ Z.

En otras palabras, Wj contiene los detalles en Vj+1 que no se representan en
Vj, y cada función (señal) en Wj es ortogonal a toda función en Vj (ver p.e.,
[10]).

El conjunto de funciones linealmente independientes φjk que generan a Vj
son las funciones de escala, mientras que el conjunto de funciones linealmente
independientes ψjk que generan a Wj son las wavelets.

Por definición, el subespacio Wj es cerrado. Note también que si f ∈ V0,
entonces por 5 de la definición anterior se tiene

f(t) =
∑
k

⟨f, Tkφ⟩Tkφ(t).

Además, por la ortogonalidad de {Tkφ(t)}k∈Z,∑
k

∣∣⟨f, Tkφ⟩∣∣2 = ∥f∥22.

Observe que al aplicar la descomposición (2.3.1) en cada Vj se obtiene

VN = VN−1 ⊕WN−1 = VN−2 ⊕WN−2 ⊕WN−1

= · · · = V−N ⊕
( N−1⊕
j=−N

Wj

)
,
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y cuando N → ∞ se tiene∪
j∈Z

Vj =
⊕
j∈Z

Wj ⊕
∩
j∈Z

Vj.

Usando las condiciones 1 y 2 de la definición de AMR se obtiene⊕
j∈Z

Wj = L2(R).

Por definición, también los subespacios Wj satisfacen las condiciones 3 y
4 de la definición de AMR o de manera directa como se prueba en el siguiente
lema.

Lema 2.3.1. Sea (Vj)j∈Z un AMR y Wj = Vj+1 ∩ V ⊥
j . Entonces

i) f ∈ Wj ⇔ τkf ∈ Wj, para cada k, j ∈ Z.

ii) f ∈ Wj ⇔ Df ∈ Wj+1, para cada j ∈ Z.

Demostración. Sea f ∈ Wj, esto significa que f ∈ Vj+1 y ⟨f,D2jτkφ⟩ = 0
para cada k ∈ Z. Por la condición 3 y 4 de AMR, la primera relación es
equivalente a τkf ∈ Vj+1 y Df ∈ Vj+2. Además de la relación τkD2 = D2τ2,
se sigue inmediatamente, que la segunda relación es equivalente a

⟨τkf, τkD2jTkφ⟩ = ⟨τkf,D2jτk+2j⟩ = 0, ∀k ∈ Z.

Por tanto τkf ∈ Vj+1 ∩ V ⊥
j , y aśı, τkf ∈ Wj.

La segunda relación también es equivalente con

⟨Df,D2j+1τkφ⟩, ∀k ∈ Z,

de lo cual se sigue que Df ∈ V ⊥
j+1 que junto con Df ∈ Vj+2 se obtiene

Df ∈ Wj+1.

La siguiente proposición justifica los comentarios hechos arriba y es útil
en futuros resultados.

Proposición 2.3.1. Sea (Vj)j∈Z un análisis multirresolución con función de
escala φ. Entonces para cada j ∈ Z, el conjunto de funciones

{φjk(t) = 2j/2φ(2jt− k), k ∈ Z}

es una base ortonormal para Vj.
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Demostración. Para probar que {φjk(t), k ∈ Z} genera a Vj, se debe ver que
toda f(t) ∈ Vj se puede escribir como combinación lineal de funciones de
{φ(2jt− k), k ∈ Z}. La propiedad 3 de la definición de AMR, implica que la
función f(2−jt) pertenece a V0 y por tanto f(2−jt) es combinación lineal de
{φ(t − k), k ∈ Z}. Haciendo la transformación t 7→ 2jt, se tiene que f(t) es
combinación lineal de {φ(2jt− k), k ∈ Z}.
Resta probar que {φjk(t), k ∈ Z} es ortonormal. Para ello se debe ver que

⟨φjk, φjm⟩ = δjk =

{
0, si j ̸= k;
1, si j = k

o

2j
∫ ∞

−∞
φ(2jt− k)φ(2jt−m)dt = δkm.

Para establecer esta igualdad, basta hacer el cambio de variable z = 2jt, para
obtener

2j
∫ ∞

−∞
φ(2jt− k)φ(2jt−m)dt =

∫ ∞

−∞
φ(z − k)φ(z −m)dz = δkm,

en virtud de la propiedad 5 de la definición de AMR.

El siguiente lema contiene dos resultados utilizados en la existencia de
los sistemas AMR, bajo hipótesis apropiadas. Por motivos de completitud se
hará la prueba del primer apartado, la del segundo se puede encontrar en
[67]. Recuerde que Pj es la proyección ortogonal sobre el espacio Vj.

Lema 2.3.2. Para cualquier f ∈ L2(R),

i) ĺımj→−∞ Pjf = 0.

ii) ĺımj→∞ Pjf = f .

Demostración. i) Puesto que ∥Pj∥ = 1, basta probar el resultado para
funciones en L2(R) con soporte compacto. Si f tiene soporte en [−a, a],
entonces al aplicar las desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Minkowski
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se tiene

∥Pjf∥22 =
∥∥∥∑
k∈Z

⟨f, φjk⟩φjk
∥∥∥2
2

=
∑
k∈Z

|⟨f, φjk⟩|2

=
∑
k∈Z

∣∣∣∣∫ a

−a
f(t)2j/2φ(2jt− k)dx

∣∣∣∣2
≤

∑
k∈Z

(∫ a

−a
|f(t)|2dt

)
2j/2

(∫ a

−a
|φ(2jt− k)|dt

)2

= ∥f∥22
∑
k∈Z

(∫ 2ja−k

−2ja−k
|φ(z)|dz

)2

.

Si 2ja < 1/2, entonces estas integrales están definidas sobre intervalos ajenos
cuya unión se escribe Ωj = ∪k∈Z(−2ja − k, 2ja − k), con ∩jΩj = Z, el cual
tiene medida cero. Por tanto,

∥Pjf∥22 ≤ ∥f∥22
∫
Ωj

|φ(z)|2dz → 0, j → −∞

por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue.

2.4. Ecuación de escala

Puesto que el conjunto {φ(· − k)}k∈Z constituye una base ortonormal de
V0 entonces cada f ∈ V0 se puede expresar como

f =
∑
n∈Z

anφ0n, φ0n(x) = φ(x− n).

Ahora, como φ ∈ V0, y V0 ⊂ V1, se tiene entonces φ ∈ V1. Pero la propiedad
de dilatación implica que φ(2−1·) ∈ V0. En consecuencia, se puede expandir

φ(2−1t) =
∑
n∈Z

gnφ(t− n), t ∈ R,

para algunos coeficientes (gn)n∈Z. O de manera equivalente,

φ(t) =
∑
n∈Z

gnφ(2t− n), t ∈ R, (2.4.1)
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en donde las constantes de estructura (los (gn)) satisfacen
∑

n∈Z |gn|2 < ∞.
La relación (2.4.1) se llama ecuación de escala. Los coeficientes gn constituyen
un filtro g = (gn)n∈Z asociado a la función de escala.

Ejemplo 2.4.1. Si φ(t) = χ[0,1)(t), entonces claramente

φ(t) = φ(2t) + φ(2t− 1)

es la ecuación de escala, con las constantes de estructura g0 = 1, g1 = 1 y
gn = 0, en otro caso.

A continuación se dan algunas propiedades de las constantes de
estructura.

Proposición 2.4.1. Los coeficientes de la ecuación de escala satisfacen las
siguientes propiedades:

gn = 2

∫
R
φ(t)φ(2t− n)dt, n ∈ Z (2.4.2)

∑
k∈Z

gkḡ2n+k = 2δ0n (delta de Kronecker). (2.4.3)

∑
n∈Z

|gn|2 = 2 (2.4.4)

Si también φ ∈ L1(R),
∫
R φ ̸= 0 y la ecuación (2.4.1) converge en L1(R),

entonces ∑
n∈Z

gn = 2. (2.4.5)

Demostración. Puesto que gn/
√
2 son los coeficientes de Fourier de φ ∈ V1

con respecto a la base ortonormal
√
2φ(2t− n), se tiene

gn√
2
=

∫
R
φ(t)

√
2 φ(2t− n)dt,

o lo que es lo mismo,

gn = 2

∫
R
φ(t)φ(2t− n)dt.
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De la propiedad 5 de la definición de AMR se tiene∫
R
φ(t− n)φ(t)dt = δ0n.

Al sustituir (2.4.1) y aplicar la identidad de Parseval y la ortogonalidad se
tiene

δ0n =
∑
k,m∈Z

gkḡm

∫
R
φ(2t− 2n− k)φ(2t−m)dt

=
1

2

∑
2n+k=m

gkḡm,

lo cual es lo mismo que (2.4.3). En particular, si se toma n = 0 en la última
expresión, se obtiene ∑

k=m

gkḡk =
∑
k∈Z

|gk|2 = 2.

Si, además, se tiene φ ∈ L1(R) con
∫
R φ(t)dt ̸= 0, entonces al integrar (2.4.1)

término a término se llega∫
R
φ(t)dt =

∑
n∈Z

gn

∫
R
φ(2t− n)dt

=
1

2

∑
n∈Z

gn

∫
R
φ(t)dt,

al dividir por
∫
R φ se obtiene

∑
n∈Z gn = 2.

2.5. Construcción de la función de escala

Para construir la función de escala, es necesario encontrar los coeficientes
gn. Una forma de hacerlo es v́ıa la transformada de Fourier, puesto que de
manera directa es dif́ıcil (ver p. e., [25], [36]). En consecuencia, al aplicar la
transformada de Fourier a la ecuación (2.4.1) se obtiene

φ̂(ω) =
1

2

∑
n∈Z

gne
−inω/2φ̂

(ω
2

)
= φ̂

(ω
2

)
P (e−iω/2) (2.5.1)
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donde el polinomio P es dado por

P (z) =
1

2

∑
n∈Z

gnz
n.

Al iterar (2.5.1) se tiene

φ̂(ω) = P (e−iω/2)φ̂
(ω
2

)
φ̂
(ω
2

)
= P (e−iω/2

2

)φ̂
( ω
22

)

φ̂(ω) = P (e−iω/2)P (e−iω/2
2

)φ̂
( ω
22

)
.

Continuando de esta manera se obtiene

φ̂(ω) = P (e−iω/2) · · ·P
(
e−iω/2

n)
φ̂
( ω
2n

)
=

(
n∏
j=1

P
(
e−iω/2

j))
φ̂
( ω
2n

)
.

Para una función de escala dada φ, la ecuación precedente se tiene para cada
n. En el ĺımite, cuando n→ ∞, la última ecuación se transforma

φ̂(ω) =

(
∞∏
j=1

P
(
e−iω/2

j))
φ̂(0).

Si φ satisface la condición de normalización
∫
R φ = 1, entonces φ̂(0) = 1 y

aśı,

φ̂(ω) =
∞∏
j=1

P
(
e−iω/2

j)
. (2.5.2)

Por tanto, si el producto
∏∞

j=1 P
(
e−iω/2

j)
converge, entonces la función de

escala queda determinada salvo un factor no nulo φ̂(0), que es su media. En
consecuencia, la única función de escala asociada al filtro g está dada por
(2.5.2). Es decir, si la función P asociada al filtro g cumple cierta propiedad
de convergencia, entonces se tiene φ̂ y, antitransformando, se obtiene φ. En
resumen, se tiene
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Proposición 2.5.1. Sea g un filtro y P el polinomio dado por

P (z) =
1

2

∑
n∈Z

gnz
n.

Si la función Φ definida por

Φ(ω) = ĺım
n→∞

n∏
j=1

P
(
e−iω/2

j)
está en L2(R) y verifica ĺım|ω|→∞ Φ(ω) = 0. Entonces existe una función de
escala φ asociada al filtro g y determinada por φ̂ = Φ con

∫
φ = 1.

La siguiente proposición permite dar condiciones sobre la ortonormalidad
de la base {φ0k}k∈Z en términos de los coeficientes gk.

Proposición 2.5.2. El sistema {φ0k}k∈Z es ortonormal si y sólo si la
transformada de Fourier de φ satisface

2π
∑
k∈Z

|φ̂(ω + 2kπ)|2 = 1.

Demostración. Como φ(t− k) forma una base ortonormal en V0, entonces al
aplicar el teorema de Plancherel (ver p.e., [54]) se tiene

δ0m =

∫
R
φ(t)φ(t−m)dt

=

∫
R
φ̂(ω)φ̂(ω)e−imωdω

=

∫
R
|φ̂(ω)|2eimωdω

=
∑
k∈Z

∫ 2π(k+1)

2πk

|φ̂(ω)|2eimωdω

=

∫ 2π

0

eimω

(∑
k∈Z

∣∣φ̂(ω + 2kπ)
∣∣2) dω.

Sea F (ω) = 2π
∑

k∈Z

∣∣φ̂(ω + 2kπ)
∣∣2, entonces

1

2π

∫ 2π

0

eimωF (ω)dω = δ0m. (∗)
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La función F es 2π−periódica ya que

F (ω + 2π) = 2π
∑
k∈Z

∣∣φ̂(ω + 2π(k + 1))
∣∣2

= 2π
∑
j∈Z

∣∣φ̂(ω + 2πj)
∣∣2 = F (ω).

Como F es periódica, su serie de Fourier,
∑

m∈Z cme
imt, donde los coeficientes

de Fourier son dados por cm = 1
2π

∫ 2π

0
F (ω)e−imωdω. Por tanto, la condición

de ortonormalidad (∗), es equivalente a c−m = δm0, lo cual a su vez es
equivalente a F (ω) = 1.

Como consecuencia se este resultado se tiene la siguiente condición
necesaria sobre el polinomio P (z) para la existencia de un AMR.

Corolario 2.5.1. El polinomio P (z) =
∑

n∈Z gnz
n satisface

|P (e−it)|2 + |P (e−i(t+π))|2 = 1, 0 ≤ t ≤ 2π. (2.5.3)

Demostración. De los resultados anteriores se tiene∑
n∈Z

∣∣φ̂(ω + 2nπ)
∣∣2 = 1

2π
y φ̂(ω) = P (e−iω/2)φ̂

(ω
2

)
.

1

2π
=

∑
n∈Z

∣∣φ̂(ω + 2nπ)
∣∣2 = ∑

n par

+
∑

n impar

=
∑
k∈Z

∣∣φ̂(ω + (2k)2π)
∣∣2 +∑

k∈Z

∣∣φ̂(ω + (2k + 1)2π)
∣∣2

=
∑
k∈Z

(∣∣P (e−i(ω2 +2kπ))
∣∣2∣∣∣φ̂(ω

2
+ 2kπ

)∣∣∣2
+

∣∣P (e−i(ω2 +(2k+1)π))
∣∣2∣∣∣φ̂(ω

2
+ (2k + 1)π

)∣∣∣2)
=

∣∣P (e−iω2 )∣∣2∑
k∈Z

∣∣∣φ̂(ω
2
+ 2kπ

)∣∣∣2
+

∣∣P (−e−iω2 )∣∣2∑
k∈Z

∣∣∣φ̂((ω
2
+ π
)
+ 2kπ

)∣∣∣2
=

∣∣P (e−iω2 )∣∣2 1

2π
+
∣∣P (−e−iω2 )∣∣2 1

2π
.
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En consecuencia,

1 =
∣∣P (e−iω2 )∣∣2 + ∣∣P (−e−iω2 )∣∣2.

Corolario 2.5.2. En términos de gk, (2.5.3) se transforma en∑
n∈Z

gn−2kḡn−2m = 2δk−m,0.

Demostración. Observe que (2.5.3) en términos de los coeficientes gn
está dado por

1

4

∑
n,k∈Z

gnḡke
−i(n−k)t +

1

4

∑
n,k∈Z

gnḡk(−1)n−ke−i(n−k)t = 1.

Los términos impares se cancelan y por lo tanto se tiene∑
n−k par

gnḡke
−i(n−k)t =

∑
j∈Z

cje
−2ijt = 2

donde

cj =
∑

n−k=2j

gnḡk.

Esto es válido para todo t, luego cj = 2δj. Por tanto∑
n∈Z

gnḡn−2j = 2δj.

De hecho, esto es equivalente con la afirmación a probar.

2.6. Descomposición y reconstrucción

En esta sección se describirán algoritmos de descomposición y reconstruc-
ción asociados a un AMR. Estos algoritmos se utilizarán junto con el análisis
multirresolución en la descomposición y reconstrucción de señales en donde
tanto la función de escala como la wavelet son funciones continuas.
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2.6.1. Algoritmo de descomposición

Sean cj,k y dj,k los coeficientes de la función de escala φ y de la wavelet
ψ, respectivamente, para j, k ∈ Z, definidos por

cj,k :=

∫
R
f(t)φjk(t)dt (2.6.1)

dj,k :=

∫
R
f(t)ψjk(t)dt, (2.6.2)

donde

φjk(t) = 2j/2φ(2jt− k), ψjk(t) = 2j/2ψ(2jt− k).

φ y ψ son, respectivamente, la función de escala y la wavelet madre.

Ahora bien, como φjk(t) = 2j/2φ(2jt− k), entonces existe hm tal que

φjk(t) =
∑
m∈Z

hm2
j/2φ1m(2

jt− k)

=
∑
m∈Z

hm2
(j+1)/2φ(2j+1t− 2k −m)

=
∑
m∈Z

hmφj+1,m+2k(t) (2.6.3)

=
∑
m∈Z

hm−2kφj+1,m(t).

Reemplazando este valor en (2.6.1), se obtiene

cj,k =

∫
R
f(t)

∑
m∈Z

hm−2kφj+1,m(t)dt

=
∑
m∈Z

hm−2k

∫
R
f(t)φj+1,m(t)dt

=
∑
m∈Z

hm−2kcj+1,m,

por tanto,

cj,k =
∑
m∈Z

hm−2kcj+1,m. (2.6.4)
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Como V0 ⊂ V1, para cada φ ∈ V0 también se satisface φ ∈ V1. Además,
{φ1k, k ∈ Z} es una base ortonormal para V1, entonces existe una sucesión
(hk) ∈ ℓ2(Z) tal que

φ(t) =
∑
k∈Z

hkφ1k(t), (2.6.5)

por tanto, los elementos de la sucesión se puede escribir como

hk = ⟨φ, φ1k⟩ y (hk) ∈ ℓ2.

La ecuación (2.6.5) relaciona funciones con diferentes factores de escala,
también se conoce como ecuación de dilatación. Para la base de Haar se
tiene

hk =

{
1/
√
2, k = 0, 1

0, en otro caso.

Si φ es la función de escala de un AMR, entonces la wavelet madre ψ se
relaciona con φ por medio de la ecuación

ψ(t) =
∑
k∈Z

(−1)kh1−kφ1k(t). (2.6.6)

Al sustituir (2.6.6) en (2.6.2) se obtiene

dj,k =
∑
p∈Z

(−1)ph1−p+2kcj+1,p. (2.6.7)

Si los coeficientes de escala en cualquier nivel j son dados, entonces todos
los coeficientes de la función escala de nivel inferior para J < j, se pueden
calcular recursivamente usando la ecuación (2.6.4), mientras que todos los
coeficientes wavelet de nivel inferior (J < j) se calculan aplicando (2.6.7).

Si cj,· y dj,· representan los coeficientes de la función de escala y wavelet
en el nivel j, respectivamente, la Figura 2.6.1 representa el algoritmo de
descomposición en forma esquemática. Por ejemplo, la flecha que relaciona
los coeficientes cj−1 y cj−2, indica que cj−2 se calcula sólo usando cj−1.

. . .

@
@I

dj−k+1,·

. . . cj−k+1,·� � @
@I

. . .

. . .

@
@I

dj−1,·

cj−2,·� �@
@I

cj−1,·�
@

@I

cj,·

Figura 2.6.1
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Observe que las fórmulas (2.6.4) y (2.6.7) comparten un hecho interesante,
esto es, en cada ecuación, si el ı́ndice de dilatación k se incrementa en uno,
todos los ı́ndices de (hm) se desplazan en dos unidades; lo cual significa que
si existe solamente un número finito de términos no nulos en la sucesión
(hm), entonces aplicando el algoritmo de descomposición a un conjunto de
coeficientes de escala no nulos en el nivel j + 1, se obtendrá sólo la mitad de
coeficientes no nulos en el nivel j. Este proceso en teoŕıa de señales se conoce
como downsampling . Un resultado análogo se tiene para los coeficientes
wavelet.

Para expresar lo anterior en la terminoloǵıa de filtros, recuerde que la
convolución de dos sucesiones en ℓ2(Z)

x = (. . . , x−1, x0, x1, . . . ) y y = (. . . , y−1, y0, y1, . . . )

se define por

(x ∗ y)m :=
∑
k∈Z

xkym−k.

En consecuencia, (2.6.4) se puede expresar como

cj−1,k =
∑
m∈Z

h̃2k−mcj,m = (h̃ ∗ cj)2k, (2.6.8)

note que se reemplazó j por j − 1 y para simplificar se utilizó la notación
ỹm = y−m. Si se define el operador downsampling para la sucesión x como(

(↓ 2)x
)
k
:= x2k, k ∈ Z,

entonces (2.6.8) se puede escribir

cj−1,· = (↓ 2)(h̃ ∗ cj). (2.6.9)

De un procedimiento similar se obtiene, con gm = (−1)mh1−m,

dj−1,· = (↓ 2)(g̃ ∗ cj). (2.6.10)

Al algoritmo de descomposición, Mallat lo llamó algoritmo piramidal [47],
mientras Daubechies lo llamó algoritmo de cascada [25].
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2.6.2. Algoritmo de reconstrucción

Recuerde que dado un AMR, el conjunto de funciones linealmente
independientes φjk que generan a Vj son las funciones de escala, mientras
que el conjunto de funciones linealmente independientes ψjk que generan a
Wj son las wavelets. En otras palabras, {φjk}k∈Z y {ψjk}k∈Z son generadas,
respectivamente, por φ y ψ, esto es,

φjk(t) = 2j/2φ(2jt− k) y ψjk(t) = 2j/2ψ(2jt− k), ∀k ∈ Z

forman las bases ortonormales para Vj y Wj, respectivamente. Definiendo

a2k = ⟨φ10, φ0k⟩, a2k−1 = ⟨φ11, φ0k⟩

b2k = ⟨φ10, ψ0k⟩, b2k−1 = ⟨φ11, ψ0k⟩,
donde ak = h−k y bk = (−1)khk+1. Entonces

cj,k =
∑
m∈Z

a2m−kcj−1,m + b2m−kdj−1,m

=
∑
m∈Z

hk−2mcj−1,m + (−1)kh2m−k+1dj−1,m. (2.6.11)

Observe que esta última expresión es casi la suma de dos convoluciones.
La diferencia está en que el ı́ndice para la convolución es k − m mientras
acá aparece k − 2m. En otras palabras, (2.6.11) es una convolución pero sin
los términos impares (falta hk−(2m−1)). Para que (2.6.11) sea una convolución,
se altera la sucesión original intercalando ceros entre sus componentes y
obteniendo una nueva sucesión que contiene ceros en todas sus entradas
impares. Este procedimiento se llama upsampling , denotado por (↑ 2). Más
expĺıcitamente, si x = (. . . , x−2, x−1, x0, x1, x2, . . . ), entonces(

(↑ 2)x
)
k
= (. . . , x−2, 0, x−1, 0, x0, 0, x1, 0, x2, . . . )

o de manera equivalente,(
(↑ 2)x

)
k
=

{
xk/2, si k es par,
0, si k es impar.

En consecuencia,

cj,k =
(
((↑ 2)cj−1) ∗ h

)
k
+
(
((↑ 2)dj−1) ∗ g

)
k
. (2.6.12)
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La Figura 2.6.2 representa el algoritmo de reconstrucción en forma
esquemática.
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Figura 2.6.2

2.7. Wavelet biortogonales

A partir de las condiciones de ortogonalización de la función de escala
φ(t) y el hecho de que la función wavelet ψ(t) surge de los complementos
ortogonales de los espacios Vj se pudo establecer la descomposición y
reconstrucción de una señal al construirse cuatro filtros estrechamente
relacionados h, l, h̃, l̃ estableciéndose una reconstrucción perfecta de la
señal. Se pueden establecer condiciones para los filtros finitos h, l, h̃, l̃ que
permiten también una reconstrucción perfecta sin la condición de tomar los
complementos ortogonales dando lugar a las wavelet biortogonales. El análisis
multirresolución con el que se determinan estas wavelet se define a partir de
dos espacios de aproximación

. . . V2 ⊂ V1 ⊂ V0 ⊂ V−1 ⊂ V−2 . . .

. . . Ṽ2 ⊂ Ṽ1 ⊂ Ṽ0 ⊂ Ṽ−1 ⊂ Ṽ−2 . . . ,

donde los Wj y W̃j son los complementos no ortogonales de Vj en Vj−1 y

de Ṽj en Ṽj−1 respectivamente, con W̃j ⊥ Vj y Wj ⊥ Ṽj. Se establecen
los coeficientes para la descomposición y reconstrucción de una señal
c0 = (c0n)n∈N. Descomposición con filtros h y g

c1n =
∑
k

h2n−kc
0
k y d1n =

∑
k

g2n−k+1c
0
k. (2.7.1)

Reconstrucción con filtros h̃ y g̃

c̃l
0 =

∑
n

[
h̃2n−lc

1
n + g̃2n−l+1d

1
n

]
. (2.7.2)
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Y se determinan las condiciones para la reconstrucción perfecta c̃0 = c0∑
n

[
h̃2n−lh2n−k + g̃2n−l+1g2n−k+1

]
= δlk

la cual es equivalente a

1

2

[
h (z) h̃(z)− g(z)g̃(z)

]
= 1 (2.7.3)

1

2

[
h(−z)h̃(z)− g(−z)g̃(z)

]
= 0,

donde h (z) =
∑

n hnz
n y a =

∑
n a−nz

n =
∑

n anz
−n para |z| = 1. De donde

h̃ (z) y g̃ (z) se pueden expresar como producto de polinomios en z

h̃ (z) = g (−z) p (z) y g̃ (z) = h (−z) p (z) .

(h (−z) y g (−z) no tiene ceros en común). Luego de (2.7.3) se obtiene

p (z) [h (z) g (−z) + h (−z) g (z)] = 2.

Esto sólo es posible si

p (z) = αzk

(2.7.4)

h(z)g (−z) + h (−z) g (z) = 2α−1z−k

para α ∈ C− {0} , k ∈ Z. Luego

h̃ (z) = αzkg (−z) , g̃ (z) = αzkh (−z) (2.7.5)

las condiciones (2.7.4), (2.7.5) son suficientes y necesarias para establecer
la descomposición y reconstrucción de una señal a partir de (2.7.1), (2.7.2).
Tomando k = 0 y α = −1 se tiene

gn = (−1)n+1 h̃−n , g̃ = (−1)n+1 h−n.

Además las condiciones (2.4.3)y (2.4.5) se transforma en

h (z) h̃ (z) + h (−z) h̃ (−z) = 2
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∑
k

hnh̃n+2k = δk0.

Si h = h̃, se obtiene las condiciones establecidas en el caso de las wavelet
ortogonales. Para determinar los filtros h y h̃ nos trasladaremos al domino
de la frecuencia considerando las ecuaciones de dilatación en este dominio

φ (x) =
√
2
∑
n

hnφ (2x− n) −→ φ̂ (ξ) = (2π)−1/2
∞∏
j=1

m0

(
2jξ
)

φ̃ (x) =
√
2
∑
n

h̃nφ̃ (2x− n) −→ ̂̃φ (ξ) = (2π)−1/2
∞∏
j=1

m̃0

(
2jξ
)

con

m0

(
2jξ
)
= 2−1/2

∑
n

hne
−inξ y m̃0

(
2jξ
)
= 2−1/2

∑
n

h̃ne
−inξ

donde m0 (0) = 1 = m̃0 (0) y
∑

n hn = h (1) =
√
2 = h̃ (1) =

∑
n h̃n.

Además,

ψ (x) =
√
2
∑
n

gn+1φ (2x− n) =
√
2
∑
n

(−1)n h̃−n−1φ (2x− n)

ψ (x) =
√
2
∑

n g̃n+1φ̃ (2x− n) =
√
2
∑

n (−1)n h−n−1φ̃ (2x− n) . En el
domino de la frecuencia

ψ̂ (x) = eiξ/2m̃0

(
ξ

2
+ π

)
φ̃ (ξ/2)

̂̃
ψ (x) = eiξ/2m̃0

(
ξ

2
+ π

)
φ̃ (ξ/2) ,

esta función wavelet generaran una base Riesz si m0 (π) = 0 = m̃0 (π)∑
n

(−1)n hn = h (−1) = 0 = h̃ (−1) =
∑
n

(−1)n h̃n,

es decir, si ψjk (x) = 2−j/2ψ (2−jx− k)

ψ̃jk (x) = 2−j/2ψ̃
(
2−jx− k

)



2.7 Wavelet biortogonales 41

entonces

f =
∑
j,k∈Z

⟨
f, ψ̃jk

⟩
ψjk =

∑
j,k∈Z

⟨f, ψjk⟩ ψ̃jk

para f ∈ L2 (R) . El filtro hn está determinado por los coeficientes del
polinomiom0 (ξ) que a su vez establece la función escala φ la cual es simétrica
si m0 (−ξ) = m0 (ξ) ó m0 (ξ) = polinomio en cos ξ.

La función Haar, φHaar, es simétrica con respecto x = 1/2, φHaar(1 −
x) = φHaar(x) le corresponde un polinomio trigonométrico m0(ξ) que
satisface m0(−ξ) = eiξm0(ξ) ó m0(ξ) = e−iξ/2 cos(ξ/2) polinomio en cos ξ.

La condición para una reconstrucción perfecta está dada por h (z) h̃ (z) +

h (−z) h̃ (−z) = 2 o equivalentemente

m0 (ξ) m̃0 (ξ) + m0 (ξ + π) m̃0 (ξ + π) = 1. (2.7.6)

Aśı, si m̃0(ξ) es solución de (2.7.6) para un m0 fijo tal que m0(−ξ) = m0(ξ)
entonces m̃′

0 =
1
2
[m̃0(ξ)+m̃0(−ξ)] es también solución de (2.7.6) que satisface

m̃′
0 (ξ) = m̃′

0(−ξ). La siguiente proposición resume algunas propiedades útiles
en sistemas biortogonales

Proposición 2.7.1. Sea m0(ξ) un polinomio trigonométrico con coeficientes
reales

a) (i) Si m0(−ξ) = m0(ξ) entonces m0(ξ) = (cos ξ/2)2lP0(cos ξ).

(ii) Si m0(−ξ) = e−iξm0(ξ) entonces m0(ξ) =
e−iξ/2(cos ξ/2)2l+1P0(cos ξ), donde P0 es un polinomio tal
que P0(−1) ̸= 0 y l ∈ N.

b) Si m̃0 es solución de (2.7.6) entonces m̃0(ξ) = (cos ξ/2)2l̃P̃0(cos ξ)

(en el caso a. i) ó m̃0(ξ) = e−iξ/2(cos ξ/2)2l̃+1P̃0(cos ξ) (en el caso a. ii)

con P̃0(−1) ̸= 0 y l̃ ∈ N, donde P0 y P̃0 son construidos por

P̃0(cos ξ)P̃0(cos ξ) =
k−1∑
n=0

(
k − 1 + n

n

)(
sen2 ξ

2

)n
+

(
sen2 ξ

2

)k
R (cos ξ)

con k = l + l̃ y R un polinomio impar.
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Las funciones
N
φ B − spline de orden N proporcionan polinomios

simétricos m0

B − spline constante 1φ (x) =

{
1, 0 ≤ x ≤ 1
0, en otra parte

B − spline lineal 2φ (x) =


1 + x, −1 ≤ x ≤ 0
1− x, 0 ≤ x ≤ 1
0 en otra parte

B − spline cuadrática 2φ (x) =


(1 + x)2 /2, −1 ≤ x ≤ 0

− (x− 1/2)2 +3/4, 0 ≤ x ≤ 1

(x− 2)2 /2 1 ≤ x ≤ 2
0 en otra parte.

Se verifica que 2Lϕ(−x) = 2Lϕ(x) y 2L+1ϕ(1 − x) = 2L+1ϕ(x). El poli-
nomio Nm0 correspondiente a Nϕ(x) esta dado por

Nm0(ξ) =

(
1 + e−iξ

2

)
Neiξ⌊N/2⌋ = e−ikξ/2

(
cos ξ

2

)N
=

n=⌊N/2⌋∑
n=−⌊N/2⌋

2−N
(

N

n+ ⌊N/2⌋

)
e−inξ,

donde 2Lm0(−ξ) = 2Lm0(ξ) y 2L+1m0(−ξ) = eiξ 2L+1m0(ξ) (tomando l = L
y P0 = 1). El polinomio simétricoN,Ñm0(ξ) asociado a Nm0(ξ) que satisface
la condición (2.7.6) está dado por

N,Ñm0(ξ) = e−ikξ/2 (cos ξ/2)Ñ
[
k−1∑
n=0

(
k − 1 + n

n

)
(sen ξ/2)2n + (sen ξ/2)2k R (cos ξ)

]
,

donde Ñ ≥ 1, N + Ñ = 2k, y R es un polinomio par.

La siguiente lista muestra los coeficientes de los polinomios Nm0(ξ) y

N,Ñm̃0(ξ) para los órdenes N y Ñ de las funciones B−spline y las respectivas

gráficas
N
φ (x) ,

N,Ñ
φ̃ (x) ,

N
ψ (x),

N,Ñ
ψ̃. Los correspondientes términos de los

filtros
N
hk y

N,Ñ
h̃k se obtiene multiplicando por

√
2 los coeficientes de zk en

N
m0 y

N,Ñ
m̃0 respectivamente.
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CAṔITULO 3

La ecuación de Korteweg-de Vries (KdV)

3.1. Introducción

El objetivo de este caṕıtulo es presentar algunos elementos y propiedades
de la ecuación de Korteweg-de Vries (KdV)

∂u

∂t
+ 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0, x ∈ R, t > 0 (3.1.1)

el número 6 es sólo un factor de escala que permite que las soluciones sean
fáciles de describir, esta ecuación aparece en el estudio de ondas en aguas
poco profundas en la dinámica de fluidos [27, 44, 52, 61]. Una propiedad
que caracteriza la ecuación KdV es que los términos uux, no linealidad, y
uxxx, la dispersión, se balancean entre śı generando soluciones de onda que
se propagan sin cambiar de forma.

La ecuación KdV se dedujo en 1895 por D. J. Korteweg y G. de Vries
para modelar las ondas de agua en un canal de poca profundidad, con el
propósito de resolver una conjetura formulada por el ingeniero John Scott
Russell en 1834, donde él afirmaba que en este tipo de canal se genera
una ola solitaria, pero varios matemáticos destacados, incluyendo Stokes,
estaban convencidos de que tal fenómeno era imposible. Korteweg y de Vries
demostraron que Russell estaba en lo cierto, encontrando en forma expĺıcita
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y cerrada soluciones de onda viajera a su ecuación con caracteŕısticas muy
especiales como retención de su forma en todo momento, bien localizada
(asintóticamente constante en ±∞) y en el caso que una onda solitaria
traspase a otra, se retiene el tamaño y su forma. Este hecho es en cierta
forma el principio de superposición.

La ecuación KdV no recibió mayor atención hasta 1965, cuando N.
Zabusky y M. Kruskal publicaron sus resultados de los experimentos
numéricos con esta ecuación [71]. Ellos obtuvieron soluciones aproximadas
a la ecuación KdV mostrando que cualquier perfil de onda inicial localizada
que evoluciona de acuerdo a la ecuación KdV, genera un conjunto finito de
ondas viajeras localizadas de la misma forma que la onda solitaria original,
confirmando lo descubierto por Korteweg y de Vries en 1895. El término
solitón fue acuñado por Zabusky y Kruskal para describir esta onda solitaria
solución de la ecuación KdV, en analoǵıa con otras part́ıculas elementales
tales como electrón, protón, fotón, etc. Aśı, por solitón entendemos una onda
solitaria en forma de un pulso que es capaz de trasladarse sin cambio de forma
y sin pérdidas de enerǵıa, y además es capaz de conservar su estructura
después de un choque con su semejante, es decir, su comportamiento es
análogo al de una part́ıcula. Luego los solitones son ondas no lineales que
exhiben un comportamiento extremadamente inesperado e interesante, ondas
solitarias que se propagan sin deformarse [14, 28, 52].

3.2. Ondas dispersivas

Recordemos algunas propiedades básicas sobre ondas lineales, tales como
dispersión, número de onda y frecuencia, relación fundamental para mostrar
la importancia de distinguir entre la velocidad de fase y la velocidad de grupo.
Para ello, consideremos la ecuación de onda

∂2u

∂t2
= c2∆u = c2

n∑
j=1

∂2u

∂x2j
,

donde c es una constante que representa la velocidad de propagación y ∆u
es el laplaciano de u. En el caso unidimensional tenemos la ecuación de la
cuerda vibrante

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
(3.2.1)
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cuya solución general es dada por

u(x, t) = f(x− ct) + g(x+ ct),

con f y g funciones arbitrarias, véase p.e., [30], [44] o [61]. F́ısicamente, f y
g representan ondas que se mueven con velocidad constante c y sin cambio
de forma a lo largo del eje x, tanto en la parte positiva como en la negativa.

Las soluciones f y g corresponden a los dos factores cuando la ecuación
unidimensional (3.2.1) se escribe en la forma(

∂

∂t
+ c

∂

∂x

)(
∂

∂t
− c

∂

∂x

)
u = 0.

La ecuación lineal de onda más simple es

ut + cux = 0

y su solución u(x, t) = f(x − ct) representa una onda que se mueve en la
dirección del eje x positivo, con velocidad constante c y sin cambio de forma.

La onda lineal más elemental solución de la ecuación (3.2.1) es la plana
o armónica, cuya forma es

u(x, t) = Aei(kx−ωt), (3.2.2)

donde A, k y ω son constantes; k es el número de onda y se relaciona con

la longitud de onda, λ, por k =
2π

λ
=
ω

c
, ω es la frecuencia angular y A es

la amplitud. Claramente la frecuencia angular y el número onda tienen la
relación de dispersión ω = ck. En general, la relación de dispersión es una
expresión de la forma ω = ω(k). En la propagación unidimensional de ondas,
tenemos

ei(kx−ωt) = eik(x−
ω
k
t),

que representa una onda viajera con velocidad de onda = ω(k)
k
. Si la velocidad

depende realmente del número de onda, entonces ondas con diferente longitud
se mueven con distinta velocidad. Luego un problema de propagación de
ondas es dispersivo si la velocidad de onda depende del número de onda
y, en particular, si la velocidad de onda no es constante. En consecuencia,
un problema es no dispersivo, si ω(k)

k
= constante, o lo que es lo mismo,

ω(k) = constante × k. Otros términos importantes en esta teoŕıa son los de
velocidad de fase y velocidad de grupo, esto es, la velocidad de fase de una
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onda de la forma u(x, t) = f(kx−ωt), con k y ω constantes, se define por la
constante

cp :=
ω

k

y la velocidad de grupo de un bloque o paquete de ondas se define por la
relación

cg :=
dω

dk
.

Nótese que para el caso que estamos tratando, se tiene

cp =
ω

k
=
ck

k
= c =

dω

dk
= cg,

es decir, tenemos una relación no dispersiva. Aśı, un problema unidimensional
de onda es dispersivo si dω

dk
̸= constante, véase p.e., [8], [27], [28] o [44].

Para la ecuación KdV linealizada

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
+ β

∂3u

∂x3
= 0

donde se presenta una mayor dispersión, debido a la gran longitud de onda
en comparación con el resto de longitudes caracteŕısticas del modelo f́ısico.
La relación de dispersión para la onda viajera

u(x, t) = ei(kx−ωt)

está dada por

ω = ck − βk3,

nótese que esta relación de dispersión es no lineal entre la frecuencia ω y el
número de onda k. De las expresiones para las velocidades de fase y de grupo
tenemos

cp =
ω

k
= c− βk2 y

dω

dk
= c− 3βk2 = cg,

de lo cual se deduce que dω
dk

̸= constante; de donde la ecuación KdV
linealizada, es de onda dispersiva. Observe también que si β > 0 se tiene
cg ≤ cp.
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3.3. Derivación de la ecuación KdV

La ecuación de Korteweg-de Vries (3.1.1) admite solución tipo onda
solitaria o solitón. Existen varios métodos para obtener tal solución,
presentaremos algunos de ellos en este trabajo por motivos de completitud.

Comencemos presentado la solución canónica de la ecuación KdV, para
ello supongamos una solución de onda viajera con la estructura

u(x, t) = v(x− ct), x ∈ R, t > 0,

para alguna función v y velocidad de onda constante c. Determinemos v por
sustitución de esta expresión en la ecuación (3.1.1).

Sea ξ = x− ct, entonces u es solución de la ecuación KdV siempre que v
satisfaga la ecuación diferencial ordinaria

−cdv
dξ

+ 6v
dv

dξ
+
d3v

dξ3
= 0

al integrar se obtiene

−cv + 3v2 +
d2v

dξ2
= A,

donde A es una constante de integración. Al multiplicar esta última expresión
por dv

dξ

−cvdv
dξ

+ 3v2
dv

dξ
+
d2v

dξ2
dv

dξ
= A

dv

dξ
,

e integrar, se tiene

− c
2
v2 + v3 +

1

2

(dv
dξ

)2
= Av +B,

con B una constante de integración. Como la onda solución es un solitón,

entonces cuando |ξ| → ∞, v,
dv

dξ
,
d2v

dξ2
→ 0, de donde A = B = 0. Luego

− c
2
v2 + v3 +

1

2

(dv
dξ

)2
= 0 o

dv

dξ
= ±v

√
c− 2v.

Al separar variables e integrar se obtiene

ξ = −
∫

dv

v
√
c− 2v

+ d,
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d una constante de integración. Haciendo la sustitución

v =
c

2
sech2y dv = −c sech2y tanh ydy

y

v
√
c− 2v =

c3/2

2
sech2y tanh y

se obtiene

−
∫

dv

v
√
c− 2v

=
2√
c
y + d.

Por tanto,

ξ =
2√
c
y + d o y =

√
c

2
ξ − d,

pero y = sech−1
√

2v
c
, luego

sech
(√c

2
ξ − d

)
=

√
2v

c

de donde

v(ξ) =
c

2
sech2

(√c
2
ξ − d

)
.

En consecuencia, la solución de la ecuación KdV es

u(x, t) =
c

2
sech2

(√c
2
(x− ct)− d

)
.

Como la ecuación KdV es completamente integrable [33, 51], lo que significa
que la solución exacta se puede calcular para un valor inicial arbitrario, y
además, por la naturaleza de la solución, se puede elegir d = 0. Obteniéndose
aśı,

u(x, t) =
c

2
sech2

(√c
2
(x− ct)

)
.

En virtud a que v > 0 para todo ξ, el solitón es una onda de elevación
simétrica sobre ξ = 0, que se propaga en el medio sin cambio de forma
con velocidad constante c proporcional a la amplitud. Por lo tanto, ondas
solitarias con gran amplitud se mueven con mayor velocidad que ondas
solitarias con menor amplitud.
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Si en lugar de v = c
2
sech2y hacemos v = − c

2
csch2y, obtenemos otra

solución de la ecuación KdV del tipo onda viajera dada por

u(x, t) = − c
2
csch2

(√c
2
(x− ct)

)
.

Nótese que esta solución no es un solitón, debido a que u(x, t) no es acotada
en ξ = 0.

La ecuación KdV también se puede resolver utilizando la transformación
de Bäcklund, para más detalles véase por ejemplo, [27], [28] o [52]. Esta
transformación consiste en introducir una función v tal que u = vx, donde
vx =

∂v
∂x
. De la ecuación (3.1.1) se sigue

vtx + 6vxvxx + vxxxx =
∂

∂x

[
vt + 3v2x + vxxx

]
= 0,

al integrar con respecto a x se tiene

vt + 3v2x + vxxx = g(t), (3.3.1)

donde g(t) es una función de integración. El cambio de variable

v∗ = v −
∫ t

g(r)dr

elimina g de la ecuación (3.3.1). Como la solución u de (3.1.1) se obtendrá de
la solución v de (3.3.1) y v∗x = vx, entonces no necesitamos hacer distinción
entre v∗ y v. Luego podemos hacer g = 0 sin pérdida de generalidad.

Existe una transformación de Bäcklund que deja invariante la ecuación.
A este tipo de transformación se le llama auto-transformación de Bäcklund,
que para la ecuación de Korteweg-de Vries está dada por el conjunto de
ecuaciones

ṽξ = −vx + β − 1

2
(v − ṽ)2

ṽτ = −vt + (v − ṽ)(vxx − ṽξξ)− 2(v2x + vxṽξ + ṽ2ξ ) (3.3.2)

ξ = x, τ = t,

donde β es un parámetro. Ahora generamos una solución no trivial de la
ecuación KdV aplicando la transformación (3.3.2) con ṽ = 0

vx = β − 1

2
v2 (3.3.3)

vt = vvxx − 2v2x.
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La solución de la primera ecuación se obtiene haciendo v(x, t) = z(s) con
s = x− ct. Aśı,

vx =
dz

ds
= β − 1

2
z2

al separar variables e integrar se tiene∫
dz

β − 1
2
z2

=

∫
ds.

Al hacer la sustitución

z =
√

2β tanh y, dz =
√

2β sech2ydy

β − 1

2
z2 = β(1− tanh2 y) = β sech2y,

luego ∫
dz

β − 1
2
z2

=

√
2β

β

∫
dy =

√
2

β
y.

Por tanto, √
2

β
y = s+ c1

c1 es una constante de integración, la cual se puede hacer cero sin pérdida de
generalidad. Aśı,

y =

√
β

2
s = tanh−1

(
z√
2β

)
o lo que es lo mismo,

z =
√

2β tanh

(√
β

2
s

)
,

luego

v(x, t) =
√

2β tanh

(√
β

2
(x− ct)

)
pero u = vx, por tanto

u(x, t) = β sech2

(√
β

2
(x− ct)

)
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al hacer β = c/2 se tiene

u(x, t) =
c

2
sech2

(√c
2

(x− ct)
)
.

Con un procedimiento igual se obtiene

v(x, t) =
√
2β coth

(√
β

2
(x− ct)

)
de la que se deduce

u(x, t) = − c
2
csch2

(√c
2

(x− ct)
)
.

3.4. El método de Lax

En sus trabajos pioneros sobre sistemas completamente integrables,
Gardner et al. [33] formularon el método de la transformada inversa scattering
para encontrar soluciones exactas de la ecuación KdV. Lax utiliza este
método con ligeras modificaciones para encontrar soluciones de ecuaciones
de evolución no lineales con todas sus integrales [45]. Su formulación tiene
la caracteŕıstica de asociación de ciertas ecuaciones de evolución no lineales
con ecuaciones lineales, como son los análogos de la ecuación de Schrödinger
para la ecuación KdV.

En la formulación del método de Lax, se consideran dos operadores
lineales L y M . El primer operador define un problema espectral para la
función auxiliar v, en la variable espacial x y con valor espectral λ; mientras
que la variable t se considera como un parámetro. En otras palabras, la
ecuación caracteŕıstica asociada con el operador L es entonces

Lv = λv. (3.4.1)

El operador M describe el cambio de los valores propios con el parámetro t,
que usualmente representa el tiempo en una ecuación de evolución no lineal.
La forma general de esta ecuación de evolución es

vt =Mv. (3.4.2)

Derivando la ecuación caracteŕıstica (3.4.1) con respecto a t se tiene

Ltv + Lvt = λtv + λvt. (3.4.3)
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Al reemplazar la ecuación (3.4.2) en (3.4.3), eliminamos vt y obtenemos

Ltv + LMv = λtv + λMv = λtv +Mλv = λtv +MLv

o equivalentemente,
λtv =

(
Lt + LM −ML

)
v. (3.4.4)

Por tanto, los valores propios son constantes (λt = 0) para las funciones
propias no nulas, si y sólo si

∂L

∂t
=ML− LM = −

[
L,M

]
, (3.4.5)

donde
[
L,M

]
= LM −ML es el conmutador de los operadores L y M . Lt

se interpreta como la derivada del operador, y no la derivada del operador
actuando sobre una función. Los operadores L y M , y la ecuación (3.4.5), se
llaman par de Lax y ecuación de Lax, respectivamente.

En general, no existe un método sistemático para determinar los
operadores L y M para una ecuación de evolución dada. Sin embargo, para
la ecuación KdV estos operadores están dados por

L = − ∂2

∂x2
− u

(3.4.6)

M = 4
∂3

∂x3
+ 6u

∂

∂x
+ 3

∂u

∂x
,

donde u = u(x, t) [27]. Veamos que se cumple la ecuación (3.4.5).

LM = −
[ ∂2
∂x2

+ u
][
4
∂3

∂x3
+ 6u

∂

∂x
+ 3

∂u

∂x

]
= −4

∂5

∂x5
− 6

(
∂2u

∂x2
∂

∂x
+ 2

∂u

∂x

∂2

∂x2
+ u

∂3

∂x3

)
−3

(
∂3u

∂x3
+ 2

∂2u

∂x2
∂

∂x
+
∂u

∂x

∂2

∂x2

)
− 4u

∂3

∂x3
− 6u2

∂

∂x
− 3u

∂u

∂x

ML = −
[
4
∂3

∂x3
+ 6u

∂

∂x
+ 3

∂u

∂x

][ ∂2
∂x2

+ u
]

= −4
∂5

∂x5
− 4

(
∂3u

∂x3
+ 3

∂2u

∂x2
∂

∂x
+ 3

∂u

∂x

∂2

∂x2
+ u

∂3

∂x3

)
−6u

(
∂3

∂x3
+
∂u

∂x
+ u

∂

∂x

)
− 3

∂u

∂x

∂2

∂x2
− 3u

∂u

∂x
.
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Por lo tanto,

Lt =ML− LM = −∂
3u

∂x3
− 6u

∂u

∂x

Pero ∂L
∂t

= ut, luego
ut + 6uux + uxxx = 0.

Terminemos esta sección comentando que la ecuación KdV (3.1.1)
pertenece a una clase de ecuaciones de onda no lineal, que tiene la propiedad
del par de Lax, como también la integrabilidad a través de la transformada
inversa scattering, véase por ejemplo [27], [28], [33] o [50]. La propiedad de la
integrabilidad se caracteriza por la existencia de un número infinito de leyes
de conservación independientes tales como∫ ∞

−∞
udx = constante

∫ ∞

−∞
u2dx = constante∫ ∞

−∞

(
u3 − 1

2
u2x
)
dx = constante

que se pueden asociar con la conservación de masa, momentum y enerǵıa,
respectivamente. La primera de estas expresiones se obtiene integrando la
ecuación KdV (3.1.1) sobre todo el eje x y teniendo en cuenta que u y sus
derivadas tienden a cero cuando |x| → ∞. La segunda ley de conservación se
obtiene multiplicando la ecuación KdV por u, y escribirla en la forma

∂

∂t

(1
2
u2
)
+

∂

∂x

(
uuxx −

1

2
u2x + 2u3

)
= 0.

De donde ∫ ∞

−∞

1

2
u2dx = constante

para todas las soluciones de la ecuación (3.1.1) que se anulan lo suficiente-
mente rápido en el infinito. La tercera ley de conservación se obtiene multi-
plicando la ecuación KdV por 3u2 y luego restar ux por ∂

∂x
(KdV), es decir,

3u2(KdV) − ux ×
∂

∂x
(KdV) =

∂

∂t

(
u3 − 1

2
u2x

)
− ∂

∂x

[
−9

2
u4 − 3u2uxx + 6uu2x − uxuxx +

1

2
u2xx

]
= 0.
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Aśı tenemos la tercera constante de movimiento,∫ ∞

−∞

(
u3 − 1

2
u2x
)
dx = constante.

3.5. Método de Adomian para la ecuación

KdV

El método de descomposición de Adomian es una técnica que da
soluciones en forma de serie con rápida convergencia a diferentes tipos de
ecuaciones que modelan una variedad de problemas en f́ısica, bioloǵıa y
qúımica. Este método lo introdujo Adomian en la década de 1980, en la
solución de ciertos problemas de f́ısica matemática [1, 2]. Es de resaltar que
el método se aplica a ecuaciones en derivadas parciales no lineales, como
la ecuación de Korteweg-de Vries [39], en donde ésta se descompone en un
término lineal y otro no lineal. Para precisar consideremos la ecuación KdV

ut + µuux + ϵ uxxx = 0 (3.5.1)

con la condición
u(x, 0) = u0(x) = 6x,

acá µ y ϵ son constantes positivas.
Definamos el operador lineal Lt := ∂

∂t
, entonces la ecuación (3.5.1) se

puede expresar como

Lt(u) + µN(u) + ϵ uxxx = 0,

donde N(u) = uux es el término no lineal. Sea

L−1
t (·) =

∫ t

0

(·) dτ

el operador inverso de Lt, entonces aplicando formalmente el operador L−1
t

se tiene

L−1
t Lt(u) =

∫ t

0

∂u(x, τ)

∂τ
dτ = u(x, t)− u(x, 0)

de donde
u(x, t) = u0(x)− µL−1

t N(u) + ϵ L−1
t uxxx. (3.5.2)
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El método de descomposición de Adomian consiste en suponer una solución
en forma de serie

u(x, t) =
∞∑
m=0

um(x, t)

donde los términos um(x, t) son determinados por recurrencia. El término no
lineal N(u) se descompone en una serie infinita de polinomios de la forma

N(u) =
∞∑
m=0

Am

donde Am son los polinomios de Adomian.
Al sustituir esta descomposición en (3.5.2) se tiene

∞∑
m=0

um(x, t) = u0(x)− µ

∞∑
m=0

L−1
t Am − ϵ

∞∑
m=0

L−1
t

∂3um(x, t)

∂x3
.

Las soluciones se calculan a través de las fórmulas de recurrencia de la
siguiente manera

u(x, 0) = u0(x) = 6x

uk+1(x, t) = −µL−1
t Ak − ϵ L−1

t

∂3uk(x, t)

∂x3
, k = 0, 1, 2, . . . .

Los polinomios de Adomian se definen por la expresión

Am =
1

m!

dm

dλm

[
N

(
∞∑
p=0

λpup

)]
λ=0

, para m = 0, 1, 2, . . .

De esta manera, los polinomios de Adomian están dados por

A0 = N(u0) = u0
∂u0
∂x

= u0 u0x = (6x)(6) = 36x.

Ahora calculemos los demás polinomios de Adomian

A1 =
d

dλ

[
N(u0 + λu1)

]
λ=0

=
d

dλ

[
(u0 + λu1)(u0 + λu1)x

]
λ=0

=
d

dλ
(u0 + λu1)(u0x + λu1x)

∣∣∣
λ=0

= u1(u0x + λu1x) + u1x(u0 + λu1)
∣∣∣
λ=0

= u1u0x + u0u1x
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A2 =
1

2

d 2

dλ2

[
N(u0 + λu1 + λ2 u2)

]
λ=0

=
1

2

d 2

dλ2
(u0 + λu1 + λ2 u2)(u0x + λu1x + λ2 u2x)

∣∣∣
λ=0

= u0u2x + u1u1x + u2u0x

A3 =
1

3!

d 3

dλ3

[
N(u0 + λu1 + λ2 u2 + λ3 u3)

]
λ=0

= u0u3x + u1u2x + u2u1x + u3u0x

A4 =
1

4!

d 4

dλ4

[
N(u0 + λu1 + λ2 u2 + λ3 u3 + λ4 u4)

]
λ=0

= u0u4x + u1u3x + u2u2x + u3u1x + u4u0x

A5 =
1

5!

d 5

dλ5

[
N(u0 + λu1 + λ2 u2 + λ3 u3 + λ4 u4 + λ5 u5)

]
λ=0

= u0u5x + u1u4x + u2u3x + u3u2x + u4u1x + u5u0x

Encontremos algunos términos de la serie solución

u0(x, t) = u0(x) = 6x

u1(x, t) = −µ
∫ t

0

A0 dτ − ϵ

∫ t

0

∂3u0(x, τ)

∂x3
dτ

= −µ t u0 u0x − ϵ t
∂3u0(x, t)

∂x3
= 36µxt.

Nótese que
∂3u0(x, t)

∂x3
= 0 y

∂3u1(x, t)

∂x3
= 0.

u2(x, t) = −µ
∫ t

0

A1 dτ − ϵ

∫ t

0

∂3u1(x, τ)

∂x3
dτ

= −µ
∫ t

0

[
(62µxτ)(6) + (6x)(−62µ τ)

]
dτ

= 63µ2x

∫ t

0

2 τ dτ = 63µ2xt2.
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Ahora bien,

∂u2(x, t)

∂x
= 63µ2t2 y

∂ nu2(x, t)

∂xn
= 0, para n = 2, 3, 4, . . . .

u3(x, t) = −µ
∫ t

0

A2 dτ − ϵ

∫ t

0

∂3u2
∂x3

dτ

= −µ
∫ t

0

[
u0u2x + u1u1x + u2u0x

]
dτ − ϵ

∫ t

0

0 dτ

= −µ
∫ t

0

[
u0u2x + u1u1x + u2u0x

]
dτ

= −µ
∫ t

0

[
(6x)(63µ2τ 2) + (−62µxτ)(−62µτ) + (63µ2xτ 2)(6)

]
dτ

= −64µ3x

∫ t

0

[
τ 2 + τ 2 + τ 2

]
dτ

= −64µ3x

∫ t

0

[
3τ 2
]
dτ = −64µ3xt3.

Nuevamente se tiene

∂u3(x, t)

∂x
= −64µ3t3 y

∂ nu3(x, t)

∂xn
= 0, para n = 2, 3, 4, . . . .

u4(x, t) = −µ
∫ t

0

A3 dτ − ϵ

∫ t

0

∂3u3
∂x3

dτ

= −µ
∫ t

0

[
u0u3x + u1u2x + u2u1x + u3u0x

]
dτ − ϵ

∫ t

0

0 dτ

= −µ
∫ t

0

[
(6x)(64µ3τ 3) + (−62µxτ)(63µ2τ 2)

+(63µ2xτ 2)(−62µτ) + (−64µ3xτ 3)(6)
]
dτ

= 65µ4x

∫ t

0

[
τ 3 + τ 3 + τ 3 + τ 3

]
dτ

= 65µ4x

∫ t

0

[
4τ 3
]
dτ = 65µ4xt4.
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En consecuencia,

∂u4(x, t)

∂x
= 65µ4t4 y

∂ nu4(x, t)

∂xn
= 0, para n = 2, 3, 4, . . . .

u5(x, t) = −µ
∫ t

0

A4 dτ − ϵ

∫ t

0

∂3u4
∂x3

dτ

= −µ
∫ t

0

[
u0u4x + u1u3x + u2u2x + u3u1x + u4u0x

]
dτ − ϵ

∫ t

0

0 dτ

= −µ
∫ t

0

[
(6x)(65µ4τ 4) + (−62µxτ)(−64µ3τ 3) + (63µ2xτ 2)(63µ2τ 2)

+(−64µ3xτ 3)(−62µτ) + (65µ4xτ 4)(6)
]
dτ

= −66µ5x

∫ t

0

[
τ 4 + τ 4 + τ 4 + τ 4 + τ 4

]
dτ

= −66µ5x

∫ t

0

[
5τ 4
]
dτ = −66µ5xt5.

La serie solución es por tanto

u(x, t) =
∞∑
m=0

um(x, t) = 6x− 62µxt+ 63µ2xt2 − 64µ3xt3 + 65µ4xt4 − 66µ5xt5 + · · ·

= 6x
[
1− 6µt+ (6µt)2 − (6µt)3 + (6µt)4 − (6µt)5 + · · ·

]
= 6x

∞∑
m=0

(−1)m(6µt)m =
6x

1 + 6µ t
, |6µ t| < 1.

Nótese que si µ = 6 y ϵ = 1 estamos con la ecuación KdV canónica (3.1.1),
y la solución es entonces

u(x, t) =
6x

1 + 36 t
, |36 t| < 1.



CAṔITULO 4

Método Wavelet-Petrov-Galerkin para la ecuación KdV

4.1. Introducción

Al resolver ecuaciones diferenciales por el método de Galerkin, los
espacios funcionales construidos no sólo deben tener buenas propiedades de
aproximación, sino que también deben permitir facilidad y rapidez en los
cálculos computacionales. La idea básica detrás del método de Galerkin es
extremadamente simple, se parte del conocimiento de una base y consiste
en construir una sucesión de espacios funcionales {Vm} de dimensión finita
generado por {w1, w2, . . . , wm} de manera que V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ V , y

ĺım
m→∞

d(v, Vm) = 0,

donde d(v, Vm) es la distancia de v a Vm, para todo v ∈ V . Esta sucesión de
espacios {Vm} permite construir la sucesión {vm} siendo vm la solución única
del problema variacional aproximado: hallar vm ∈ Vm tal que,

a(vm, v) = l(v) para todo v ∈ V. (4.1.1)

Esta es la esencia del método de Galerkin. Acá a(·, ·) es una forma bilineal y
l es un funcional lineal. Nótese que (4.1.1) no es más que un sistema lineal
de m ecuaciones algebraicas con m incógnitas, y por tanto para determinar
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vm basta calcular cj ∈ R tal que

a

( m∑
j=1

cjwj, wi

)
= l(wi)

m∑
j=1

a(wj, wi)cj = l(wi), i = 1, 2, . . . ,m

cuyo sistema homogéneo asociado tiene como solución única la trivial. Luego
existe y es única cj ∈ R, como también lo es vm, donde

vm =
m∑
j=1

cjwj.

La solución aproximada vm es, en general, diferente de la solución exacta
v. Al incrementar la precisión, es natural buscar la solución aproximada en
un subespacio más grande Vm. Por tanto, para una sucesión de subespacios
V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ V , calculamos la correspondiente sucesión de soluciones
aproximadas vm ∈ Vm, m = 1, 2, . . . . El procedimiento para encontrar esta
solución, se conoce como método de Galerkin [11, 12, 17, 29, 38, 42, 57].

Mencionemos también que bajo ciertas condiciones sobre la forma bilineal
a(·, ·), y si además, V1 ⊂ V2 ⊂ · · · es una sucesión de subespacios de un
espacio de Hilbert V con la propiedad∪

m≥1

Vm = V,

entonces el método de Galerkin converge

∥v − vm∥H → 0 cuando m→ ∞.

En consecuencia, el problema (4.1.1) se reduce a resolver el sistema de
ecuaciones lineales

Ktc = F,

en donde K = (Kij) es la matriz de rigidez, siendo Kij = a(wi, wj), el vector
l(wi) se llama vector de carga y el vector de componentes cj es el vector de
desplazamientos nodales.

En la solución numérica de problemas de valor de frontera cuando
se utilizan las wavelets como funciones admisibles y de prueba en la



4.1 Introducción 65

aproximación de Galerkin, el esquema resultante se llama Método Wavelet-
Galerkin (MWG). La ventaja de este método es el precondicionamiento y el
potencial de discretización de las wavelets para los algoritmos adaptativos
[15]. En los métodos de elementos finitos o diferencias finitas para la
solución de problemas eĺıpticos en dominios acotados, una vez discretizado el
problema, el sistema Ax = b a resolver, es mal condicionado [17, 29, 57]. Este
mal condicionamiento tiene dos inconvenientes: la inestabilidad numérica
y la lenta convergencia para algoritmos de resolución iterativos. Con el
fin de obviar este problema, usualmente se utiliza un precondicionamiento
que consiste en encontrar una matriz invertible D tal que D−1AD con la
que se tendrá un mejor número de condición [62]. Jaffard demuestra en
[41] que al utilizar métodos wavelets, el precondicionamiento más simple se
tiene cuando D es una matriz diagonal, obteniéndose aśı, κ(A) = O(1),
donde κ(A) es el número de condición. Por tanto, las técnicas wavelets
proporcionan métodos numéricos eficientes, como alternativa a los métodos
clásicos [7, 22, 23, 34, 53].

En sus trabajos sobre análisis wavelets, Daubechies presenta un método
para construir wavelets de soporte compacto y funciones de escala con
regularidad arbitraria y momento cero [24, 25]. Sin embargo, el precio para
estas buenas propiedades es la carencia de simetŕıa y soporte amplio. Este
inconveniente desaparece en el contexto de las wavelets biortogonales, un
concepto introducido por Cohen, Daubechies y Feauveau en [19]. Por lo
tanto, en este contexto dos funciones base no ortogonales ψj,k y ψ∗

j,k que
también se llaman wavelets, son construidas a partir de las funciones de
escala trasladadas ψ y ψ∗.

A diferencia del método de Galerkin, en donde las mismas funciones base
son usadas tanto como de prueba como admisibles, en el método de Petrov-
Galerkin, las funciones de prueba y ensayo son diferentes. En la aproximación
de Petrov-Galerkin por wavelets biortogonales, la idea es usar una de las
familias de funciones base como admisibles y su dual como funciones de
prueba. Dahlke y Weinreich en [20] construyen bases wavelets biortogonales
de soporte compacto adaptados a algunos operadores diferenciales para
obtener matrices de rigidez con estructuras simples.

El propósito de este caṕıtulo es estudiar la precisión del método de Petrov-
Galerkin utilizando wavelets biortogonales. Para tal fin, se estudia la ecuación
KdV

ut + µuux + ϵ uxxx = 0
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con la condición inicial u(x, 0) = u0(x), donde µ y ϵ son constantes positivas.
Y en lugar de las bases wavelets multi-nivel, se considera expandir las
soluciones aproximadas en términos de las funciones de escala ϕm,k(x) de
un solo nivel como base para las funciones admisibles, mientras que las
duales ϕ∗

m,k(x) como las funciones de prueba. El estudio de la convergencia se
realiza a través del análisis de Fourier. Para esquemas de Galerkin, en donde
ϕ = ϕ∗, este procedimiento se ha aplicado en el método de elementos finitos
y aproximación spline.

4.2. Método de Petrov-Galerkin para la ecua-

ción KdV

El método de Petrov-Galerkin está inmerso en un método más general,
como lo es el Método de los Residuos Ponderados. Comencemos entonces
presentando algunos hechos que muestran de donde aparecen las ideas
fundamentales del método.

Sea V un espacio de Hilbert separable y H un subespacio denso de V . Si
existe u ∈ V tal que (u, v) = 0 para todo v ∈ H, entonces u = 0 en V , donde
(·, ·) es el producto interno en V . Supongamos ahora que {ψi} es una base
en V , entonces (u, ψk) = 0 para todo k, esto implica que u = 0 en V .

Consideremos el operador T : DT ⊂ V → V , tal que

Tu = f en Ω (4.2.1)

con condiciones de frontera homogéneas apropiadas. Los elementos de DT

satisfacen esas condiciones de frontera. Si u ∈ DT es tal que

(Tu− f, ψk) = 0 para todo k = 1, 2, . . . (4.2.2)

donde {ψk} es una base en V , entonces tenemos Tu − f = 0 en V , esto
es, u es solución de (4.2.1) en V . En otras palabras, encontrar la solución de
(4.2.1) es equivalente a encontrar la de (4.2.2). Esta equivalencia es la esencia
del método de los residuos ponderados. Observe que u no necesariamente
se representa con respecto a la base {ψi}. Cualquier base {ϕi} en DT se
puede usar para representar a u, mientras que el residual, RN , definido por
RN = TuN − f es ortogonal al subespacio generado por {ψk}, es decir,

(TuN − f, ψk) = 0 k = 1, 2, . . . , N. (4.2.3)
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Esta ecuación se conoce con diferentes nombres dependiendo de la elección de
la base {ψk}. En el caso general, en el que se elige ψk ̸= ϕk se llama método
de Petrov-Galerkin, véase por ejemplo, [4, 11, 12, 17, 57]. Cuando elegimos
ψk = ϕk, tenemos el bien conocido método de Galerkin.

En el método de los residuos ponderados, buscamos una solución
aproximada uN de la ecuación (4.2.1) de la forma

uN =
N∑
i=1

ciϕi

donde N es un entero positivo arbitrario pero fijo, y ci son constantes a
determinar. Si el operador T es lineal, entonces la ecuación (4.2.3) se puede
expresar como

N∑
i=1

(Tϕi, ψk)ci = (f, ψk) k = 1, 2, . . . , N.

Consideremos ahora la formulación débil de la ecuación KdV

∂u

∂t
+ µu

∂u

∂x
+ ϵ

∂3u

∂x3
= 0. (4.2.4)

Sea 0 ≤ α ≤ 3 y β = 3 − α, para toda función de prueba v, β−regular, se
tiene ∫

R
v
∂u

∂t
dx+ µ

∫
R
vu
∂u

∂x
dx+ ϵ

∫
R
v
∂3u

∂x3
dx = 0,

la derivada débil para el tercer término es∫
R
v
∂3u

∂x3
dx = (−1)β

∫
R

(
∂αu

∂xα

)(
dβv

dxβ

)
dx.

Luego la formulación débil se puede expresar como(∂u
∂t
, v
)
+ µ
(
u
∂u

∂x
, v
)
+ ϵ(−1)β

(∂αu
∂xα

,
dβv

dxβ

)
= 0, (4.2.5)

donde (·, ·) es el producto interno en L2(R). Recordemos que una función
g es r−regular, si xng(s)(x) ∈ L2(R) para todo s tal que 0 ≤ s ≤ r y
para todo n ∈ N. O también, si existe una constante Ms,n > 0 tal que
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∣∣g(s)(x)∣∣ ≤ Ms,n(1 + |x|)−n, para cada x ∈ R, para todo ı́ndice s tal que
0 ≤ s ≤ r y para todo n ∈ N.

Aplicando el método de Petrov-Galerkin, tomando como funciones
admisibles

ϕh,k(x) = h−1/2ϕ(h−1x− k), k ∈ Z,

donde ϕ es una función de valor real, r−regular, r ≥ 1, y h > 0 es el paso
de discretización. Los espacios de aproximación Vh ⊂ L2(R) son generados
por {ϕh,k(x), k ∈ Z}, y la solución exacta de la ecuación KdV (4.2.4), se
aproxima por la expresión

uh(x, t) =
∑
k

Uk(t)ϕh,k(x). (4.2.6)

Similarmente, las funciones de prueba se toman de la forma ϕ∗
h,k(x), definidas

en términos de una función r∗−regular dual ϕ∗, con r + r∗ ≥ 3.

En la formulación débil (4.2.5) escogemos α ≤ r tal que β ≤ r∗. Si
reemplazamos u por la solución (4.2.6) y v por cada función de prueba ϕ∗

h,l(x),
entonces(

∂u

∂t
, v

)
+ µ

(
u
∂u

∂x
, v

)
+ ϵ(−1)β

(
∂αu

∂xα
,
dβv

dxβ

)
=∫

R

∂

∂t

(∑
k

ϕh,k(x)Uk(t)

)
ϕ∗
h,l(x)dx+

+ µ

∫
R

(∑
s

Us(t)ϕhs(x)

)(
∂

∂x

∑
k

Uk(t)ϕhk(x)

)
(ϕ∗

h,l(x))dx+

+ (−1)βϵ

∫
R

(
∂α

∂xα

∑
k

Uk(t)ϕhk(x)

)(
dβ

dxβ
ϕ∗
h,l(x)

)
dx

= h−1
∑
k

∫
R
ϕ(h−1x− k)ϕ∗(h−1x− l)

dUk(t)

dt
dx+

+ µh−3/2
∑
s

∑
k

∫
R
ϕ(h−1x− s)ϕ∗(h−1x− l)

d

dx
ϕ(h−1x− k)Us(t)Uk(t)dx+

+ h−1ϵ(−1)β
∑
k

∫
R

dα

dxα
ϕ(h−1x− k)

dβ

dxβ
ϕ∗(h−1x− l)Uk(t)dx = 0.
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Si ponemos Uk(t) = Uk y hacemos el cambio de variable y = h−1x − k, la
expresión anterior la podemos escribir como∑

k

a(k)
dUk
dt

+ µh−3/2
∑
s

∑
k

b(l, k)UsUk + h−3ϵ
∑
k

c(k)Uk = 0,

donde

a(k) =

∫
R
ϕ(y)ϕ∗(y − k)dy

b(l, k) =

∫
R

dϕ(y)

dy
ϕ(y − l)ϕ∗(y − k)dy

c(k) = (−1)β
∫
R

dαϕ(y)

dyα
dβϕ∗(y − k)

dyβ
dy.

Los coeficientes Uk se determinan del siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias∑
k

a(l−k) d
dt
Uk+µh

−3/2
∑
s

∑
k

b(s−k, l−k)UsUk+h−3ϵ
∑
k

c(l−k)Uk = 0.

(4.2.7)
La forma matricial de esta última ecuación es

d

dt
LU + µUTMU + ϵNU = 0 (4.2.8)

donde

U =
(
Uk
)
, L(l, k) = a(l − k)

M(l, k, s) = h−3/2b(l − k, l − s)

N(l, k) = h−3c(l − k).

Las condiciones iniciales Uk(0), k ∈ Z, son los coeficientes de uh(x, 0) =
Rhu0 ∈ Vh, donde Rh es algún esquema de aproximación inicial que se
precisará más adelante.

Con un paso de tiempo ∆t = tn+1−tn y aplicando la regla del trapezoidal
se tiene

dU

dt
=
Un+1 − Un

∆t
,

donde Un = U(n∆t) para n ≥ 0, luego la ecuación (4.2.8) queda

L

[
Un+1 − Un

∆t

]
+ µUTMU + ϵNU = 0.
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Haciendo G(U) = µUTMU + ϵNU se tiene

L
(
Un+1 − Un

)
+
G(Un+1) +G(Un)

2
∆t = 0, (4.2.9)

esta ecuación se resuelve por el método de iteración de Newton.

4.3. La ecuación KdV linealizada

Hasta ahora sólo hemos requerido que las funciones ϕ y ϕ∗ tengan
cierta regularidad. Sin embargo, para buenos resultados de aproximación,
son necesarias condiciones adicionales que las discutiremos en esta sección.

Comencemos entonces resolviendo la ecuación KdV linealizada por el
método de la transformada de Fourier. Esto es, aplicaremos la transformada
de Fourier a la ecuación

ut + µux + ϵ uxxx = 0 (4.3.1)

con la misma condición inicial u(x, 0) = u0(x).
Recordemos que la transformada de Fourier para la función u(x, t) es

F [u(x, t)] =

∫
R
u(x, t)e−iωxdx = û(ω, t).

Nótese que esta transformada también es una función del tiempo; es decir,
es una transformada de Fourier ordinaria para cada t fijo. De igual manera
obtenemos las transformadas de Fourier para las derivadas

F [ut(x, t)] =

∫
R
ut(x, t)e

−iωxdx =
∂

∂t

∫
R
u(x, t)e−iωxdx = ût(ω, t).

F
[∂nu
∂xn

]
=

∫
R

∂nu(x, t)

∂xn
e−iωxdx = (iω)nû(ω, t), n ∈ N

suponiendo que u es una función de decrecimiento rápido. En consecuencia,
al aplicar la transformada de Fourier a la ecuación (4.3.1) obtenemos

F(ut) + µF(ux) + ϵF(uxxx) = 0

o lo que es lo mismo ût + i(µω − ϵ ω3)û = 0, donde û = û(ω, t), esta es una
ecuación diferencial de primer orden con coeficientes constantes. Su solución
general es

û(ω, t) = A(ω)e−it(µω−ϵ ω
3).
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Como u(x, 0) = u0(x) entonces û(ω, 0) = û0(ω) por lo tanto, û(ω, 0) =
A(ω) = û0(ω). Aśı,

û(ω, t) = û0(ω)e
−it(µω−ϵ ω3).

Ahora bien, u(x, t) se obtiene al aplicar la transformada inversa de Fourier,
esto es,

F−1(û(ω, t)) = F−1
(
û0(ω)e

−it(µω−ϵ ω3)
)

o

u(x, t) = F−1
(
e−it(µω−ϵ ω

3)û0(ω)
)
.

Si definimos el operador lineal y acotado E(t) en L2(R) por

E(t)v := F−1
(
e−it(µω−ϵ ω

3)v̂(ω)
)

entonces la solución u se puede escribir como

u(x, t) = E(t)u0(x).

Por otro lado, la formulación débil de la ecuación KdV linealizada (4.3.1)
es ∫

R
vutdx+ µ

∫
R
vuxdx+ ϵ

∫
R
vuxxxdx = 0, (4.3.2)

donde v ∈ C∞
0 (R) es una función de prueba β−regular, 0 ≤ α ≤ 3 y β = 3−α.

Como ∫
R
vuxxxdx = (−1)β

∫
R

(
∂αu

dxα
dβv

dxβ

)
dx,

entonces la ecuación (4.3.2) se puede expresar como(
∂u

∂t
, v

)
+ µ

(
∂u

∂x
, v

)
+ ϵ(−1)β

(
∂αu

dxα
,
dβv

dxβ

)
= 0,

donde (·, ·) es el producto interno en L2(R).
Como en el caso no lineal, al considerar los espacios Vh ⊂ L2(R) con la

solución aproximada

uh(x, t) =
∑
k

Uk(t)ϕhk(x)
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y al reemplazar u por uh y a su vez v por ϕ∗
hl(x) = h−1/2ϕ∗(h−1x− l) se tiene∫

R
vutdx+ µ

∫
R
vuxdx+ ϵ(−1)β

∫
R

(
∂αu

dxα
∂βv

∂xβ

)
dx =∫

R
(h−1/2ϕ∗(h−1x− l))

(
∂

∂t

∑
k

Uk(t)ϕhk(x)

)
dx+

+ µ

∫
R

(
h−

1
2ϕ∗(h−1x− l)

)( ∂

∂x

∑
k

Uk(t)ϕhk(x)

)
dx+

+ ϵ(−1)β
∫
R

∂α

∂xα

(∑
k

Uk(t)ϕhk(x)

)
∂β

∂xβ
(h−1/2ϕ∗(h−1x− l))dx

=

∫
R
h−1/2ϕ(h−1x− l)

∑
k

(h−1/2ϕ∗(h−1x− l))
d

dt
Uk(t)dx+

+ µh−1/2

∫
R
ϕ∗(h−1x− l)

∑
k

Uk
d

dx
(h−1/2ϕ(h−1x− k))dx+

+ ϵ(−1)β
∫
R
h−1/2

∑
k

Uk(t)
dα

dxα
(h−1/2ϕ(h−1x− k))h−1/2 d

β

dxβ
ϕ∗(h−1x− l)dx

= h−1
∑
k

∫
R
ϕ∗(h−1x− l)ϕ(h−1x− k)

dUk(t)

dt
dx+

+ µh−1
∑
k

∫
R
ϕ∗(h−1x− l)

d

dx
ϕ(h−1x− k)Uk(t)dx

+ ϵ(−1)βh−1
∑
k

∫
R

dα

dxα
ϕ(h−1x− k)

dβ

dxβ
ϕ∗(h−1x− l)Uk(t)dx = 0

con el cambio de variable y = h−1x− k y poniendo Uk(t) = Uk se tiene∑
k

a(l − k)
dUk
dt

+ h−1µ
∑
k

d(l − k)Uk + ϵ(−1)βh−3
∑
k

c(l − k)Uk = 0

que finalmente se puede escribir∑
k

[
a(l − k)

dUk
dt

+ h−1
[
µd(l − k) + h−2ϵc(l − k)

]
Uk

]
= 0, (4.3.3)

donde

d(k) =

∫
R

dϕ(x)

dx
ϕ∗(x− k)dx.
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De manera análoga se obtiene el sistema equivalente a (4.2.9)∑
k

a(l−k)
[
Un+1
k −Un

k

]
+h−1∆t

∑
k

[
µd(l−k)+h−2ϵc(l−k)

]Un+1
k + Un

k

2
= 0.

(4.3.4)
Las ecuaciones (4.3.3) y (4.3.4) están en la forma de convolución discreta,
luego aplicando la transformada discreta de Fourier

ã(ω) =
∑
k∈Z

a(k)e−ikω =
∑
k∈Z

ake
−ikω,

donde a = (. . . , a−1, a0, a1, . . . ) ∈ ℓ2(Z), se tiene respectivamente

ã(ω)
d

dt
Ũ(ω, t) + h−1[µd̃(ω) + h−2ϵc̃(ω)]Ũ(ω, t) = 0

ã(ω)[Ũn+1(ω)− Ũn(ω)] + h−1∆t[µd̃(ω) + h−2ϵc̃(ω)]
Ũn+1(ω) + Ũn(ω)

2
= 0,

la primera de estas ecuaciones se puede escribir como

d

dt
Ũ(ω, t) + h−1

[µd̃(ω) + h−2ϵc̃(ω)

ã(ω)

]
Ũ(ω, t) = 0

o de forma más corta

d

dt
Ũ(ω, t) +

Qh(ω)

h
Ũ(ω, t) = 0

donde

Qh(ω) =
µd̃(ω) + h−2ϵc̃(ω)

ã(ω)

la solución de la ecuación diferencial es

Ũ(ω, t) = ce
−
(

Qh(ω)t

h

)

la condición inicial para t = 0 es Ũ(ω, 0) = c luego

Ũ(ω, t) = Ũ(ω, 0)e
−
(

Qh(ω)t

h

)
.

Para la otra ecuación tenemos

Ũn+1(ω)− Ũn(ω) + h−1∆t
[µd̃(ω) + h−2ϵc̃(ω)

ã(ω)

] Ũn+1(ω) + Ũn(ω)

2
= 0
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y agrupando términos se tiene

Ũn+1(ω)

[
1 + ∆t

Qh(ω)

2h

]
− Ũn(ω)

[
1−∆t

Qh(ω)

2h

]
= 0

luego la solución de la ecuación en diferencias con el valor inicial dado es

Ũn(ω) =

[
1−

(
∆t
2h

)
Qh(ω)

1 +
(
∆t
2h

)
Qh(ω)

]n
Ũ(ω, 0)

o de forma más concisa Ũn(ω) = [λh(ω)]
nŨ(ω, 0), donde

λh(ω) =

[
1−

(
∆t
2h

)
Qh(ω)

1 +
(
∆t
2h

)
Qh(ω)

]
.

La solución uh(x, t) =
∑

k Uk(t)ϕhk(x) tiene transformada de Fourier dada
por

ûh(ω, t) =
∑
k

Uk(t)h
−1/2

∫
R
ϕ(h−1x− k)e−ixωdx, k ∈ Z

con el cambio de variable y = h−1x− k tenemos

ûh(ω, t) =
∑
k

Uk(t)h
1/2

∫
R
e−i(y+k)hωϕ(y)dy

= h1/2
∑
k

Uk(t)e
−ikhω

∫
R
e−iyhωϕ(y)dy

= h1/2Ũ(hω, t)ϕ̂(hω)

= Ũ(hω, 0)e−
(

Qh(hω)t

h

)
h1/2ϕ̂(hω)

como uh(x, 0) = Rhu0(x), entonces

ûh(ω, 0) = F
(
Rhu0

)
(ω) = Ũ(hω, 0)h1/2ϕ̂(hω)

por lo tanto,

ûh(ω, t) = e−
(

Qh(hω)t

h

)
F
(
Rhu0

)
(ω).

Aplicando transformada inversa de Fourier tenemos

uh(x, t) = F−1
[
e−
(

Qh(hω)t

h

)
F
(
Rhu0

)
(ω)
]
.
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Si definimos el operador Fh(t) por

Fh(t)v = F−1
[
e−
(

Qh(hω)t

h

)
v̂
]

entonces la solución uh(x, t) se puede expresar como

uh(x, t) = Fh(t)
[
Rhu0(x)

]
.

Observe que Fh(t)v se puede escribir en la forma de convolución discreta,
esto es,

Fh(t)v(x) =
∑
k

fk

( t
h

)
v(x− kh),

donde fk(t/h) son los coeficientes de Fourier de la exponencial e−Qh(ω) t/h. De
igual manera, la solución discreta

unh(x) =
∑
k

Un
k ϕhk(x)

tiene transformada de Fourier

ûnh(ω) =
∑
k

h−1/2Un
k

∫
R
ϕ(h−1x− k)e−ixωdx

nuevamente haciendo y = h−1x− k se tiene

ûnh(ω) =
∑
k

Un
k e

−iωkhh1/2
∫
R
ϕ(y)e−ihωydy

= Ũn(hω)h1/2ϕ̂(hω),

pero Ũn = Ũ(ω, 0)[λn(ω)]
n, aśı,

ûnh(ω) = Ũ(hω, 0)[λn(hω)]
nh1/2ϕ̂(hω)

= [λn(hω)]
nF
(
Rhu0

)
(ω)

al aplicar la transformada inversa de Fourier se tiene

unh(x) = F−1
(
[λn(hω)]

nF
(
Rhu0

)
(ω)
)

= Gn
h

(
Rhu0(x)

)
,
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donde Gn
hv = F−1

(
[λn(hω)]

nv̂
)
.

Nótese que el método es estable si Re
(
Qh(ω)

)
≥ 0 para cada ω real,

acá Re(z) es la parte real del número complejo z. El método se llama
conservativo si Re

(
Qh(ω)

)
= 0 para todo ω, o disipativo si Re

(
Qh(ω)

)
> 0

sobre algún intervalo.

4.4. Convergencia y estabilidad

Estudiaremos la convergencia puntual de las soluciones aproximadas
uh(x, t) y unh(x) en los puntos de malla x = hk. Con el propósito de evitar
errores debido a la aproximación del dato inicial, supondremos que Rhu0
interpola u0 en los puntos de malla.

También se supondrá que ϕ es r−regular, ϕ̂(0) ̸= 0 y ϕ̂(ω) tiene ceros de
orden p+1 para todos los puntos ω = 2kπ, k ∈ Z no nulo, para algún entero
p ≥ 0. El conjunto de todas las funciones que satisfacen estas propiedades,
se denota por Hr,p.

4.4.1. Resultados de convergencia

Comencemos entonces considerando la siguiente condición de interpola-
ción ∑

k

ϕ(k)e−ikω =
∑
k

ϕ̂(ω + 2kπ) ̸= 0, (4.4.1)

para todo ω real, con el fin de definir un operador de interpolación en
términos de las trasladadas y dilatadas de la función ϕ. Como el operador
de interpolación Rh conmuta con Fh(t), como también con Gn

h, entonces la
solución aproximada uh(x, t) y la solución en diferencias finitas Fh(t)u0(x, t)
(respectivamente unh(x) y G

n
hu0(x)) coinciden sobre los puntos de la malla.

Supongamos ahora que ϕ ∈ Hr,p y ϕ∗ ∈ Hr∗,p∗ . Para 0 ≤ α ≤ r y
0 ≤ β ≤ r∗ definamos la función 2π−periódica ζα,β(ω) =

∑
k∈Z Iα,β(k)e

−ikω

donde

Iα,β(k) =

∫ ∞

−∞

dαϕ

dxα
(x)

dβϕ∗

dxβ
(x− k)dx,

entonces ζα,β(ω) define una función de clase C∞ y

ζα,β(ω) = iα−βωα+βϕ̂(ω)ϕ̂∗(ω) +O
(
ωp+p

∗+2
)
, cuando ω → 0.
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En efecto, para aplicar la relación de Parceval, hacemos

f(x) =
dαϕ

dxα
(x) y g(x) =

dβϕ∗

dxβ
(x− k),

entonces

Iα,β(k) =

∫ ∞

−∞

dαϕ

dxα
(x)

dβϕ∗

dxβ
(x− k)dx =

∫ ∞

−∞
f(x)g(x− k)dx

= 2π

∫
R
f(x)

[∫
R
ĝ(ω)e−iω(x−k)dω

]
dx

= 2π

∫
R
ĝ(ω)eiωk

[∫
R
f(x)e−iωxdx

]
dω

= 2π

∫
R
ĝ(ω)f̂(ω)e−iω(−k)dω

= 2πF
[
f̂ ĝ
]
(−k).

Por lo tanto,

ζα,β(ω) =
∑
k

Iα,β(k)e
−ikω =

∑
k

2πF
[
f̂ ĝ
]
(−k)e−ikω,

si hacemos h(ω) =
(
f̂ ĝ
)
(ω), entonces aplicado la fórmula (1.2.7) tenemos

ζα,β(ω) =
∑
k

f̂(ω + 2kπ)ĝ(ω + 2kπ),

Lemarié en [46, Lemme 1, p 159] demuestra que la función ζα,β(ω) ∈ C∞.
Ahora bien, de la propiedad (1.2.5) tenemos

F
[
dαϕ

dxα

]
(ω) = iαωαϕ̂(ω) y F

[
dβϕ∗

dxβ

]
(ω) = iβωβϕ̂∗(ω)

por lo tanto,

ζα,β(ω) =
∑
k∈Z

f̂(ω + 2kπ)ĝ(ω + 2kπ)

=
∑
k∈Z

F
(
dαϕ

dxα

)
(ω + 2kπ)F

(
dβϕ∗

dxβ

)
(ω + 2kπ)

= iα−β
∑
k∈Z

(ω + 2kπ)α+βϕ̂(ω + 2kπ)ϕ̂∗(ω + 2kπ). (4.4.2)
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Esta última expresión se puede escribir como

ζα,β(ω) = iα−β
(
ωα+βϕ̂(ω)ϕ̂∗(ω) +

∑
k ̸=0

(ω+2kπ)α+βϕ̂(ω+2kπ)ϕ̂∗(ω + 2kπ)

)
,

si hacemos Rα,β(ω) =
∑

k ̸=0(ω + 2kπ)α+βϕ̂(ω + 2kπ)ϕ̂∗(ω + 2kπ) entonces

ζα,β(ω) = iα−β
(
ωα+βϕ̂(ω)ϕ̂∗(ω) +Rα,β(ω)

)
.

Como ϕ̂(ω) y ϕ̂∗(ω) tienen ceros de orden p + 1 y p∗ + 1, respectivamente,
entonces Rα,β(ω) tiene ceros de orden p + p∗ + 2, y además, es una función
de clase C∞. Aśı, Rα,β(ω) = O

(
ωp+p

∗+2
)
cuando ω → 0. En consecuencia,

ζα,β(ω) = iα−βωα+βϕ̂(ω)ϕ̂∗(ω) +O
(
ωp+p

∗+2
)

(4.4.3)

cuando ω → 0.
Supongamos ahora que ϕ ∈ Hr,p y ϕ

∗ ∈ Hr∗,p∗ satisfacen la condición de
interpolación (4.4.1), donde r ≥ 1 y r+r∗ ≥ 3, como también la condición de
estabilidad, Re

(
Qh(ω)

)
≥ 0 para cada ω real. Entonces, para el dato inicial

suave u0 y para cada T > 0, existe una constante C > 0, independiente de
h, ∆t y u0, tal que 0 ≤ t ≤ T y 0 ≤ n∆t ≤ T , se tiene

∥u(·, t)− uh(·, t)∥2,h = ∥u(·, t)− Fh(t)u0(·, t)∥2,h
≤ Chp+p

∗−1∥u0∥Hp+p∗+2 (4.4.4)

∥u(·, n∆t)− unh∥2,h = ∥u(·, n∆t)−Gn
hu0∥2,h

≤ C
(
hp+p

∗−1 +∆t2
)
∥u0∥Hp+p∗+2 . (4.4.5)

En efecto, de (4.4.2) se tiene

ζ0,0(ω) = ã(ω) =
∑
k

ϕ̂(ω + 2kπ)ϕ̂∗(ω + 2kπ)

=
∑
k

[∫
R
ϕ(x)ϕ∗(x− k)dx

]
e−ikω =

∑
k

a(k)e−ikω

d̃(ω) = ζ1,0(ω) = i
∑
k

(ω + 2kπ)ϕ̂(ω + 2kπ)ϕ̂∗(ω + 2kπ)
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c̃(ω) = (−1)βζα,β(ω) = −i
∑
k

(ω + 2kπ)α+βϕ̂(ω + 2kπ)ϕ̂∗(ω + 2kπ).

Por lo tanto,

Qh(ω) =
µd̃(ω) + h−2ϵc̃(ω)

ã(ω)
=
µ
∑

k∈Z i(ω + 2kπ)ϕ̂(ω + 2kπ)ϕ̂∗(ω + 2kπ)∑
k∈Z ϕ̂(ω + 2kπ)ϕ̂∗(ω + 2kπ)

+

+
h−2ϵ

∑
k(−i)(ω + 2kπ)α+βϕ̂(ω + 2kπ)ϕ̂∗(ω + 2kπ)∑

k ϕ̂(ω + 2kπ)ϕ̂∗(ω + 2kπ)

=
i
∑

k∈Z [µ(ω + 2kπ)− h−2ϵ(ω + 2kπ)3] ϕ̂(ω + 2kπ)ϕ̂∗(ω + 2kπ)∑
k∈Z ϕ̂(ω + 2kπ)ϕ̂∗(ω + 2kπ)

.

(4.4.6)

Al descomponer las sumas de esta expresión para k = 0 y para k ̸= 0 y en
virtud de (4.4.3) se obtiene

Qh(ω) =
i [µω − ϵh−2ω3] ϕ̂(ω)ϕ̂∗(ω) +O(ωp+p

∗+2) + h−2O(ωp+p
∗+2)

ϕ̂(ω)ϕ̂∗(ω) +O(ωp+p∗+2)
.

Esta expresión se puede escribir también como

ϕ̂(ω)ϕ̂∗(ω)
[
Qh(ω)− i

(
µω + ϵh−2ω3

)]
+Qh(ω)O(ω

p+p∗+2) = O(ωp+p
∗+2)+h−2O(ωp+p

∗+2)

por propiedades de los desarrollos asintóticos tales como,

Qh(ω)O(ω
p+p∗+2) → 0 cuando ω → 0, ϕ̂(ω)ϕ̂∗(ω) = 1 + O(ωp+p

∗
) y

O
(
(hω)p+p

∗+2
)
= O

(
hp+p

∗+2
)
O
(
ωp+p

∗+2
)
, véase por ejemplo [9], se tiene

Qh(ω) = i
(
µω + ϵh−2ω3

)
+O(ωp+p

∗+2) + h−2O(ωp+p
∗+2)

Qh(hω) = i
(
µhω + ϵh−2(hω)3

)
+O

(
(hω)p+p

∗+2
)
+ h−2O

(
(hω)p+p

∗+2
)

= ihω(µ− ϵω2) +O
(
ωp+p

∗+2
)[
O
(
hp+p

∗+2
)
+ h−2O

(
hp+p

∗+2
)]
.

De otro lado,

u(x, t)− uh(x, t) = E(t)v(x)− Fh(t)v(x)

= F−1
[
ei(µω−ϵω

3)tv̂(ω)
]
−F−1

[
e−Qh(hω)t/hv̂(ω)

]
= F−1

[(
eiω(µ−ϵω

2)t − e−Qh(hω)t/h
)
v̂(ω)

]
=

1

2π

∫ ∞

−∞

(
eiω(µ−ϵω

2)t − e−Qh(hω)t/h
)
v̂(ω)eiωxdω



80 Método Wavelet-Petrov-Galerkin para la ecuación KdV

Ahora bien,

eiω(µ−ϵω
2)t − e−Qh(hω)t/h = eiω(µ−ϵω

2)t −
−e−

t
h [ihω(µ−ϵω2)+O(ωp+p∗+2)[O(hp+p∗+2)+h−2O(hp+p∗+2)]]

∣∣eiω(µ−ϵω2)t − e−Qh(hω)t/h
∣∣ ≤

∣∣eiω(µ−ϵω2)t
∣∣+

+
∣∣e−iω(µ−ϵω2)t

∣∣e−tO(ωp+p∗+2)[O(hp+p∗+1)+O(hp+p∗−1)],

pero ∣∣eiω(µ−ϵω2)t
∣∣ = 1 y

∣∣e−iω(µ−ϵω2)t
∣∣ = 1,

luego∣∣eiω(µ−ϵω2)t − e−Qh(hω)t/h
∣∣ ≤ 1 + e−tO(ωp+p∗+2)[O(hp+p∗+1)+O(hp+p∗−1)]

≤ Ce−tO(ωp+p∗+2)O(hp+p∗−1)

≤ Chp+p
∗−1|ω|p+p∗+2.

Finalmente tenemos

∥u(x, t)− Fh(x, t)∥2,h ≤ 1

2π

∫ ∞

−∞

∣∣eiω(µ−ϵω2)t − e−Qh(hω)t/h
∣∣|û0(ω)||eiωx|dω

≤ Chp+p
∗−1

∫ ∞

−∞
|ω|p+p∗+2|û0(ω)|dω

≤ Chp+p
∗−1

∫ ∞

−∞

(
1 + |ω|2

)p+p∗+2|û0(ω)|2dω

= Chp+p
∗−1∥u0∥Hp+p∗+2 .

De manera análoga se prueba la desigualdad (4.4.5).

4.4.2. Condiciones de estabilidad

Comencemos estudiando algunas hipótesis que garanticen las condiciones

de estabilidad. Para ello supongamos que ϕ̂(ω)ϕ̂∗(ω) es real para todo ω ∈ R.
Entonces la ecuación (4.4.6) implica que Re

(
Qh(ω)

)
= 0, lo que significa que

el método es estable y conservativo. Esto sucede si

ϕ = ϕ∗ (Método de Galerkin);
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ϕ y ϕ∗ son simétricas alrededor del mismo punto.

Supongamos que las funciones de prueba se obtienen de ηλ(x) = ϕ∗(x − λ),

una versión trasladada de ϕ∗, para algún λ > 0. Como η̂λ(ω) = e−iλωϕ̂∗(ω),

entonces η̂λ(ω + 2kπ) = e−iλ(ω+2kπ)ϕ̂∗(ω + 2kπ) = e−iλωe−i2kπλϕ̂∗(ω + 2kπ),

luego η̂λ(ω + 2kπ) = eiλωϕ̂∗(ω + 2kπ) ξλ, donde ξλ = ei2kλπ. En este caso la
ecuación (4.4.6) será

Qh,λ(ω) =
i
∑

k[µ(ω + 2kπ)− ϵh−2(ω + 2kπ)3]ϕ̂(ω + 2kπ)eiλωϕ̂∗(ω + 2kπ) ξλ∑
k ϕ̂(ω + 2kπ)eiλωϕ̂∗(ω + 2kπ) ξλ

,

como eiλω no depende de k, la última expresión se puede escribir

Qh,λ(ω) =
i
∑

k[µ(ω + 2kπ)− ϵh−2(ω + 2kπ)3]ϕ̂(ω + 2kπ)ϕ̂∗(ω + 2kπ) ξλ∑
k ϕ̂(ω + 2kπ)ϕ̂∗(ω + 2kπ) ξλ

,

si hacemos ν = 1− λ entonces

ξν = ei2kνπ = ei2k(1−λ)π = e2kπie−i2kλπ = ξλ,

luego teniendo en cuenta que ϕ̂(ω)ϕ̂∗(ω) es real se tiene

Qh,λ(ω) = − i
∑

k[µ(ω + 2kπ)− ϵh−2(ω + 2kπ)3]ϕ̂(ω + 2kπ)ϕ̂∗(ω + 2kπ) ξλ∑
k ϕ̂(ω + 2kπ)ϕ̂∗(ω + 2kπ) ξλ

,

aśı, Qh,λ(ω) = −Qh,ν(ω) y esto implica

Re(Qh,ν(ω)) = −Re(Qh,λ(ω)).

Esta propiedad se utiliza en las siguientes conclusiones para ϕ y ϕ∗ cuando

se cumple que ϕ̂(ω)ϕ̂∗(ω) es un real

Para λ = 1/2, Re(Qh,ν(ω)) = 0 para todo real ω, y el método es estable
y conservativo.

Si para algún 0 < λ < 1 el método es estable y conservativo entonces
también es verdadero para el parámetro de traslación 1− λ.

Si para algún 0 < λ < 1 el método es estable y disipativo, entonces
para el parámetro de traslación 1− λ es inestable.
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4.5. Algoritmos para calcular a(k), b(l, k) y c(k)

Para calcular los coeficientes a(k), b(l, k) y c(k) recurriremos a resolver
(parcialmente) el problema de valor de frontera periódico para la ecuación
diferencial con coeficientes constantes

d∑
s=0

asD
su ≡ Pu = g

u y g 1− periódicas en el espacio

donde D = d
dx
. El método de Galerkin descrito en esta sección se basa

en el marco biortogonal {Vj, V ∗
j }, asociado a las funciones de escala spline

biortogonal ϕ = ϕN y ϕ∗ = ϕN,N∗ , con el correspondiente par conjugado

{ϕ̃, ϕ̃∗}, donde

ϕ̃(x) =

{
ϕN−1(x) si N es impar,

ϕN−1(x+ 1) si N es par.

y

ϕ̃∗(x) =

{
ϕN−1,N∗+1(x) si N es impar,

ϕN−1,N∗+1(x+ 1) si N es par.

Una de las familias de funciones base se utilizará como funciones de ensayo
o admisibles, digamos ϕj,k(x), y su familia dual ϕ∗

j,k(x) como funciones de
prueba. Esto significa que la solución aproximada para el problema de valor
de frontera dado es

uj(x) =
∑
k∈Z

Uj(k)ϕj,k(x),

donde Uj(k) = Uj(k + 2j) son los coeficientes periódicos que se deben
determinar a través de la siguiente relación∫

R

(
Puj − g

)
ϕ∗
j,l(y)dy = 0 para cada l ∈ Z. (4.5.1)

Siempre que las funciones base tengan la suficiente regularidad para que esta
integral tenga sentido. La ecuación (4.5.1) se puede expresar como un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias∑

k∈Z

d∑
s=0

2sjΓ(k − l)Uj(k) = Gj(l) para cada l ∈ Z, (4.5.2)
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donde Gj(k) = ⟨g, ψ∗
j,k⟩ y

Γs(m) = Γs,N,N∗(m) = (−1)p
∫
R
Ds−pϕ(y)Dpϕ∗(y +m)dy, (4.5.3)

los indices 0 ≤ p ≤ s se introducen aqúı con el fin de controlar la posible falta
de regularidad de las funciones base. Para ilustrar el cálculo de los coeficientes
utilizando la fórmula (4.5.3), lo haremos para la función hat, con 0 ≤ s ≤ 3,

ϕ(x) = ϕ2(x) =


1 + x si −1 ≤ x < 0
1− x si 0 ≤ x ≤ 1
0 en otro caso

y sus duales ϕ∗ = ϕ2,N∗ con N∗ ≥ 4, que tienen soporte sobre los intervalos[
−N∗, N∗]. De la relación de biortogonalidad se tiene

Γ0(m) = a(k) =

∫
R
ϕ(y)ϕ∗(y)dy = δk,0.

Si derivamos la función hat obtenemos

dϕ2(x)

dx
=


1 −1 < x < 0,

−1 0 < x < 1

0 en otro caso

entonces

d(−m) = Γ1(m) =

∫
R

dϕ(y)

dy
ϕ∗(y+m)dy =

∫ 0

−1

ϕ∗(y+m)dy−
∫ 1

0

ϕ∗(y+m)dy

para s = 1, p = 0 y N = 2

ϕ̃∗(x) = ϕ̃2,N∗(x) = ϕ1,N∗+1(x+ 1) =

∫ x+1

x

ϕ2,N∗(y)dy

aplicando estos cálculos obtenemos

Γ1(m) =

∫ 0

−1

ϕ2,N∗(y +m)dy −
∫ 1

0

ϕ2,N∗(y +m)dy

=

∫ m

−1+m

ϕ2,N∗(z)dz −
∫ 1+m

m

ϕ2,N∗(z)dz

= ϕ1,N∗+1(m)− ϕ1,N∗+1(m+ 1).
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La segunda derivada de la función hat en el sentido de las distribuciones es

⟨ϕ′′

2(x), φ⟩ = (−1)2⟨ϕ2(x), φ
′′
(x)⟩ =

∫ ∞

−∞
ϕ2(x)φ

′′
(x)dx

= (x+ 1)φ
′
(x)|0−1 + (1− x)φ

′
(x)|10

= φ
′
(0)− φ(x)|0−1 − φ

′
(0) + φ(x)|10

= −φ(0) + φ(−1) + φ(1)− φ(0)

= δ(x+ 1)− 2δ(x) + δ(x− 1)

con s = 2 y p = 1 tenemos

Γ2 = (−1)

∫
R
ϕ

′
(y)ϕ∗′(y +m)dy = −

∫ 0

−1

ϕ∗′(y +m)dy +

∫ 1

0

ϕ∗′(y +m)dy

= −ϕ∗(m) + ϕ∗(−1 +m) + ϕ∗(1 +m)− ϕ∗(m)

= ϕ2,N∗(m− 1)− 2ϕ2,N∗(m) + ϕ2,N∗(1 +m)

Nótese que ϕ2,N∗(x) =
∫ x+1

x
ϕ3,N∗−1(y)dy, y con N = 3

ϕ̃∗(x) = ϕ2,N∗+1(x) =

∫ x+1

x

ϕ∗(y)dy =

∫ x+1

x

ϕ3,N∗(y)dy.

Para el cálculo de la integral c(k) tomamos los valores s = 3 y p = 1, también
es válido para valores de α = 2 y β = 1

Γ3(m) = (−1)

∫
R
ϕ

′′
(y)ϕ∗′(y +m)dy

= −
∫
R
[δ(y + 1)− 2δ(y) + δ(y − 1)][ϕ∗′(y +m)]dy

=

∫
R
[δ(y + 1)− 2δ(y) + δ(y − 1)][ϕ3,N∗−1(y +m+ 1)− ϕ3,N∗−1(y +m)]dy

= −
∫
R
[δ(y + 1)ϕ3,N∗−1(y +m+ 1)− 2δ(y)ϕ3,N∗−1(y +m+ 1)+

+ δ(y − 1)ϕ3,N∗−1(y + k + 1)− δ(y + 1)ϕ3,N∗−1(y + k)+

+ 2δ(y)ϕ3,N∗−1(y +m)− δ(y − 1)ϕ3,N∗−1(y +m)]dy

= −[ϕ3,N∗−1(m)− 2ϕ3,N∗−1(m+ 1) + ϕ3,N∗−1(m+ 2)− ϕ3,N∗−1(m− 1)+

+ 2ϕ3,N∗−1(m)− ϕ3,N∗−1(m+ 1)]

= ϕ3,N∗−1(m− 1) + 3ϕ3,N∗−1(m+ 1)− 3ϕ3,N∗−1(m)− ϕ3,N∗−1(m+ 2)
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luego

c(k) = Γ3(k) = ϕ3,N∗−1(k−1)+3ϕ3,N∗−1(k+1)−3ϕ3,N∗−1(k)−ϕ3,N∗−1(k+2).

Si bien, para el cálculo de la integral b(l, k) no seguimos el mismo
procedimiento, si utilizamos algunos resultados obtenidos anteriormente

b(l, k) =

∫ +∞

−∞

dϕ2(x)

dx
ϕ2(x− l)ϕ∗(x− k)dx

=

∫ 0

−1

ϕ2(x− l)ϕ2,N∗(x− k)dx−
∫ 1

0

ϕ2(x− l)ϕ2,N∗(x− k)dx

=

∫ −k

−1−k
ϕ2(y + k − l)ϕ2,N∗(y)dy −

∫ 1−k

−k
ϕ2(y + k − l)ϕ2,N∗(y)dy

=

∫ l−k

l−1−k
(1 + y + k − l)ϕ2,N∗(y)dy −

∫ 1+l−k

l−k
(1− y − k + l)ϕ2,N∗(y)dy

= (1 + k − l)

∫ −k+l

−1−k+l
ϕ2,N∗(y)dy +

∫ −k+l

−1−k+l
yϕ2,N∗(y)dy+

+

∫ −1−k+l

−k+l
yϕ2,N∗(y)dy − (1− k + l)

∫ −1−k+l

−k+l
ϕ2,N∗(y)dy

por lo tanto,

b(l, k) = I(−1−k+l)+I(−k+l)+(1+k−l)ϕ1,N∗+1(l−k)−(1−k+l)ϕ1,N∗+1(1−k+l),

donde

I(k) =

∫ k+1

k

yϕ2,N∗(y)dy.

Para l = 0;

b(0, k) = I(−1− k) + I(−k) + (1 + k)ϕ1,N∗+1(−k)− (1− k)ϕ1,N∗+1(1− k).

Para l = −1

b(−1, k) = I(−2− k) + I(−1− k) + (2 + k)ϕ1,N∗+1(−1− k) + kϕ1,N∗+1(−k).

Para l = 1,

b(1, k) = I(−k) + I(1− k) + kϕ1,N∗+1(1− k)− (2− k)ϕ1,N∗+1(2− k).
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Nótese que I(1− k) + (k − 2)ϕ1,N∗+1(2− k) = 0. Luego

b(1, k) = I(−k) + kϕ1,N∗+1(1− k).

De igual forma se tiene para l = −1 que

b(−1, k) = I(−1− k) + kϕ1,N∗+1(−k).

Por simetŕıa de ϕ2,N∗(y) alrededor de x = 0 se tiene

I(k) =

∫ k+1

k

ϕ2,N∗(y)dy = −
∫ k

k+1

yϕ2,N∗(y)dy = −
∫ −k

−k−1

yϕ2,N∗(y)dy

= −I(−k − 1)

y la simetŕıa de ϕ1,N∗−1(x) alrededor de x = 1
2
, implica

b(−1, k) = −b(1,−k) y b(0, k) = −b(0,−k).

De la condición de biortogonalidad aplicada a ϕ = ϕ2 y ϕ
∗ = ϕ2,N∗ se obtiene

la siguiente relación ∫ +∞

−∞
ϕ(y)ϕ∗(y − k)dy = δk,0

de esta manera se obtiene∫ +∞

−∞
ϕ2(y)ϕ2,N∗(y − k)dy =

∫ −k

−1−k
(1 + z + k)ϕ2,N∗(z)dz+

+

∫ 1−k

−k
(1− z − k)ϕ2,N∗(z)dz

=

∫ −k

−1−k
zϕ2,N∗(z)dz −

∫ 1−k

−k
zϕ2,N∗(z)dz+

+ (1 + k)

∫ −k

−1−k
ϕ2,N∗(z)dz+

+ (1− k)

∫ 1−k

−k
ϕ2,N∗(z)dz = δk,0.

Luego

I(−1− k)− I(−k) + (k + 1)ϕ1,N∗+1(−k) + (1− k)ϕ1,N∗+1(1− k) = δk,0
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esta fórmula se puede usar para simplificar la expresión b(0, k) dando

b(0, k) = δ0,k + 2I(−k)− 2(1− k)ϕ1,N∗+1(k).

El algoritmo para el cálculo de I(k) es el siguiente:

I(0) = ϕ1,N∗+1(0)− 1
2

Para k = 1, 2, . . . , N∗ − 1

• I(−k) = −I(k − 1)

• I(k) = −I(−k) + (k + 1)ϕ1,N∗+1(−k) + (1− k)ϕ1,N∗+1(k)

I(−N∗) = −I(N∗ − 1).

Para llevar a cabo los cálculos es necesario tener en cuenta los valores
de ϕ1,N∗+1 y ϕ3,N∗+1 en los enteros. En general, el orden para calcular los
valores de la función escala de soporte compacto en los enteros, puede usarse
el algoritmo de cascada, véase la Sección 2.6, que empieza con la ecuación
de dilatación y soluciona el problema de valores propios para la matriz cuyas
entradas son h(2l − k).

4.6. Implementación del método y resultados

numéricos
-----------------------------------------------------------------------------

% Implementación del Método Petrov-Galerkin basado

% en Wavelets Biortogonales, para una función hat.

% Se limpian las variables que hay en el workspace

clc; clear all;

% Parámetros de la función KdV

mu=1; epsilon=0.000484; C=0.3; K=(C/(4*epsilon))^.5; d=-K; xa=0;

xb=2;

% Parámetros del método (ancho de malla, delta de tiempo, etc)

h=1/2^5; delta_t=0.1; x=0:h:2; n_ast=4; tam=length(x);

wname=’bior2.4’; % Se trabajo con n_ast=4

% Evaluación de las Wavelets Biortogonales a trabajar, se usó el algoritmo

% biphivals para calcular la wavelet, dicho código se puede encontrar en

% la página de Matlab.

[s9,a9]= biorwavf(’bior3.3’); % Wavelet Biortogonal(3,n_ast-1)

[h0,h1,f0,f1] = biorfilt(a9, s9); [x1,phi9,wp1,psi9,psitilde9] =

biphivals(h0,h1,f0,f1,0); x1=x1-3;
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[s9,a9]= biorwavf(’bior1.5’); % Wavelet Biortogonal(1,n_ast+1)

[h0,h1,f0,f1] = biorfilt(a9, s9); [x2,phi9,wp2,psi9,psitilde9] =

biphivals(h0,h1,f0,f1,0); x2=x2-4;

% Función a trabajar

phi=@(x) hat Function(x);

% Vector que posee el cálculo de la integral I para el cálculo de B

I = cal_I(n_ast,x2,wp2);

% Se renombran los nombre de las funciones para la evaluación

% de las integrales para el cálculo de coeficientes

a = @(x) x==0; b = @(l,k) calB( l,k, x2, wp2,I, n_ast); c = @(k)

calC(k,x1,wp1);

% Renombro la función que se usa para el método iterativo de Newton.

G=@(U) cal_G(U,h,epsilon,mu,b,c,n_ast );

% Matriz que guarda los coeficientes de la discretización de la malla

% a través del tiempo, una columna i representa los coeficientes en el

% tiempo delta_t*i.

coef_U=zeros(tam,10);

% Hallamos por Mı́nimos Cuadrados los coeficientes cuando t=0.

y0=3*C*cosh(K*x+d).^-2; y0=y0’;

R0=zeros(tam); for i=1:tam

for k=0:tam-1

R0(i,k+1)=h^(-0.5)*phi(h^(-1)*x(i)-k);

end

end coef_U(:,1)=(R0’*R0)\R0’*y0;

% Se resuelve el problema a partir de iteración de Newton.

aux=coef_U(:,1); for j=2:10

i=1;

while sum((aux-coef_U(:,j)).^2)^.5>=1e-7

D = cal_D( coef_U(:,j),b,c,mu,epsilon,h,delta_t );

aux=coef_U(:,j);

coef_U(:,j)=coef_U(:,j)+bicgstabl(D,-(coef_U(:,j)-coef_U(:,j-1)+

delta_t*(G(coef_U(:,j))+G(coef_U(:,j-1)))/2));

i=i+1;

end

disp(’paso’);

end

% Calculamos el valor teórico para contrastar con el experimenta

t=0:delta_t:0.9; for j=1:length(t)

for i=1:length(x)

Teo(i,j)=3*C*cosh(K*x(i)-K*C*t(j)+d).^-2;

end

end

% Matriz con lo valores de la función calculados numéricamente en los

% diferentes tiempos

Pru=R0*coef_U;
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% Error entre el valor teórico y práctico.

error=sum((Teo-Pru).^2).^.5;

% tabla con la información del error en los diferentes tiempos.

tab=[t’ error’];

-----------------------------------------------------------------------------

-----------------------------------------------------------------------------

function [b] = calB( l,k, x,wp,I,n_ast)

%CALB Función que calcula el coeficiente b

% l: seria el primer argumento de la función

% k: seria el segundo argumento de la función

% x: vector con las posiciones en las que se cálculo los valores

% de la wavelet

% wp: vector con los valores de la wavelet en los puntos x

% I: un vector con los valores de la integral I

% n_ast: valor con el que se trabajas las wavelet biortogonales

if (k>=n_ast || k<=-n_ast)

b=0;

else

if (l<=-2 || l>=2)

b=0;

elseif (l==-1)

b=-I(n_ast+1-k-1)-k*encontrarK(-k,x,wp);

elseif (l==0)

b=I(n_ast+1-k-1)+I(n_ast+1-k)+(k+1)*encontrar K(-k,x,wp)+(k-1)*encontrar K(-k+1,x,wp);

elseif (l==1)

b=-I(n_ast+1-k)-k*encontrarK(-k+1,x,wp);

end

end

-----------------------------------------------------------------------------

-----------------------------------------------------------------------------

function [c] = calC(k,x1,wp1)

%CALC Función que calcula el coeficiente c

% k: seria el primer argumento de la función

% de la wavelet

% x1: vector con las posiciones en las que se cálculo los valores

% de la wavelet

% wp1: vector con los valores de la wavelet en los puntos x

c=encontrarK(-1-k,x1,wp1)-3*encontrar K(-k,x1,wp1)+ 3*encontrar

K(1-k,x1,wp1)-encontrar K(2-k,x1,wp1); end

-----------------------------------------------------------------------------

-----------------------------------------------------------------------------

function I = cal_I(n_ast, x,wp )

%CAL_I Función que calcula la integral I

% n_ast: valor con el que se trabajas las wavelet biortogonales

% x: vector con las posiciones en las que se cálculo los valores
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% de la wavelet

% wp: vector con los valores de la wavelet en los puntos x

I=zeros(n_ast*2+1,1);

I(n_ast+1)=encontrarK(0,x,wp)-1/2; for k=1:n_ast-1

I(n_ast+1-k)=-I(n_ast+1+k-1);

I(n_ast+1+k)=-I(n_ast+1-k)+(k+1)*encontrar K(-k,x,wp)+(1-k)*encontrar K(k,x,wp);

end I(1)=-I(2*n_ast);

-----------------------------------------------------------------------------

-----------------------------------------------------------------------------

function [ G ] = cal_G( U,h,eps,mu,b,c,n_ast )

%CAL_G Función que calcula el operador G

% U: seria el vector de los coeficientes

% h: seria el tama~no de la malla

% eps: parámetro epsilon de la ecuación KdV

% mu: parámetro mu de la ecuación KdV

% b: función para el cálculo de b

% c: función para el cálculo de c

% n_ast: valor con el que se trabajas las wavelet biortogonales

G=zeros(length(U),1); for l=0:length(U)-1

sum1=0;

sum2=0;

for k=0:length(U)-1

if abs(l-k)<=n_ast

for s=0:length(U)-1

sum1=sum1+b(s-k,l-k)*U(k+1)*U(s+1);

end

end

sum2=sum2+c(l-k)*U(k+1);

end

G(l+1)=mu*h^(-3/2)*sum1+eps*h^(-3)*sum2;

end

-----------------------------------------------------------------------------

-----------------------------------------------------------------------------

function D = cal_D( U,b,c,mu,epsilon,h,delta_t )

%CAL_D Función que calcula la matriz Jacobiana

% U: seria el vector de los coeficientes

% eps: parámetro epsilon de la ecuación KdV

% mu: parámetro mu de la ecuación KdV

% b: función para el cálculo de b

% c: función para el cálculo de c

% h: seria el tama~no de la malla

% delta_t: paso en el tiempo.

D=zeros(length(U));

for l=0:length(U)-1

for j=0:length(U)-1

sumas=0;
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for s=0:length(U)-1

sumas=sumas+b(s-j,l-j)*U(s+1);

if s==j

sumas=sumas+b(s-j,l-j)*U(s+1);

end

end

D(l+1,j+1)=delta_t*(mu*h^(-3/2)*sumas+epsilon*h^(-3)*c(l-j))/2;

end

end

D=D+eye(length(U));

-----------------------------------------------------------------------------

-----------------------------------------------------------------------------

function y0 = encontrar K( x0,x,y )

%ENCONTRAR K Función que encuentra el valor x0 correspondiente a un

% vector y, buscándolo en un vector x, en caso de no encontrarlo

% hace una interpolación lineal.

% x0: valor a encontrar

% x: vector de búsqueda

% y: vector con los valores evaluados de x

if (x0<=x(1))

y0=y(1);

elseif (x0>= x(length(x)))

y0=y(length(y));

else

for i=1:length(x)-1

if (x0>=x(i) && x0<=x(i+1))

lambda=(x0-x(i))/(x(i+1)-x(i));

y0=lambda*y(i+1)+(1-lambda)*y(i);

end

end

end

-----------------------------------------------------------------------------
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Tiempo Error
0 2,53E-18
0,1 0,04114137
0,2 0,04298284
0,3 0,05190608
0,4 0,06032352
0,5 0,07034124
0,6 0,08141202
0,7 0,09275702
0,8 0,10438704
0,9 0,11619728

Cuadro 4.1: Error del método con h = 2−5
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[46] Lemarié, P.G. Fonctions a support compact dans les analyses multi-
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[50] Meyer, Y. Ondelettes et opérateurs, I: Ondelettes. Herman, Paris, 1990.

[51] Mikhailov, A. V., Shabat, A. B., Yamilov, R. I. The symmetry approach
to the classification of non-linear equations. Complete lists of integrable
systems, Russian Math. Survey. 42:4, (1987), 1-63.

[52] Munteanu, L., Donescu, S. Introduction to Soliton Theory: Applications
to Mechanics. Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, 2004.
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