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Introduccidén

Sin lugar a dudas los métodos wavelets® permiten desarrollar algoritmos
eficientes y novedosos en el estudio del procesamiento de imagenes y senales.
La idea de utilizar esta teoria en la solucién numérica de ecuaciones en
derivadas parciales se da en virtud a que algunas propiedades de las wavelets
son importantes en la construccion de algoritmos adaptativos. Un algoritmo
de este tipo selecciona un conjunto minimal de aproximaciones en cada paso,
de tal manera que la solucién calculada sea lo suficientemente préxima a la
solucion exacta. Si queremos que la solucion calculada sea suave en alguna
region, so6lo unos pocos coeficientes wavelet seran necesarios para obtener
una buena aproximacién de la soluciéon en dicha region, es decir, solamente
los coeficientes de bajas frecuencias cuyo soporte esté en esa region son
los utilizados. De otro lado, los coeficientes grandes (en valor absoluto) se
localizan cerca de las singularidades y esto nos permite definir criterios de
adaptabilidad a través del tiempo de evaluacién [15, 23, 53, 64]. Este trabajo
se dirige fundamentalmente a encontrar soluciones aproximadas a problemas
del tipo hiperbdlico o parabdlicos, utilizando el método wavelet-Galerkin. El
trabajo busca dar respuesta problemas que surgen en diferentes areas de las
ciencias e ingenieria.

El desarrollo de técnicas numéricas para la obtenciéon de soluciones
aproximadas de ecuaciones diferenciales se ha incrementado en las ultimas

1Se utilizard este término en lugar de ondicula, palabra también usada por algunos
autores.
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décadas. Entre estas técnicas estan los métodos de elementos finitos,
diferencias finitas y en forma maéas general el método de los residuos
ponderados, en particular el método de Galerkin [11, 12, 17, 29, 38, 42, 57].
Es claro que en cada método se realiza un estudio detallado de la eficiencia y
convergencia del método. Recientemente métodos wavelets se estan aplicando
a la solucién numérica de ecuaciones en derivadas parciales [64]. Trabajos
pioneros en esta direccién son los de Beylkin [6, 7], Dahmen [22, 23|, Jaffard
[41], Glowinski [34], Tanaka [62], Vasilyev [65].

El trabajo tiene como motivacion inicial, estudiar métodos numéricos
aplicados a la solucién de problemas de valor inicial o de frontera, en
particular, utilizar procesos similares al método de los elementos finitos, pero
usando nuevas herramientas como es la teoria wavelets [18, 64]. Para tal fin,
se estudiard la ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV) [27, 28, 35, 44]

uw(z,0) = wup(z),

donde o y S son constantes que usualmente se fijan como a« =6y g = 1.
En consecuencia, en el presente trabajo se emplea la soluciéon numérica de
la ecuacién de Korterweg-de Vries (KdV) para estudiar la interaccién de
soluciones tipo solitéon bajo la perspectiva del andlisis wavelets. Entre las
principales caracteristicas de los solitones se encuentra su posibilidad de
propagarse como ondas de gran amplitud sin dispersién e interactuar entre
ellas de forma tal que luego de la interaccién cada onda recupera totalmente
sus caracteristicas previas a la interaccién tal como si se hubiera tratado
de particulas [14, 28, 52]. La ecuaciéon KdV se resuelve numéricamente
empleando el método Wavelet-Petrov-Galerkin; como es clasico en estos
problemas, su implementacion exige la verificacion de la convergencia y la
determinacién de cotas de error para las soluciones.

Finalmente mencionemos también que las wavelets proporcionan un
conjunto de herramientas flexibles para detectar problemas practicos en
ciencia e ingenieria. Entre estas herramientas se tienen la transformada
wavelet que estd asociada con el Andélisis Multirresolucién de una senal,
es decir, a distintos niveles de resolucion se tendra una base de wavelets.
Concretamente, cuanto mayor detalle se pretenda obtener en una senal
(mayor resolucién), mayor nimero de funciones por unidad de longitud se
tendran en la base de wavelets, véase por ejemplo, [10, 13, 25, 40, 60, 67, 68|.
Ademas, no existe una transformada wavelet tnica que resuelva todos
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los problemas, a partir de la modelaciéon del proceso y de un analisis a
priori del tipo de senal tratada y del objetivo que se pretenda, como por
ejemplo, compresion, eliminacion del ruido, filtrar u otro. Con esta técnica
se busca una familia wavelets, digamos Haar, Daubechies, Coiflets,..., que
mejor coincida con las caracteristicas de la senal a estudiar, véase p.e.,
(3, 16, 25, 31, 36, 49, 50].

El trabajo comienza con la descripcion de la terminologia necesaria para
abordar los métodos aproximados en la solucién de ecuaciones diferenciales
parciales, partiendo de los resultados basicos del andlisis de Fourier y
elementos finitos. El capitulo 2 es una introduccion a la teoria wavelet,
prestando especial interés a las transformadas wavelets tanto discretas como
continuas y terminando con un corto estudio del andlisis multirresolucién y
wavelets biortogonales. En el capitulo 3 se estudia la ecuacion de Korteweg-
de Vries (KdV) y sus principales propiedades, asi como diferentes métodos
de solucién, esto con el fin que la monografia sea autocontenida. Finalmente
en el capitulo 4, se desarrolla el método Wavelet-Petrov-Galerkin aplicado a
la ecuacion KdV.






CAPITULO 1

Preliminares

1.1. Introduccidon

En este corto capitulo se presentara alguna terminologia necesaria para la
lectura de esta monografia. En particular, se hara un resumen de resultados
bésicos de andlisis de Fourier omitiendo sus pruebas, las cuales se pueden
encontrar en algunos de los siguientes textos [10], [32], [54], [67], [68].

Recuerde que Li(R) es el espacio de todas las funciones f : R — C, tal
que [ |f(t)|dt = || f|lL, < co. De igual forma se tiene Ly(R), el espacio las
funciones cuadrado-integrables, cuya norma es

1fllz, = (/R |f(t)|2dt>l/2 < 0.

Este espacio se dota con el producto escalar

(f, 90 = / onoro

donde ¢(t) denota el conjugado complejo de g(t). Con este producto interno
el espacio Ly(R) es de Hilbert. Las funciones f, g € Ly(R) son ortogonales si
(f,g9)r, = 0. En general, L,(R) (p > 1), es el espacio de todas las funciones
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(clases de equivalencia) f: R — C, tal que [, |f(¢)[Pdt = 1f1I7, < oo, donde

11, = ([ 17opar)

es la norma de f en L,(R). Otro espacio que se utilizard es ¢5(Z), el de las
sucesiones (z;), j € Z, tal que Y |z;]* < oo.

Sea FF=CoR, X y Y espacios normados (espacios vectoriales equipados
con una norma). Un operador lineal es una funciéon 7' : X — Y tal que
T(au+bv) = aT(u) + bT(v), para cada a,b € F y cada u,v € X. El
operador T es continuo en uy si para cada € > 0 existe § > 0 tal que si

|lu —uo||x <9 entonces ||Tu—Tuplly <e. (1.1.1)

Si (1.1.1) se cumple para cada ug € X se dice que 1" es continuo en X. Si §
no depende del punto ug se dice que T' es uniformemente continuo en X.

El operador T es acotado si y sélo si existe una constante ¢ > 0 tal que
IT u|ly < cllul|x para cada u € X.

Si f,g € L1(R), entonces la convolucién de f y g, denotada f*g, se define
por

(f * g)(t) = /R F(t = 2)g(2)dx

Un sistema de funciones {¢;,j € Z}, ¢; € Ly(R), se llama ortonormal si

/R oy ()or (D)t = 651,

donde 45, es la delta de Kronecker. Es decir,

P 1, sij=k;
k=00, sig#k

Un sistema ortonormal se llama una base en un subespacio V' de Lo(R) si
cualquier funcion f € V tiene una representacion de la forma

F£) =" ¢igs(t),

J

donde los coeficientes ¢; satisfacen > |c;|> < oo. En lo que sigue se
utilizara la notacién Zj = E;ifoo, fR = ffooo, I fllze = 1f1l2 ¥ ¢, )a-
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La funcién caracteristica del conjunto A, x4, se define por

1, teA;

También se utilizard la notacién I{A} para denotar esta funcién y la llaman
funcién indicadora.
El soporte de una funciéon f: A C R — C, denotado sopf, se define por

sopf ={x € A: f(zx) # 0}.

1.2. Transformada de Fourier

En esta seccion se recordard la definicion y algunas propiedades
importantes de la transformada de Fourier.

Definicién 1.2.1. Sea f € L1(R) y w € R. La transformada de Fourier de
f en w se define por

flw) = /R f(t)e ™ dt.

Como

/ FO)]e%|dt = / F@OlE = 11z, < oo
R R

se tiene que la transformada de Fourier estd bien definida. La aplicacién
f + f se llama transformacién de Fourier y se denota por F (F(f) = f) La
funcién f es continua y tiende a cero cuando |w| — oo (Lema de Riemann-
Lebesgue). Es claro que F(a f +bg) = a F(f) +bF(g), para cada a,b € R.

En general f no es una funcién integrable, por ejemplo, sea

L <
f(t)—{o, 1> 1.

Entonces

1 —iw _ iw
flw) = / e it = [—e - }
-1 —W

2senw
= ¢ L1(R).
w
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~

Si f(w) es integrable, entonces existe una versién continua de f y se puede
obtener la férmula de inversién de Fourier

ft)=F 1 (f(w) = %/Rf(w)ewdw. (1.2.1)

La siguiente proposicién recoge algunas propiedades fundamentales de la
transformada de Fourier.

Proposicién 1.2.1. Sean f, g € L1(R), entonces

—

1. (1o f)(w) = e f(w), donde (1of)(t) = f(t —a).
2 (. f)(w) = (@0 f)(w)
3. Fxg=1fo

4. Sie>01yg(t)=glet) entonces g(w) = e *g(w/e).

Otro resultado 1til es el siguiente: Si f, g € L1(R) N Ly(R), entonces

1 ~
171 = o / f(w)Pdw  (f6rmula de Plancherel)  (1.2.2)
T JR

(f,9)2 = %/Rf(w)mmu (férmula de Parseval).  (1.2.3)

Por extensién, la transformada de Fourier se puede definir para cualquier
[ € Ly(R). En virtud a que el espacio L;1(R) N Ly(R) es denso en Lo(R).
Luego, por isometria (excepto por el factor 1/27) se define f para cualquier
f € Ly(R), y las férmulas (1.2.2) y (1.2.3) permanecen validas para todo
f,g9 € Ly(R).

En teoria de senales, la cantidad || f||2 mide la energia de la senal, mientras
que || f||> representa el espectro de potencia de f.

Si f es tal que [ [t[¥|f(t)|dt < oo, para algin entero k > 1, entonces

d
dwk

(w) = /(—z‘t)’“e—"wff(t)dt. (1.2.4)
R
Reciprocamente, si [, |w|*| f (w)]dw < oo, entonces

F(f9) (w) = (iw)* f (). (1.2.5)



1.2 Transformada de Fourier 9

1.2.1. Serie de Fourier

Sea f una funcién 2r—periédica en R. Se escribird f € L,(0, 2m) si

f(®)Xp.2n(t) € Ly(0,27m), p>1.

Cualquier funcién f, 2r—periddica en R, tal que f € Ls(0,27), se puede
representar por una serie de Fourier convergente en Ly (0, 27)

f() =) cac™,

donde los coeficientes de Fourier son dados por

_ 1 /27T f(t) —intdt
Cp = o . e .

Se puede verificar que si f € L;1(R), entonces la serie, férmula de sumacién

de Poisson,
(o]

sh=Y f(t+2k7r)=% S fmyen (1.2.6)

k=—o00 n=-—o0o

converge casi para todo t y pertenece a L1(0,27). Ademads, los coeficientes
de Fourier de S(t) estan dados por

En efecto, para ver la expresion (1.2.6), basta probar que

/2ﬂ2|f(t+2k:7r)‘dt<oo.
0 %

Para la segunda parte se calculan los coeficientes de Fourier de S(t), que son
los valores de la transformada de Fourier de f en los enteros. Esto es, sea

h(t) = i F(t+ 2kn),

k=—o00
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entonces h es 2r—periddica y ademas, sus coeficientes de Fourier son

—int
dt
2w ©

0 1 21 )
- Z — / f(t + 2km)e "™ dt
k=—00 2m 0

g2k
_ - f(z)e—zn(z QkW)dZ
k

- /f ez = ().

. 1 2 1 27
hy = — [ h(t)e ™dt = [Z f(t + 2kn)
0

Como consecuencia de la féormula de sumacién de Poisson tenemos

Z flw =+ 2kr) = Z f(n)e (1.2.7)

k=—o00 n=-—oo

donde f es una funcién tal que f € Ly(R), continua, y $°°° __ f(n) converge

absolutamente.

n=—oo

1.3. Distribuciones y espacios de Sobolev

En esta seccién recogemos algunos resultados bésicos sobre distribuciones.
La teoria de distribuciones libera al célculo diferencial de ciertas dificultades
que provienen del hecho de que existen funciones no diferenciables. Este hecho
extiende el calculo a una clase de objetos llamados distribuciones o funciones
generalizadas, que es mucho mayor que la clase de funciones diferenciables.
Sea {2 un abierto de R",

D(Q) = C () = {p € C(Q) : sop ¢ es un compacto contenido en Q},

donde sopy = {x € Q: ¢(x) # 0}. D(2) denota el espacio vectorial de las
funciones de prueba.
Si K es un compacto de {2 entonces

Dr(Q2) = {p € C(Q) : sopp C K}.
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Una funcién tipica de D(f2) es

(2) 0 si|z|>1
P\T) = .
cexp(—‘xli_l) si|z] < 1,

donde z = (z1,...,2,) € R"y || = \/2? + - - + 22, la constante ¢ se escoge
de tal forma que [, ¢(z)dz = 1; ¢ € C*°(R") y su soporte es la bola unitaria
en R", es decir, sop ¢ = B(0).

Una expresion de la forma o = (aq, .. ., ;) con a; un entero no negativo,
para cada ¢ = 1,...n, se llama un multi-indice. Para el multi-indice «
definimos el orden de «, denotado |«|, por

|O[‘:Oé1—|—...+oén_

Siz=(r1,...,2,) ER"y o= (ay,...,q,) es un multi-indice, entonces
definimos o
0%y
(67 P o «q .02 Qp
0% = % =z{xy? - ap.

dx{ ... 0xen’
CONVERGENCIA EN D(Q): Sea (p;)32, una sucesién de funciones en
D(Q2), ¢; = ¢ € D(Q), cuando j — oo si:
a) existe un compacto K C 2 tal que para cada j sopp; C K

b) 0%p; = 0%p uniformemente en K, para cada multi-indice a.

La convergencia uniforme en K de la sucesion (0%¢;)52, significa que
sup [(9%p; — 9%p)(2)| = 0,
zeK

cuando j — oo. Una aplicaciéon f es continua en D(€) significa que para
cada sucesién (g;)° con limite ¢, se tiene (f, ;) = (f, ), cuando j — oo.

Definicién 1.3.1. Sea 2 un abierto de R™. La aplicacion T : D(2) — C es
una distribucion s

a) T es lineal.

b) Para cada compacto K C Q) existe una constante C > 0 y un entero no
negativo m (depende de K ) tal que

|<T7 90>| < Ck Z sup |aa(p($)|v

la]<m zeK

para cada ¢ € D () y para cada multi-indice .
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En otras palabras, una distribucién es un funcional lineal y continuo sobre
D(Q2). El espacio de todas las distribuciones sobre §2 se denota por D’(€2). Es
decir, D'(Q) = L(D(R2),C) es el dual de D().

Un ejemplo tipico de distribucion es la delta de Dirac, esto es, considere
el funcional lineal § : D(R) — R definido por (J,¢) = ©(0), para cada
¢ € D(R). En efecto, si K es un compacto de R y ¢ € D(R) entonces

(0,0} = | (0)] < max[p(x)],

aca Cx =1y m=0.

Algunas propiedades importantes de las distribuciones tales como la
multiplicacion de una funcién por una distribucion y la derivada generalizada
se definen a continuacion.

Multiplicacién de una funcién v € C*(2) por una distribucién T": Para
cada ¢ € D(R) se define uT por

(T, p) = (T, up),

uT esté bien definida ya que si ¢ € D(Q2) y u € C*°(Q2) entonces up € D(1?).
Derivada de una distribucién: Si @ un multi-indice y 7' € D’(€2) se define
la derivada de T" para cada ¢ € D(2) por

(0°T, ) = (=1)*UT, 0%).

Con el propésito de extender la transformada de Fourier a las distribu-
ciones, definamos las funciones de decrecimiento rapido.

Definicién 1.3.2. Sea ¢ € C®(R"™). ¢ es una funcion de decrecimiento
rapido si para cada o y B multi-indices, existe una constante positiva M tal
que

‘xa(?ﬁ(p(xﬂ < M, Ve R"™

El conjunto de todas las funciones de decrecimiento rapido forma un
espacio vectorial real (o complejo) y lo denotamos por S(R") y se llama
espacio de Schwartz. Los elementos de este espacio se llaman funciones de
prueba de decrecimiento rapido.

CONVERGENCIA EN S(R"): Una sucesién (¢;) converge a 0 en S(R™) si
y s6lo si 2%0%p;(x) —> 0 uniformemente en R" cuando j — oo.

El dual topoldgico S'(R") := L(S(R"),C) se llama espacio de las
distribuciones temperadas.

El funcional lineal 7" : S(R™) — C es continuo si para cada sucesion (¢,)
tal que ¢; — ¢ en S(R™) se tiene (T, p;) — (T, ¢) para cada ¢ € S(R™).
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1.3.1. Espacios de Sobolev

En este apartado introducimos los espacios de Sobolev y algunas de sus
propiedades mas importantes. Si queremos estudiar la regularidad de una
funcién de soporte compacto o de una distribuciéon es usual analizar el com-
portamiento de su transformada de Fourier en el infinito. Una forma alterna
de hacer este andlisis es midiendo la diferenciabilidad en términos de normas
de Lo. La razén son dos:

i) Ly es un espacio de Hilbert.
ii) La transformada de Fourier, la cual convierte diferenciacién en multipli-
cacién por polinomios, es una isometria (isomorfismo que preserva normas).

Definicién 1.3.3. Sea m > 0, p > 1 y Q un dominio de R™ (n > 2). El
espacio de Sobolev WP () se define como

WmP(Q) = {u € Ly() : 0% € Ly(N), Va, |af <m}.
Es un espacio vectorial normado equipado con la norma de Sobolev

1/p 1/p

lallwm ey = / S orardr | = | ooully

laj<m laj<m

Propiedades

——~——

L. WmP(Q) = C™(§2) (completado) en la norma de Sobolev || - ||ym.r ).

2. (Wm™r(Q), || - lwmr)) es un espacio de Banach.

———WMP(Q

3. @) = WQ) = {u € WP(Q) - ulpg = 0, o] <
m — 1}, Wi™P(Q) es un subespacio de W™?(Q) (acd 0“u|gq denota la
extension de 0%u a la frontera de Q).

4. (WP(Q)) == W—™1(Q), donde %—k% = 1, se llaman espacios de
Sobolev negativos (si p =1, (W™(Q)) = W~™>(Q)).

5. Stue WiP(Q) y v e W™4(Q) es integrable, entonces

‘ / uvdx
Q

u Wm,p(Q) v W—m,9(Q) .
o W p g
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6. Si m > k entonces
wmE@Q) CWHQ) y - llwr) < - llwms),
en particular, W?(Q) = Lyo(Q) y || - [lwow)y = || - llp-
Si p =2, en lugar de W™?(Q) escribiremos H™ (), o sea,
H™(Q) ={u € Ly(2) : 0% € Ly(2), |a| <m},
H™() es un espacio de Hilbert con el producto interno definido por
(U, v) gm(q) = /Q Z 0%u 0“vdz,
ja<m

u,v € H™(Q). La norma en H™ () es

1/2

[l gm0y = \/ (u,v) gm(q) = Z ||3au||%2(9)

la|<m

Para s € R, el espacio de Sobolev H*(RR) se define por
H*R) := {f € Ly(R) : /(1 + |x|2)s‘f(x)|2dm < oo}7
R

donde f es la transformada de Fourier de f. H*(R) equipado con el producto
interno

U g)ie = / (1+ [2)° f(2)3(@)de

es un espacio de Hilbert. También se le asocia la norma

I = ([ 0+ 1) Vo) e ”2.

La notacién O

La expresién f(z) = O(g(x)) significa que existe una constante positiva
M tal que |f(x)] < M|g(x)|, siempre que x — xy. Es decir, si g(z) # 0
entonces % — M, cuando = — xo.



CAPITULO 2

Introduccién a las wavelets

2.1. Introducciéon

El origen de la descomposicién de una senal en wavelets estda en la
necesidad de conocer las caracteristicas y particularidades de la senal en
diferentes instantes de tiempo. La principal virtud de las wavelets es que
permite modelar procesos que dependen fuertemente del tiempo y para los
cuales su comportamiento no tiene porqué ser suave [3], [16]. Una de las
ventajas de las wavelets frente a los métodos clasicos, como la transformada
de Fourier, es que en el segundo caso se maneja una base de funciones
bien localizada en frecuencia pero no en tiempo, esto es, el analisis en
frecuencia obtenido del andlisis de Fourier es insensible a perturbaciones
que supongan variaciones instantaneas y puntuales de la senial como picos
debidos a conmutaciones o variaciones muy lentas como tendencias. En otras
palabras, si f es una senal (f es una funcién definida en todo R y tiene
energfa finita [°_|f(¢)[*dt). La transformada de Fourier f(w) proporciona
la informacién global de la senal en el tiempo localizada en frecuencia. Sin
embargo, f (w) no particulariza la informacién para intervalos de tiempo
especificos, ya que

flw) = / " et
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y la integracion es sobre todo tiempo (ver [32]). Asi, la imagen obtenida no
contiene informacién sobre tiempos especificos, sino que solo permite calcular
el espectro de amplitud total | f(w)|, mientras que la mayorfa de las wavelets
interesantes presentan una buena localizacion en tiempo y en frecuencia,
disponiendo incluso de bases de wavelets con soporte compacto.

En este capitulo se presenta una introduccién a la teoria wavelets, en
particular se estudiard la transformada wavelet y el andlisis multirresolucion
en Ly(R). Con este concepto se ilustra como construir otras bases wavelets,
y ademds, permite analizar funciones (senales) en Ls(R) en varias escalas
(niveles de resolucion) [13], [16], [25]. Para ello, se utiliza versiones escaladas
de un conjunto ortonormal en Ly(RR). Para tal descomposicién de una funcién
f € Ls(R), s6lo se necesitan los coeficientes de la expansién de f en dicho
conjunto ortonormal.

2.2. Transformadas wavelets

El analisis wavelets es un método de descomposicién de una funcién o
senal usando funciones especiales, las wavelets. La descomposicion es similar
a la de la transformada de Fourier, donde una senal f(t) se descompone en
una suma infinita de arménicos e de frecuencias w € R, cuyas amplitudes
son los valores de la transformada de Fourier de f, f(w):

f(t) — % /_OO f(w)eiwtdw7 donde f(w) _ /_OO f(t)G_Wtdt'

El analisis de Fourier tiene el defecto de la no localidad: el comportamiento
de una funcién en un conjunto abierto, no importa cuan pequeno, influye en
el comportamiento global de la transformada de Fourier. No se captan los
aspectos locales de la senal tales como cambios bruscos, saltos o picos, que
se han de determinar a partir de su reconstruccion.

2.2.1. Transformada wavelet continua

La teoria wavelets se basa en la representacion de una funcién en términos
de una familia biparamétrica de dilataciones y traslaciones de una funcion
fija 1, la wavelet madre que, en general, no es senoidal. Por ejemplo,

0= ﬁw(ﬂ)m #(a, b)dadb

a
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en donde W, f es una transformada de f definida adecuadamente. También
se tiene de modo alterno un desarrollo en serie

F&) =" cjn2P0(27t — k)

j?k

en donde se suma sobre las dilataciones en progresion geométrica. Para

conservar la norma en Lo(R) de la wavelet madre 1, se insertan los factores

—L_ y 29/2, respectivamente.

|al

Definicién 2.2.1. Una wavelet ¥ es una funcion cuadrado integrable tal que
la siguiente condicion de admisibilidad se tiene

_ [ )P
Cy .—/R @] dw < oo, (2.2.1)

donde @E(w) es la transformada de Fourier de .

Observacién 2.2.1. Si ademds ¢ € L;(R), entonces la condicién (2.2.1)
implica que [, ¥ (t)dt = 0. En efecto, por el Lema de Riemann-Lebesgue (ver

p-e., [54]), limy, o0 Y (w) = 0 y la transformada de Fourier es continua, lo cual
implica que 0 = 9(0) = [, ¥ (t)dt.

Sea ¢ € Ls(R). La funcién dilatada y trasladada se define por

1 —-b
@%b(t)i:mlb(ta >, a,beR, a+#0.

Esta funcion se obtiene a partir de v, primero por dilatacién en el factor a
y, luego, por traslacion en b. Es claro que [|q]2 = [|2]]2-

Definicién 2.2.2. Para f,1) € Ly(R), la expresion

Wit (a,b) = /R £ bt (2.2.2)

se llama la transformada wavelet de f.

Por la desigualdad de Cauchy, se ve que W, f es una funcién acotada con
(Wi f(a,b)] < || fllll[l2- Note también que

Wtbf(aa b) = <f7 wa,b>L2(R) = <f7 wa,b>'
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La transformada wavelet Wy, f de f puede ser descrita en términos del
producto de convolucién. La convolucién de dos funciones f,g € La(R) es

dada por
_ / f(t - 2)g(2)dz

Observe que esta formula estd definida para al menos todo ¢ € R, pero f* g
no necesariamente estd en Ly(IR). Usando la notacion w( ) = ¥(—t), se tiene
Wy fla,b) = (f = Jap)( ). Note también que wab \/]azﬂ aw)e b,
Estos hechos se aplicaran en la prueba de la 81gulente proposicion, la cual
establece la formula de Plancherel para la transformada wavelet.

Proposicién 2.2.1. Sea ¢ € Lo(R) y satisface la condicion (2.2.1).
Entonces para cualquier f € Ly(R), las siguientes relaciones se tienen

1. Isometria

1 2 da
Juropac= o [ woranfa

2. Formula de inversion

1 da
£t = 2 [ Wt by 2
P JR?
Demostracion. 1. Es facil verificar que (fxtq0)(b) = v/[a]lF{f(w 12 w)}.

En consecuencia,

[wesapfats = [ [jrdomlos
= [ [1allF (i) @)
= [ [l oo
= [1ieF | [l ] a

SyoH / @) = CulfI2

Observe que se utilizé el teorema de Fubini y la férmula de Plancherel para
la transformada de Fourier.
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2. Para simplificar los cédlculos en la férmula de inversion, suponga que

f>f€ L1<R)

~

Vial [ 77 (f()ia >)<w>wa,b<t>dw

T / Fw)blaw)F (g) (w)do,

/R W f (@, B)ibu(t) b

donde g(b) := 1, (t). Ahora, la transformada inversa de Fourier de g es

FloW) = 5 [ abe'a

1 —lawz 1w
= %\/|a|/¢(z)e e“tdz
R
1 o .
= %\/|a|w(aw)e“"t.

Sustituyendo e integrando respecto a a~2da se obtiene
da 1 p - 2 i da
W@ binarsy = o= [ ld U F(w)|d(aw)|e tdw] =
RZ

- L ol fear]w

= ng/ﬂgf(w)e“tdw
= Cyf(1).

]

Otro resultado de interés que se presentara en la siguiente proposicién, es
la férmula de Parseval para la transformada wavelet.

Proposiciéon 2.2.2. Sea v € Ly(R) y satisface la condicion (2.2.1).
Entonces para cualquier f,g € Ls(R), se tienen

1 dadb

<f7 g>L2(R) = C_w - WT/}f(a b)ng(a b)
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\/W}“ Y f(w aw)} o de manera

Demostracion. Como (f * v (
equivalente, F ( = Ja 0) =+/|a 1& , entonces

/R Wy f(a,))Wog(a,b)db = |a] / F(@)3(w) i (aw) 2dw,

ahora, integrando respecto a a~2da se sigue

Wofla gty = [l | [ fie)ie e %

JRELE U‘““”H]dw
Co [ F)ifds

= C¢<f;9>L2(R) = Czp(f; 9>L2(]R)-

R2

Note que se aplico el teorema de Fubini, y en el iltimo renglén de la expresion
anterior, la formula de Parseval para la transformada de Fourier. O

En la siguiente proposicion se listan algunas propiedades.
Proposicién 2.2.3. Sean ¥ y ¢ wavelets y f,g € Ly(R). Entonces
1. Wylaf + Bg)(a,b) = aWy f(a,b) + fWyg(a,b), a, 5 € R.

2. Wasssof (a,D) = aWyf(a,b) + BW,f(a,b), a, 8 € R.

3. Wy(r.f)(a,b) = Wyfla,b — ¢), donde 1. es el operador traslacion
definido por 1.f(t) = f(t — c).

4. Wy(Dcf)(a,b) = /e Wy f(ca,cb), donde D, es el operador dilatacion
definido por D.f(t) = +/cf(ct).

2.2.2. Transformada wavelet discreta

La transformada wavelet continua introduce cierta redundancia, pues la
senal original se puede reconstruir completamente calculando Wy, f(a, -) para
una cantidad numerable de escalas, por ejemplo, potencias enteras de 2. Esto
es, si se elige la escala a = 277 para cada j € Z, y también se discretiza en
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el dominio del tiempo en los puntos b = 277k, k € Z, la familia de wavelets
sera ahora dada por

— 977
¢2*j,27jk(t) = \/;—jw<t 21. k) = 2]/2¢(2Jt — k), Vi, keZ.
Se utilizard la notacién i, para denotar la wavelet ¢ comprimida 27 y
trasladada el entero k, es decir, () = 29/2 (27t — k).

Con la eleccién de a = 277 y b = 277k, observe que el muestreo en el
tiempo se ajusta proporcionalmente a la escala, es decir, a mayor escala se
toma puntos mas distantes, ya que se busca informacién global, mientras
que a menor escala se buscan detalles de la senal, por tal motivo se muestrea
en puntos menos distantes entre si. Para otras elecciones de a y b se puede
consultar [16].

Definicién 2.2.3. Una funcion ¢ € Ly(R) es una wavelet si la familia de
funciones 1, definidas por

V() = 272(2t — k), Vi, k €Z, (2.2.3)
es una base ortonormal en el espacio Lo(R).

Una condicién suficiente para la reconstruccion de una senal f es que
la familia de dilatadas y trasladadas 1), forme una base ortonormal en el
espacio Lo(R), ver [25] y [36] para mdas detalles. Si esto se tiene, cualquier
funcién f € Ly(R) se puede escribir como

F6) =" cintult) (2.2.4)
Gk
o teniendo en cuenta (2.2.3) como
F(t) = en2 (2t — k),
jk
donde ¢;j = (f, i p-ix) = Wy f(279,277k).

Definicién 2.2.4. Para cada f € Lo(R) el conjunto bidimensional de
coeficientes

e = {f ) = / 2902 f (1)@t — F)dt

se llama la transformada wavelet discreta de f.
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En consecuencia, la expresion (2.2.4) se puede escribir en forma alterna
como

F&) = (F(1), i) wn(t). (2.2.5)

j?k

La serie (2.2.5) se llama representacion wavelet de f.

Observacion 2.2.2. 9;;(t) es muy apropiada para representar detalles mas
finos de la senal como oscilaciones répidas. Los coeficientes wavelet ¢; ;, miden
la cantidad de fluctuaciones sobre el punto t = 277k con una frecuencia
determinada por el indice de dilatacién j.

Es interesante notar que cj = W, f(277,277k) es la transformada wavelet
de f en el punto (277,277k). Estos coeficientes analizan la sefial mediante la
wavelet madre 1.

2.3. Analisis Multirresolucion

El sistema de Haar no es muy apropiado para aproximar funciones suaves.
De hecho, cualquier aproximacién de Haar es una funcién discontinua [25],
[36]. Se puede probar que si f es una funcién muy suave, los coeficientes de
Haar decreceran muy lentamente. Por tanto se pretende construir wavelets
que tengan mejor propiedades de aproximacion, y una forma de hacerlo es a
través del andlisis multirresolucion (AMR) [50], [49],[48], [47], [25].

Sea ¢ € Ly(R), la familia de trasladadas de ¢,

{900767 ke Z} = {@Ok(' - k)v ke Z}

es un sistema ortonormal (con el producto interno de Ly(R)). Acd y en lo
que sigue

Qik(t) = 20%p(27t — k) = Dyymp(t), j€Z, keZ,

recuerde que D,f(t) = a'/?f(at) y 7.f(t) = f(t — a) son los operadores
dilataciéon y traslacién, respectivamente.
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Se definen los espacios vectoriales

Vo = {f(t) = chgp(t— k) : 2:|ck.|2 < oo},
k k

v, = {h(t):f(Qt):fGVO},

Vi = {nt)=r@n:fevibjen
= gen{p;u(t) = 2202t — k) : k € Z}.
Note que ¢ genera la sucesion de espacios {V}, j € Z}. Suponga que la funcién
¢ se escoge de tal forma que los espacios estén encajados V; C Vj4, j € Z,

Y U,j»0 Vj es denso en Ly(R), estos dos hechos fundamentales hacen parte de
la definicién de andlisis multirresolucién.

Definicién 2.3.1. Un andlisis multirresolucion en Lo(R) es una sucesion
creciente de subespacios cerrados V;, j € Z, en Lo(R),

e CVCcVycVyCcViCcVa oo

tales que

1. Ujez Vj es denso en Ly(R),

2. ﬂjesz = {0},

3. ft)eV, e f2t)e Vi, jeZ,
4 ) €Vo = f(t—k) eV, j €Z,
5

. Existe una funcion ¢ € Lo(R) tal que el conjunto de funciones
{o(t — k) }rez es una base ortonormal para Vy.

La funcién ¢ se llama funcién de escala. En el espacio V4, las funciones
(senales) se describen con més detalle que en el espacio V}, la resolucién es
mejor en el espacio “mas grande”. Esto es, las funciones en V1 que no estan
en V; realzan la resolucién [16]. Es usual reunir estos “sintonizadores finos”
en un nuevo subespacio W; = V,4; \ V;. Sin embargo, la eleccién de estos
subespacios no es unica. Pero se puede escoger a W; como el complemento
ortogonal de V; en V. Es decir,

M/J':V;-Hm‘/y_a j€Z7
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o de manera equivalente
Vim=V;@W;, je€i. (2.3.1)

Informalmente, esto quiere decir que si se tiene una funcién (senal) f a
resolucién 2971 y se proyecta a resolucién inferior 2/ entonces

f = PJf"‘Z(fﬂ/’g@%k,

kEZ

acd P; representa la proyeccién ortogonal en el espacio V; donde se recoge la
version “suavizada” de f y la diferencia f — P;f representa el “detalle” de
[, que estd en W; y se expresa como Y, . (f,¥;r)1;,. Recuerde que

Pif = {fomem JEL.

kEZ

En otras palabras, W; contiene los detalles en V1 que no se representan en
V;, y cada funcién (senal) en W; es ortogonal a toda funcién en V; (ver p.e.,
[10]).

El conjunto de funciones linealmente independientes ¢;;, que generan a V;
son las funciones de escala, mientras que el conjunto de funciones linealmente
independientes ;. que generan a WW; son las wavelets.

Por definicién, el subespacio W; es cerrado. Note también que si f € Vj,
entonces por 5 de la definicién anterior se tiene

F&) = (f, Tep)Trep(t).

k

Ademas, por la ortogonalidad de {Tro(t) }rez,

STIE T = IIFI13
k

Observe que al aplicar la descomposicién (2.3.1) en cada V; se obtiene

Vv = Woi©@Whoy =Vra @ Wiy @ Wy

N—-1
= "-:V,N@<@ V[/'j)7
j=—N
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y cuando N — oo se tiene
Jvi=-@weNy.
JEL JEZ JET
Usando las condiciones 1 y 2 de la definicion de AMR se obtiene
@ W; = Ly(R).
jJEL

Por definicién, también los subespacios W; satisfacen las condiciones 3 y
4 de la definicion de AMR o de manera directa como se prueba en el siguiente
lema.

Lema 2.3.1. Sea (V})jez un AMR y W; = V11 NV~ Entonces
i) feW,enfeW;, para cada k,j € Z.
i) feW, e Df € Wii1, para cada j € Z.

Demostracion. Sea f € W, esto significa que f € Vi1 y (f, Daitep) = 0
para cada k € Z. Por la condicién 3 y 4 de AMR, la primera relacién es
equivalente a 7, f € Vi1 y Df € Vj1o. Ademés de la relacion 7,Dy = Dy7y,
se sigue inmediatamente, que la segunda relacién es equivalente a

<ka7 TkDQkaQO) = <ka7 D2j7k+2j> = 07 vk € 7.

Por tanto 7, f € V41 N Vf, y asi, 7. f € Wj.
La segunda relacion también es equivalente con

<Df, D2j+17'kg0>, Vk € Z,

de lo cual se sigue que Df € Vjﬂ;l que junto con Df € Vjio se obtiene
Df e VVj_;,_l. O

La siguiente proposicién justifica los comentarios hechos arriba y es til
en futuros resultados.

Proposicién 2.3.1. Sea (V}) ez un andlisis multirresolucion con funcion de
escala . Entonces para cada j € Z, el conjunto de funciones

{pi(t) = 27%p(2t — k), k € Z}

es una base ortonormal para V.



26 Introduccién a las wavelets

Demostracion. Para probar que {;x(t),k € Z} genera a V;, se debe ver que
toda f(t) € V; se puede escribir como combinacién lineal de funciones de
{p(2't — k), k € Z}. La propiedad 3 de la definicién de AMR, implica que la
funcién f(277t) pertenece a Vy y por tanto f(277t) es combinacién lineal de
{p(t — k), k € Z}. Haciendo la transformacién t — 27¢, se tiene que f(t) es
combinacién lineal de {p(27t — k), k € Z}.

Resta probar que {¢;x(t),k € Z} es ortonormal. Para ello se debe ver que

0, sij#k

(Piks Pjm) = O = { 1, sij=k

27 / ©(27t — k)p(29t — m)dt = Sp.

o0

Para establecer esta igualdad, basta hacer el cambio de variable z = 27¢t, para
obtener

2 [ ot - ke = [ o~ 1 s = i,
en virtud de la propiedad 5 de la definicion de AMR. n

El siguiente lema contiene dos resultados utilizados en la existencia de
los sistemas AMR, bajo hipdtesis apropiadas. Por motivos de completitud se
hara la prueba del primer apartado, la del segundo se puede encontrar en
[67]. Recuerde que P; es la proyeccion ortogonal sobre el espacio V;.

Lema 2.3.2. Para cualquier f € Ly(R),
i) lim;_, o P;f =0.
i) im0 Pjf = f.

Demostracion. i) Puesto que ||P;]| = 1, basta probar el resultado para
funciones en Lo(R) con soporte compacto. Si f tiene soporte en [—a,al,
entonces al aplicar las desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Minkowski
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se tiene

2
2

IPfll5 = HZ(f, Pik) Pk

keZ

= D Wfeml

kEZ

- ¥

keZ

([ wora)e ([ o)

keZ

- ||f||32< / zja_k|so<z>|dz> .

keZ

2

/a F()272p(27t — k)dx

—a

IN

Si 27a < 1/2, entonces estas integrales estan definidas sobre intervalos ajenos
cuya unién se escribe Q; = Ugez(—27a — k,27a — k), con N;Q; = Z, el cual
tiene medida cero. Por tanto,

IPIE < IF1E / o(2)Pdz =0, j— —o0

por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue. O

2.4. Ecuacion de escala

Puesto que el conjunto {¢(- — k) }rez constituye una base ortonormal de
Vh entonces cada f € V| se puede expresar como

f - ZanQPOm SOOn(I) = 90(1' - n)
nez

Ahora, como ¢ € Vj, vy Vj C Vi, se tiene entonces ¢ € V;. Pero la propiedad
de dilatacién implica que p(27!+) € V4. En consecuencia, se puede expandir

p(271) = Zgngo(t —n), teR,
nez
para algunos coeficientes (g, )nez. O de manera equivalente,

o(t) = Zgngo(% —n), tekR, (2.4.1)

nel
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en donde las constantes de estructura (los (g,)) satisfacen Y, [gn|* < oco.
La relacion (2.4.1) se llama ecuacién de escala. Los coeficientes g,, constituyen
un filtro g = (g, )nez asociado a la funcién de escala.

Ejemplo 2.4.1. Si ¢(t) = xj0,1)(), entonces claramente
p(t) = ¢(2t) + p(2t = 1)

es la ecuacién de escala, con las constantes de estructura go =1, gy = 1y
gn = 0, en otro caso.

A continuacién se dan algunas propiedades de las constantes de
estructura.

Proposicion 2.4.1. Los coeficientes de la ecuacion de escala satisfacen las
siguientes propiedades:

Gn = /Rgo(t)go(Qt —n)dt, neZ (2.4.2)

Z GkGonsk = 200, (delta de Kronecker). (2.4.3)

kEZ

D lgnl* =2 (2.4.4)

neL

Si también ¢ € Li(R), [y # 0 y la ecuacion (2.4.1) converge en Ly(R),

entonces
> gn=2 (2.4.5)

Demostracidn. Puesto que g,/v/2 son los coeficientes de Fourier de ¢ € V;
con respecto a la base ortonormal \/§<p(2t —n), se tiene

&= [tV eri=ma,

o lo que es lo mismo,

%=2A¢@ﬂ%—Mﬁ.



2.5 Construcciéon de la funcién de escala 29

De la propiedad 5 de la definiciéon de AMR se tiene

/Rgp(t — n)mdt = Oop.-

Al sustituir (2.4.1) y aplicar la identidad de Parseval y la ortogonalidad se
tiene

R

lo cual es lo mismo que (2.4.3). En particular, si se toma n = 0 en la dltima

expresion, se obtiene
Z IkJk = Z l9x* = 2.
k=m keZ

Si, ademds, se tiene ¢ € Li(R) con [, ¢(t)dt # 0, entonces al integrar (2.4.1)
término a término se llega

/Rap(t)dt = Zgn/go(%—n)dt

nez R
1
nez R
al dividir por fR @ se obtiene ) _, g, = 2. O

2.5. Construccion de la funcion de escala

Para construir la funcién de escala, es necesario encontrar los coeficientes
Jgn- Una forma de hacerlo es via la transformada de Fourier, puesto que de
manera directa es dificil (ver p. e., [25], [36]). En consecuencia, al aplicar la
transformada de Fourier a la ecuacién (2.4.1) se obtiene

1 . w
A - —inw/2 A(_)
P(w) 2%%6 (5

_ @(%)P(e—im) (2.5.1)
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donde el polinomio P es dado por

Al iterar (2.5.1) se tiene

@) = P ()

¢
#(3) = Pea(p)

Continuando de esta manera se obtiene

P) = P P )p(2)

(i) ofz)

Para una funcién de escala dada ¢, la ecuacién precedente se tiene para cada
n. En el limite, cuando n — oo, la ultima ecuacion se transforma

pw) = (HP(e—”/”)> (0).

Si ¢ satisface la condicién de normalizacién [, ¢ = 1, entonces ¢(0) = 1y
asi,

P(w) = Hp(e—iw/”). (2.5.2)

Por tanto, si el producto H;; P(e_i“’/ 2j) converge, entonces la funcién de
escala queda determinada salvo un factor no nulo ¢(0), que es su media. En
consecuencia, la unica funcién de escala asociada al filtro g estd dada por
(2.5.2). Es decir, si la funcién P asociada al filtro g cumple cierta propiedad
de convergencia, entonces se tiene ¢ y, antitransformando, se obtiene ¢. En
resumen, se tiene
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Proposicion 2.5.1. Sea g un filtro y P el polinomio dado por
1 n
P(z) = B Zgnz .
nez

Si la funcion ® definida por

R —iw/2j
d(w) = nhg)loH P(e )

J=1

estd en Ly(R) y verifica limy, o ®(w) = 0. Entonces existe una funcion de
escala ¢ asociada al filtro g y determinada por ¢ = ® con [ = 1.

La siguiente proposicién permite dar condiciones sobre la ortonormalidad
de la base {pok }rez en términos de los coeficientes gy.

Proposicién 2.5.2. El sistema {pok}trez €s ortonormal si y sdlo si la
transformada de Fourier de ¢ satisface

21 ) |p(w + 2km)” = 1.
keZ

Demostracion. Como ¢(t — k) forma una base ortonormal en Vj, entonces al
aplicar el teorema de Plancherel (ver p.e., [54]) se tiene

Som = / ()t — m)dt
- / B (w)P@)e e du

= [ o) ema
R
2m(k+1)

- > |o(w)[Pe™ dw
keZ 21k

— /0 " i (Z{@(w + 2kw)}2) dw.

kEZ

Sea F(w) =2 Y, 5|@(w + 2k:7r)|2, entonces

1 2w

o /. e F(w)dw = S (¥)
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La funcién F es 2wr—periddica ya que

Flw+2m) = 27 Z‘gﬁ(w + 27(k + 1))‘2
kEZ

= 21y |p(w + 2m))|* = Fw).

JEZ.

Como F es peri6dica, su serie de Fourier, >~ - ¢,,e™, donde los coeficientes

de Fourier son dados por ¢, = % 0% F(w)e™™“dw. Por tanto, la condicién
de ortonormalidad (%), es equivalente a ¢_,, = &0, lo cual a su vez es
equivalente a F(w) = 1. O

Como consecuencia se este resultado se tiene la siguiente condicién
necesaria sobre el polinomio P(z) para la existencia de un AMR.

Corolario 2.5.1. EIl polinomio P(z) = Y, ., gn?" satisface
|P(e™™))? + |[P(e7 "2 =1, 0<t<2m (2.5.3)

Demostracion. De los resultados anteriores se tiene

Sletw+mf = oy o) = PEe)(%).

T 2
nez

% = Z‘gb(w—I—er)f:Z—i- Z

nez n par n impar

= Y Jew + @R)2n)] + Y |@lw + (2k + 1)27)|
5 (s )

kEZ

+ ‘P(e—i(g+(2k+1)w)) ’2

p(%+ 2k + m)f)

= ‘P(e‘z%)‘zz @(g—l—Qkﬂ)’z
kEZ
+ \P(—e—l%)fz A((—+7T)+2k:7r>‘2
kEZ
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En consecuencia,
1= |P(e_’%)’2 + ‘P(—e_i%)f.

Corolario 2.5.2. En términos de gy, (2.5.3) se transforma en

Z In—2kGn—2m = 2(()‘k—m,o-

neL

Demostracion. Observe que (2.5.3) en términos de los coeficientes g,
esta dado por

1 , 1 .

- — _—i(n—k)t | — — ( _1\n—k_—i(n—k)t _
1 > gnlie +7 > gug(—1)" e =1
n,k€Z n,kEZ

Los términos impares se cancelan y por lo tanto se tiene

Z gngke—i(n—k)t _ Z Cje—Qijt -9

n—k par JEZ

donde

Esto es valido para todo ¢, luego ¢; = 20;. Por tanto

Zgngn—Qj = 20,.

neEL

De hecho, esto es equivalente con la afirmacién a probar. [

2.6. Descomposicién y reconstruccion

En esta seccién se describiran algoritmos de descomposicion y reconstruc-
cién asociados a un AMR. Estos algoritmos se utilizaran junto con el andlisis
multirresolucién en la descomposicién y reconstruccion de senales en donde
tanto la funcién de escala como la wavelet son funciones continuas.
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2.6.1. Algoritmo de descomposicién

Sean c¢;; v djj los coeficientes de la funcién de escala ¢ y de la wavelet
1, respectivamente, para j, k € Z, definidos por

Cjk 3=/Rf(t)90jk(t)dt (2.6.1)

djk ::Af(t)wjk(t)dta (2.6.2)

donde
oir(t) = 2720(20t — k), Yu(t) = 22/%0(2t — k).

© v ¥ son, respectivamente, la funcién de escala y la wavelet madre.
Ahora bien, como @i (t) = 29/2p(27t — k), entonces existe h,, tal que

(pjk<t> = Z hm2j/2g01m(2jt — k)

meZ

= > hp20Pp(2F N — 2k — m)

mEZ

= D hmiiimean(t) (2.6.3)

meZ

= Z h’m—?kgpj-&-l,m (t) .

mEZ

Reemplazando este valor en (2.6.1), se obtiene

Cik = /Rf(t)zhm—%%ﬂ,m(t)dt

MEZ

= 3 e [ @)t

mMEZ

= E hmf2kcj+1,m7

meZ

por tanto,
Cik = Z P —2kCj1,m- (2.6.4)

meZ
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Como Vy C Vi, para cada ¢ € V también se satisface ¢ € Vi. Ademas,
{¢1k, k € Z} es una base ortonormal para Vj, entonces existe una sucesion
(hi) € €3(Z) tal que

t)=> hrou(t), (2.6.5)

kEZ

por tanto, los elementos de la sucesion se puede escribir como

hie = {p,p16) vy (hi) € Lo,

La ecuacién (2.6.5) relaciona funciones con diferentes factores de escala,
también se conoce como ecuaciéon de dilataciéon. Para la base de Haar se

tiene
1/v/2, k=0,1
h, =
0, en otro caso.

Si ¢ es la funcion de escala de un AMR, entonces la wavelet madre 1 se
relaciona con ¢ por medio de la ecuacion

Y(t) =Y (1) ha_ppu(t). (2.6.6)

keZ

Al sustituir (2.6.6) en (2.6.2) se obtiene

djk = Z<_1)ph1—p+2k‘cj+l,p- (2.6.7)

PEZL

Si los coeficientes de escala en cualquier nivel j son dados, entonces todos
los coeficientes de la funcion escala de nivel inferior para J < j, se pueden
calcular recursivamente usando la ecuacién (2.6.4), mientras que todos los
coeficientes wavelet de nivel inferior (J < j) se calculan aplicando (2.6.7).

Si ¢j. y dj. representan los coeficientes de la funcién de escala y wavelet
en el nivel j, respectivamente, la Figura 2.6.1 representa el algoritmo de
descomposicion en forma esquematica. Por ejemplo, la flecha que relaciona
los coeficientes ¢;_;1 y ¢;j_2, indica que c¢j_s se calcula sélo usando c¢;_;.

] k+1,

\\\\\

ochk—&-l j2<70]1<7

Figura 2.6.1
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Observe que las férmulas (2.6.4) y (2.6.7) comparten un hecho interesante,
esto es, en cada ecuacion, si el indice de dilatacion k se incrementa en uno,
todos los indices de (h,,) se desplazan en dos unidades; lo cual significa que
si existe solamente un numero finito de términos no nulos en la sucesion
(hm), entonces aplicando el algoritmo de descomposicién a un conjunto de
coeficientes de escala no nulos en el nivel j + 1, se obtendra sélo la mitad de
coeficientes no nulos en el nivel j. Este proceso en teoria de senales se conoce
como downsampling. Un resultado analogo se tiene para los coeficientes
wavelet.

Para expresar lo anterior en la terminologia de filtros, recuerde que la
convolucién de dos sucesiones en (5(Z)

r=(.,0-1,20,%1,...) ¥ Y=0(.,¥y-1,%0,Y1,--.)

se define por

(I * y)m = Zxkym—k-

keZ

En consecuencia, (2.6.4) se puede expresar como

Cj—l,k = Z }ngk_ijﬂﬂ = (iL x Cj)gk, (268)

meZ

note que se reemplazé j por j — 1 y para simplificar se utilizé la notacion
Um = Y_m- Si se define el operador downsampling para la sucesiéon x como

((4 2)x)k = X9, k€L,
entonces (2.6.8) se puede escribir
cior. = (L 2)(h*¢)). (2.6.9)
De un procedimiento similar se obtiene, con g,, = (—1)"hy_,,
di—1. = (1 2)(g *c). (2.6.10)

Al algoritmo de descomposicién, Mallat lo llamé algoritmo piramidal [47],
mientras Daubechies lo llamé algoritmo de cascada [25].
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2.6.2. Algoritmo de reconstruccién

Recuerde que dado un AMR, el conjunto de funciones linealmente
independientes ¢, que generan a V; son las funciones de escala, mientras
que el conjunto de funciones linealmente independientes 1, que generan a
W; son las wavelets. En otras palabras, {@;xtkez ¥ {¥jk }rez son generadas,
respectivamente, por ¢ y 1, esto es,

oin(t) = 272020t — k) v (t) = 2722t — k), VkEZ
forman las bases ortonormales para V; y W, respectivamente. Definiendo
agk = (P10, Por),  G2k—1 = (P11, Pok)

bar = (@10, Yor),  bar—1 = (P11, Vo),
donde a, = h_y y by, = (—1)*h;, . Entonces

Cik = Z A2m—kCj—1,m T b2m—kdj—1,m
meZ
== Z hk72mcj71,m + (—1)kh2m,k+1dj,1’m. (2611)
meEZ

Observe que esta ultima expresién es casi la suma de dos convoluciones.
La diferencia esta en que el indice para la convolucién es k — m mientras
acé aparece k — 2m. En otras palabras, (2.6.11) es una convolucién pero sin
los términos impares (falta hy_(2,,—1)). Para que (2.6.11) sea una convolucion,
se altera la sucesion original intercalando ceros entre sus componentes y
obteniendo una nueva sucesién que contiene ceros en todas sus entradas
impares. Este procedimiento se llama upsampling, denotado por (1 2). Mas
explicitamente, si x = (..., z_9,T_1, Tg, T1, T2, ... ), entonces

((T 2)x)k =(...,2.9,0,2_1,0,20,0,21,0, 29, ...)

o de manera equivalente,

| g2, sikespar,
((T 2)x)k o { 0, si k es impar.

En consecuencia,

ik = ((12)¢j1) xh) 4+ (T 2)dj—1) % g) - (2.6.12)
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La Figura 2.6.2 representa el algoritmo de reconstrucciéon en forma
esquematica.

d;. o djyr—1,
o e N N ) )

Cjtk-1,, —— Cjt+k, —

dji1,:
Cj+1,

Figura 2.6.2

2.7. Wavelet biortogonales

A partir de las condiciones de ortogonalizacién de la funcion de escala
©(t) y el hecho de que la funcién wavelet ¢ (t) surge de los complementos
ortogonales de los espacios V; se pudo establecer la descomposicién y
reconstruccién de una senal al construirse cuatro filtros estrechamente
relacionados h,l, h,[ estableciéndose una reconstruccién perfecta de la
senal. Se pueden establecer condiciones para los filtros finitos A, , fz,[ que
permiten también una reconstruccion perfecta sin la condicion de tomar los
complementos ortogonales dando lugar a las wavelet biortogonales. El anélisis
multirresolucion con el que se determinan estas wavelet se define a partir de
dos espacios de aproximacién

L VhcVicVocViC V...

L cVicVocV,C V...,

donde los W; y Wj son los complementos no ortogonales de V; en V;_; y

de V; en V;_; respectivamente, con W; L V; y W; L V;. Se establecen

los coeficientes para la descomposiciéon y reconstrucciéon de una senal

& = (?),en. Descomposicién con filtros h y g

Cn = Z hon-iey Y dp = 292n7k+102- (2.7.1)
k k

Reconstruccién con filtros v g

=3 [i}gn_lc}l + g2n_l+1d;]. (2.7.2)

n
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Y se determinan las condiciones para la reconstruccién perfecta ¢o = cg

Z [ﬁ%—lh?n—k + an—l—&-ngn—k—H} = O,

n

la cual es equivalente a
h(2)h(z) - g(2)3(2)] =1 (2.7.3)

[h(=2)(z) - g(=2)3(=)] = 0.
donde h(2) =3, hn2" ya=3}_, an2" =3, a,z " para |z| = 1. De donde
h (2) v g (2) se pueden expresar como producto de polinomios en z

h(z)=g(=2)p(z) vy g(z)=h(=2)p(2).

(h(—2) y g (—2) no tiene ceros en comin). Luego de (2.7.3) se obtiene

p(2)[h(2)g(=2)+h(=2)g(2)] =2

Esto solo es posible si

p(z) = azf
(2.7.4)
h(2)g(—=2) +h(=2)g(2) =2a 27k
para « € C — {0}, k € Z. Luego
h(2) = azfg(—2) , §(2) = az"h (—2) (2.7.5)

las condiciones (2.7.4), (2.7.5) son suficientes y necesarias para establecer
la descomposicién y reconstruccién de una senal a partir de (2.7.1), (2.7.2).
Tomando k =0y = —1 se tiene

gn = (_1)n+1 fiifn ) g: (_1)n+1 hfn-

Ademas las condiciones (2.4.3)y (2.4.5) se transforma en

h(z)h(z) +h(=2)h(—2) =2
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Z hnﬁn+2k = 5k0‘
k

Si h = h, se obtiene las condiciones establecidas en el caso de las wavelet
ortogonales. Para determinar los filtros h y h nos trasladaremos al domino
de la frecuencia considerando las ecuaciones de dilatacion en este dominio

o () =V2Y hap (20 —n) — §() = (2m) 7/ Hmo (27¢)

B(e) = V2 hd (2 —n) — 5(€) = (2m) [ [ 7o (2¢)

mo (29€) =272 “hye ™™y g (276) =272 e ™
donizmo/(()) —1=mp(0)y X hn=h(1)=v2=h(1) =3 hy.

V(@) =V2Y  ganp (e —n) = V2 (=1)"h oy 1p (20 —n)

V() = V2, Gnnp (e —n) = V23, (=1)"h_p1p (22 —n). En el

domino de la frecuencia
3a) =g (§ +7)5(€/2)

Ty e~ (€ ~

D) = ey (S 47) 3 (e,
esta funcién wavelet generaran una base Riesz si mg (7) = 0 = mq ()

YD B =h (=) =0=h(=1) = (=1)" ],

n n

es decir, si ¥y, (z) = 279/%) (277 x — k)
Dy () = 27974 (2792 — k)
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entonces
F= 3" (Fbi) v = 3 (F05) b
jkez jkez

para f € L? (R). El filtro h, estd determinado por los coeficientes del
polinomio my (§) que a su vez establece la funcién escala ¢ la cual es simétrica
si mg (=§) = mg (§) 6 mp (§) = polinomio en cos €.

La funcién Haar, @pa.-, es simétrica con respecto x = 1/2, @paar(1 —
) = @Ypar(r) le corresponde un polinomio trigonométrico mg(§) que
satisface mg(—¢) = €“mg(€) 6 mo(€) = e /% cos(€/2) polinomio en cosé.
La condicién para una reconstruccién perfecta estd dada por h (2)h(z) +

h(—z)h(—z) = 2 o equivalentemente

mo (§) mo (§) + mo (§+m)me (§+7) = 1. (2.7.6)

Asi, si mo(€) es solucién de (2.7.6) para un my fijo tal que mo(—¢) = mo(§)
entonces my = 3 [Mo (&) +mo(—¢)] es también solucién de (2.7.6) que satisface
my (&) = my(—¢). La siguiente proposicion resume algunas propiedades ttiles
en sistemas biortogonales

Proposicidén 2.7.1. Sea my(§) un polinomio trigonométrico con coeficientes
reales

a) (i) Simo(—&) =my(§) entonces mo(&) = (cos&/2)* Py(cos§).
(i) Si mo(=§) = e ®mo(§)  entonces  mg(€) =
e /2 (cos £/2)2 1 Py(cos€), donde P, es wun polinomio tal
que Po(—=1) #0 y 1l € N.
b) Sing es solucion de (2.7.6) entonces mo(§) = (cos €/2)2 Py(cos€)
(en el caso a. i) 6 Mo(§) = e"%/%(cos §~/2)2l+1§0(cos €) (en el caso a. i)

con Poy(—=1) #0 yl €N, donde Py y Py son construidos por

 (con) P fccae) — § (k 1 +n> (ser;2§>n+ <Sen2§)kR<COS£)

n 2

n=0

conk=1+1 y R un polinomio impar.
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Las funciones ¢ B — spline de orden N proporcionan polinomios
simétricos my
1, 0<z<1

B — spline constante | (z) = { 0. en otra parte
Y

l+z, —1<2<0

B — spline lineal ,o (z) =< 1—x, 0<z<1
0 en otra parte
(1"‘53)2/27 —-1<2<0
2
- - <z<
B — spline cuadratica ,p (z) = ( 21/2) +3/4, 0<z <1
(z—2)"/2 1<z<2
0 en otra parte.

Se verifica que 2,¢(—x) = 210(x) v 20416(1 — ) = 2p16(v). El poli-
nomio ymyg correspondiente a y¢(x) esta dado por

1+e % : » cos€\
nmo(§) = ( 5 )NeﬂN/QJ — ¢ k)2 <T§>

n=|N/2|
= > 2 (L )
o n+ [N/2]

donde o1mo(—&) = a1mo(€) v ap1mo(—E) = € op11me(€) (tomando [ = L
y Py = 1). El polinomio simétrico, 5mo(§) asociado a ymyg(§) que satisface
la condicién (2.7.6) esta dado por

k—

Z ( S n) (sen&/2)”" + (sen&/2)* R (cos€)

n=0

namo(§) =e —ike/2( 0085/2

donde N > 1, N + N = 2k, y R es un polinomio par.

La siguiente lista muestra los coeficientes de los polinomios nmg(§) y
~ vMo(&) para los 6rdenes N y N de las funciones B — spline y las respectivas

gréificas v (z), @ (x), y¥(2), NLZ. Los correspondientes términos de los

filtros Ay y Nﬁﬁk se obtiene multiplicando por v/2 los coeficientes de z* en
N0 Y ﬁfﬁo respectivamente.
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N N N, 7o
1 1
1(142) 1 L(i+2)
252 e 1 z
3 Tmeam ittt
i e
16~ 16
5 3z 373 11272
256 256 128

2z 4+3+32427)

2*14(35277 — 1052 % — 1952 %
+8652~* + 336273
—~3489272 — 307271

+ 11025 + 11025z...)

Los correspondientes términos de los filtros ,hy y
multiplicando /2 los coeficientes dez* en ,mg y Nﬁﬁg respectivamente.

ﬁhk se obtiene



44 Introduccion a las wavelets

1.5 ;
19

1+

05}

0

et 9-5 ] + z.
-0.5 D 0.5 1 1.5

iy ?.3"0 ] 1 3,51;'




2.7 Wavelet biortogonales

45

BIORTHOGONAL BASES
1
3¢
05+
0 |
- 0-5 L "
-1 ] 1

54

-0.5F
-1
-5
2 2
¢
41 37 r 39%
0 o —
=1l
-5
2- —
3,7‘{’
o
-2l
& =2

Figure 6.3 (continued).






CAPITULO 3

La ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV)

3.1. Introduccion

El objetivo de este capitulo es presentar algunos elementos y propiedades
de la ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV)

ou ou Ou
+ 6u——

— — = R, t d.1
5 8m+6x3 0, z€R, t>0 (3.1.1)

el nimero 6 es sélo un factor de escala que permite que las soluciones sean
faciles de describir, esta ecuacién aparece en el estudio de ondas en aguas
poco profundas en la dindmica de fluidos [27, 44, 52, 61]. Una propiedad
que caracteriza la ecuaciéon KdV es que los términos wu,, no linealidad, y
Uzrs, 1la dispersion, se balancean entre si generando soluciones de onda que
se propagan sin cambiar de forma.

La ecuacion KdV se dedujo en 1895 por D. J. Korteweg y G. de Vries
para modelar las ondas de agua en un canal de poca profundidad, con el
propdsito de resolver una conjetura formulada por el ingeniero John Scott
Russell en 1834, donde él afirmaba que en este tipo de canal se genera
una ola solitaria, pero varios matematicos destacados, incluyendo Stokes,
estaban convencidos de que tal fenémeno era imposible. Korteweg y de Vries
demostraron que Russell estaba en lo cierto, encontrando en forma explicita
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y cerrada soluciones de onda viajera a su ecuacién con caracteristicas muy
especiales como retencién de su forma en todo momento, bien localizada
(asintéticamente constante en +00) y en el caso que una onda solitaria
traspase a otra, se retiene el tamano y su forma. Este hecho es en cierta
forma el principio de superposicion.

La ecuacion KdV no recibié mayor atenciéon hasta 1965, cuando N.
Zabusky y M. Kruskal publicaron sus resultados de los experimentos
numéricos con esta ecuacién [71]. Ellos obtuvieron soluciones aproximadas
a la ecuaciéon KdV mostrando que cualquier perfil de onda inicial localizada
que evoluciona de acuerdo a la ecuaciéon KdV, genera un conjunto finito de
ondas viajeras localizadas de la misma forma que la onda solitaria original,
confirmando lo descubierto por Korteweg y de Vries en 1895. El término
solitén fue acunado por Zabusky y Kruskal para describir esta onda solitaria
solucion de la ecuacion KdV, en analogia con otras particulas elementales
tales como electrén, protén, foton, etc. Asi, por solitén entendemos una onda
solitaria en forma de un pulso que es capaz de trasladarse sin cambio de forma
y sin pérdidas de energia, y ademas es capaz de conservar su estructura
después de un choque con su semejante, es decir, su comportamiento es
analogo al de una particula. Luego los solitones son ondas no lineales que
exhiben un comportamiento extremadamente inesperado e interesante, ondas
solitarias que se propagan sin deformarse [14, 28, 52].

3.2. Ondas dispersivas

Recordemos algunas propiedades bésicas sobre ondas lineales, tales como
dispersién, nimero de onda y frecuencia, relacion fundamental para mostrar
la importancia de distinguir entre la velocidad de fase y la velocidad de grupo.
Para ello, consideremos la ecuacion de onda

0%*u " 0%

— =cAAu=7 —,

ot? ox?
j=1 "3

donde ¢ es una constante que representa la velocidad de propagacion y Au
es el laplaciano de u. En el caso unidimensional tenemos la ecuacién de la
cuerda vibrante

Pu 0%
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cuya solucién general es dada por
u(z,t) = f(x —ct) + g(a + ct),

con fy g funciones arbitrarias, véase p.e., [30], [44] o [61]. Fisicamente, f y
g representan ondas que se mueven con velocidad constante ¢ y sin cambio
de forma a lo largo del eje z, tanto en la parte positiva como en la negativa.

Las soluciones f y g corresponden a los dos factores cuando la ecuacién
unidimensional (3.2.1) se escribe en la forma

99N (29,20
ot " J\or T oz )" T

La ecuacion lineal de onda mas simple es
us +cuy, =0

y su solucién wu(z,t) = f(x — ct) representa una onda que se mueve en la
direccion del eje x positivo, con velocidad constante ¢ y sin cambio de forma.

La onda lineal més elemental solucién de la ecuacién (3.2.1) es la plana
o arménica, cuya forma es

u(x,t) = Ae'he=wb, (3.2.2)

donde A, k y w son constantes; k es el numero de onda y se relaciona con
2

la longitud de onda, A, por k = i 87 w es la frecuencia angular y A es

la amplitud. Claramente la frecuencia angular y el nimero onda tienen la
relacién de dispersion w = ck. En general, la relacion de dispersion es una
expresion de la forma w = w(k). En la propagacién unidimensional de ondas,
tenemos

. _ . _w
ez(k:r: wt) _ ezk(x kt)7

que representa una onda viajera con velocidad de onda = % Si la velocidad
depende realmente del niimero de onda, entonces ondas con diferente longitud
se mueven con distinta velocidad. Luego un problema de propagacion de
ondas es dispersivo si la velocidad de onda depende del ntimero de onda
y, en particular, si la velocidad de onda no es constante. En consecuencia,
un problema es no dispersivo, si # = constante, o lo que es lo mismo,
w(k) = constante x k. Otros términos importantes en esta teoria son los de

velocidad de fase y velocidad de grupo, esto es, la velocidad de fase de una
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onda de la forma u(z,t) = f(kx —wt), con k y w constantes, se define por la
constante

w
Cp = —
Pk
y la velocidad de grupo de un bloque o paquete de ondas se define por la
relacion

dw
Cy =

g %

Noétese que para el caso que estamos tratando, se tiene

es decir, tenemos una relacién no dispersiva. Asi, un problema unidimensional
de onda es dispersivo si % = constante, véase p.e., [8], [27], [28] o [44].
Para la ecuacién KdV linealizada

ou ou Pu
o Tt

ot " Car TPam =0

donde se presenta una mayor dispersion, debido a la gran longitud de onda
en comparacion con el resto de longitudes caracteristicas del modelo fisico.
La relacién de dispersion para la onda viajera

U(.T,t) _ ei(kzx—wt)

esta dada por
w = ck — Bk3,

nétese que esta relacién de dispersién es no lineal entre la frecuencia w y el
numero de onda k. De las expresiones para las velocidades de fase y de grupo
tenemos

w dw
cp:E:c—ﬁkQ y %20—351452:09,
de lo cual se deduce que ‘Cll—‘,‘; # constante; de donde la ecuacién KdV

linealizada, es de onda dispersiva. Observe también que si 8 > 0 se tiene
Cg < Cp.
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3.3. Derivacion de la ecuacion KdV

La ecuacién de Korteweg-de Vries (3.1.1) admite solucién tipo onda
solitaria o solitéon. Existen varios métodos para obtener tal solucién,
presentaremos algunos de ellos en este trabajo por motivos de completitud.

Comencemos presentado la solucién canodnica de la ecuacion KdV, para
ello supongamos una soluciéon de onda viajera con la estructura

u(z,t) =v(r —ct), zeR, t>0,

para alguna funcién v y velocidad de onda constante c. Determinemos v por
sustitucién de esta expresién en la ecuacion (3.1.1).
Sea £ = x — ct, entonces u es solucién de la ecuacién KdV siempre que v
satisfaga la ecuacion diferencial ordinaria
dv  d®v

dv
—C—5+6 —g—f‘d—ggzo

al integrar se obtiene

d2

—cv+30° + = = A,

dg?
donde A es una constante de integracién. Al multiplicar esta ultima expresion
por ‘;g

dv Zdv  d*vdv dv

T +3—+—— =

d¢ d¢ " de2de e’

e integrar, se tiene

—52; + v 4 = (ZS) = Av+ B,

con B una constante de integracion. Como la onda soluciéon es un soliton,

dv d?
entonces cuando |[£| — 0o, v, d—z, d_fg — 0, de donde A = B = 0. Luego
——v + 3+ = (dv) =0 o dv = F+vvc — 2v.
2 ¢/ s

Al separar variables e integrar se obtiene

_/L+d
vy C — 20
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d una constante de integracion. Haciendo la sustitucién

c
v = —sech’y dv = —csech?®y tanh ydy

2
y
3/2
vve—2v = - sech?y tanh y
se obtiene
dv 2
— | —=—y +d.
nwe—2v e

Por tanto,

pero y = sech™* =2, luego

de donde

(€)= gsechQ (%Cg - d).

En consecuencia, la solucion de la ecuacién KdV es

c c

u(z,t) = = sech? <£(m —ct) — d).
2 2

Como la ecuaciéon KdV es completamente integrable [33, 51], lo que significa

que la solucién exacta se puede calcular para un valor inicial arbitrario, y

ademas, por la naturaleza de la solucion, se puede elegir d = 0. Obteniéndose

asi,

u(z,t) = g sech? (%E(x - ct)).

En virtud a que v > 0 para todo &, el solitéon es una onda de elevacion
simétrica sobre & = 0, que se propaga en el medio sin cambio de forma
con velocidad constante ¢ proporcional a la amplitud. Por lo tanto, ondas
solitarias con gran amplitud se mueven con mayor velocidad que ondas
solitarias con menor amplitud.
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Si en lugar de v = gsecth hacemos v = —gcscth, obtenemos otra
solucién de la ecuacion KAV del tipo onda viajera dada por

u(z,t) = — & csch? (ic(x - ct)).
2 2
Noétese que esta solucién no es un solitén, debido a que u(x,t) no es acotada
en £ = 0.

La ecuacion KdV también se puede resolver utilizando la transformacion
de Bécklund, para mds detalles véase por ejemplo, [27], [28] o [52]. Esta
transformacién consiste en introducir una funciéon v tal que v = v,, donde
v, = 9%, De la ecuacién (3.1.1) se sigue

0
Vi + 6’01,1)3“ + Vpggr = 8_ [Ut + 31}2 + 'wax} = 07
x

al integrar con respecto a x se tiene
Ve + 302 + Vguw = g(1), (3.3.1)

donde ¢(t) es una funcién de integracién. El cambio de variable

vt =v— /tg(r)dr

elimina g de la ecuacién (3.3.1). Como la solucién u de (3.1.1) se obtendra de
la solucién v de (3.3.1) y vf = v,, entonces no necesitamos hacer distincién
entre v* y v. Luego podemos hacer g = 0 sin pérdida de generalidad.

Existe una transformacion de Backlund que deja invariante la ecuacion.
A este tipo de transformacién se le llama auto-transformacién de Bécklund,
que para la ecuacion de Korteweg-de Vries estd dada por el conjunto de
ecuaciones

1
175 = —Ux+ﬁ—§(?]—?~})2
U = v+ (0= 0)(vge — Tge) — 2(V5 + v, 0¢ + 62) (3.3.2)

E = x, T=1,

donde 8 es un parametro. Ahora generamos una solucién no trivial de la
ecuacion KdV aplicando la transformacion (3.3.2) con ¢ = 0

1
vy = ﬁ—§v2 (3.3.3)

Vg = VU —21)920.
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La solucién de la primera ecuacién se obtiene haciendo v(x,t) = z(s) con
s =x — ct. Asi,

2

d
_ Z_ﬂ_ e

==

al separar variables e integrar se tiene

dz
[7om=]
Al hacer la sustitucién

2z =+/2Btanhy, dz= /20 sech’ydy

1
Vg —
2

1
B — 522 = B(1 — tanh?y) = 8 sech®y,
luego
[T a2
12 5 )Y VY
Por tanto,

2
By:s—i—cl

c1 es una constante de integracion, la cual se puede hacer cero sin pérdida de

generalidad. Asi,
Yy = \/g s = tanh ™! <%)
z = \/ﬁtanh(\/g s),

v(z,t) = \/ﬁtanh<\/§ (z — ct))

pero u = v,, por tanto

u(z,t) = [ sech? (\/g (z — ct))

o lo que es lo mismo,

luego
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al hacer f = ¢/2 se tiene

u(z,t) = 5 © sech? (L— (x — ct)).

=)

u(z,t) = —3 csch2(£ (x — ct)).

Con un procedimiento igual se obtiene

= /28 coth(

&‘

de la que se deduce

3.4. El método de Lax

En sus trabajos pioneros sobre sistemas completamente integrables,
Gardner et al. [33] formularon el método de la transformada inversa scattering
para encontrar soluciones exactas de la ecuacion KdV. Lax utiliza este
método con ligeras modificaciones para encontrar soluciones de ecuaciones
de evolucién no lineales con todas sus integrales [45]. Su formulacién tiene
la caracteristica de asociacion de ciertas ecuaciones de evolucién no lineales
con ecuaciones lineales, como son los anadlogos de la ecuaciéon de Schrodinger
para la ecuacion KdV.

En la formulaciéon del método de Lax, se consideran dos operadores
lineales L y M. El primer operador define un problema espectral para la
funcién auxiliar v, en la variable espacial x y con valor espectral \; mientras
que la variable ¢ se considera como un parametro. En otras palabras, la
ecuacion caracteristica asociada con el operador L es entonces

Lv = \v. (3.4.1)

El operador M describe el cambio de los valores propios con el parametro ¢,
que usualmente representa el tiempo en una ecuacién de evolucién no lineal.
La forma general de esta ecuacién de evolucién es

vy = Mo. (3.4.2)
Derivando la ecuacién caracteristica (3.4.1) con respecto a t se tiene

LtU + L’Ut = )\t/l} + )\/Ut. (343)
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Al reemplazar la ecuacién (3.4.2) en (3.4.3), eliminamos v; y obtenemos
Liv+ LMv=M v+ AXMv=Mv+M=Mv+ MLv

o equivalentemente,
Av=(Ly+ LM — ML)v. (3.4.4)

Por tanto, los valores propios son constantes (A\; = 0) para las funciones
propias no nulas, si y sélo si

oL

—=ML—-LM=—|L,M|, 3.4.5
donde [L, M } = LM — ML es el conmutador de los operadores L y M. L;
se interpreta como la derivada del operador, y no la derivada del operador
actuando sobre una funcién. Los operadores L'y M, y la ecuacién (3.4.5), se
llaman par de Lax y ecuacién de Lax, respectivamente.

En general, no existe un método sistematico para determinar los
operadores L y M para una ecuacién de evolucion dada. Sin embargo, para
la ecuacién KdV estos operadores estan dados por

82
L = ——— —u
0x?
(3.4.6)
3 0 ou
M = 4—+6u— +3—
ox? + Yor * ox’

donde u = u(z,t) [27]. Veamos que se cumple la ecuacién (3.4.5).

LM = —[aa—;—i-u} [4aa—;+6u%+3%]

_ _48_5_6 @34_2@8_2_’_ 8_3
n 0x? Oz Ox 02 u8x3

-3 @4_ @£+8_u8_2 —4 8_3_6 22_3%
ox3 0x20x  Ox O0x? u8x3 Y oxr u@x
03 0 outr 0%
ML = —[ags +bug + 350 55 +u

_ _48_5_4 @4_3@34_3@8_24_ 0_3
N oxd ox3 0x? Ox Ox 02 u0x3
( 0% Ou 0 ) ou 02 ou

0% " ox " "ox 22 os

B 3% 0x? oxr’
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Por lo tanto,

3 ou
L,=ML—-LM=—— — 6u—
! ox3 “aw

Pero % = uy, luego

Uy + 6Ul, + Ugyr = 0.

Terminemos esta seccién comentando que la ecuacién KdV (3.1.1)
pertenece a una clase de ecuaciones de onda no lineal, que tiene la propiedad
del par de Lax, como también la integrabilidad a través de la transformada
inversa scattering, véase por ejemplo [27], [28], [33] o [50]. La propiedad de la
integrabilidad se caracteriza por la existencia de un nimero infinito de leyes
de conservacion independientes tales como

o0
/ udxr = constante

[e. 9]

o0
/ u’dxr = constante

—00

o 1
/ (u® — éui)dx = constante
—00

que se pueden asociar con la conservacién de masa, momentum y energia,
respectivamente. La primera de estas expresiones se obtiene integrando la
ecuacion KdV (3.1.1) sobre todo el eje = y teniendo en cuenta que u y sus
derivadas tienden a cero cuando |z| — oo. La segunda ley de conservacién se
obtiene multiplicando la ecuacion KdV por u, y escribirla en la forma

53+ (o~ i) o
De donde

<1
/ §u2d:c = constante
para todas las soluciones de la ecuacién (3.1.1) que se anulan lo suficiente-
mente rapido en el infinito. La tercera ley de conservacion se obtiene multi-
plicando la ecuacién KdV por 3u? y luego restar u, por %(Kd\/), es decir,

[e.9]

3u?(KdV) — wu, x ﬁ(KdV) = 2<u3 - 1u2>

Ox ot 27
a1 9 1
_ % [—§u4 — 3u2um + 6UU37 — UgUgy + Euix] = 0.
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Asi tenemos la tercera constante de movimiento,

/ (u® — %ui)dm = constante.

[e.e]

3.5. Método de Adomian para la ecuacién
KdV

El método de descomposicion de Adomian es una técnica que da
soluciones en forma de serie con rapida convergencia a diferentes tipos de
ecuaciones que modelan una variedad de problemas en fisica, biologia y
quimica. Este método lo introdujo Adomian en la década de 1980, en la
solucién de ciertos problemas de fisica matematica [1, 2]. Es de resaltar que
el método se aplica a ecuaciones en derivadas parciales no lineales, como
la ecuacién de Korteweg-de Vries [39], en donde ésta se descompone en un
término lineal y otro no lineal. Para precisar consideremos la ecuacion KdV

Up + b Uy + € Uggy = 0 (3.5.1)
con la condicién
u(z,0) = ug(x) = 6z,

aca (1 y € son constantes positivas.
Definamos el operador lineal L; := 2, entonces la ecuacién (3.5.1) se
puede expresar como

Li(u) + pN(u) + € tgyy = 0,

donde N(u) = uu, es el término no lineal. Sea

L= [ (s

el operador inverso de L;, entonces aplicando formalmente el operador L;*
se tiene ‘g
L7 Ly(u) = / u(z,7) dr = u(x,t) — u(z,0)
0 67‘
de donde
u(z,t) = uo(x) — pL; "N (u) + € L gy (3.5.2)
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El método de descomposicién de Adomian consiste en suponer una solucién
en forma de serie

donde los términos wu,,(z,t) son determinados por recurrencia. El término no
lineal N(u) se descompone en una serie infinita de polinomios de la forma

N(u) =Y An

donde A,,, son los polinomios de Adomian.
Al sustituir esta descomposicién en (3.5.2) se tiene

= = = P (1)
-1 —1 m 9
mgzo um(x, t) = U()(I') — U mgzo Lt Am — € mgzo Lt T

Las soluciones se calculan a través de las férmulas de recurrencia de la
siguiente manera
u(z,0) = up(x) = 6z
DBy (z,t)
ox3
Los polinomios de Adomian se definen por la expresién

i [ ()]
Ap=——|N Z)\pu para m=0,1,2,...
m | m P ) ) Ly 4y
m! d\ = o

De esta manera, los polinomios de Adomian estan dados por

Ag = N(up) = uo% = ug ug, = (62)(6) = 36z.

Ahora calculemos los demas polinomios de Adomian

Uppr(w,t) = —p L7 Ay — e L]t k=0,1,2,....

A = di[N(uOHul)]

- % [(Uo + Auqp)(ug + Aul)zi|

d
= a(uo + Auy)(up, + Auq,)

= wuy(ug, + Auy,) + u, (up + Auq)

A=0

A=0

= ujUp, + Uplq,
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4 = L& [N(uo AUy + A2 uy)
2 d\2

1 d2

sane

= UO'U/QZ + ululz + UQUOZ

A=0

Ug + /\u1 + /\2 U/Q)(uom + /\Ulw + /\2 ’LLQx)

Ay = 1 d® N A A2 23
3 = gw[ (uo + Aug + AN ug + U3)]

= UJ(]ng -+ ulu% + UJgulw -+ U3U0x

A=0

1 d*
A4 = IW[N(UQ—F)\Ul+>\2U2+>\3U3+>\4U4)]

= UO’LL4w —|— U1U3x + UQUQ:E —f- u3u1x —|— U4U0$

1 d°

A=0

A=0

A = |:N(u0+)\U1+)\2U2+)\3U3+)\4U4+)\5U5)]

51dN®

= UpUs, + Uilg, + UgUz, + Uslz, + UsUI, + UsUg,
Encontremos algunos términos de la serie soluciéon

up(x,t) = up(z) = 62

K " OPug(x, T
uy(z,t) = —u/o AOdT—e/O %cﬁ
3
t
= —putugug, — d@uo—(x,) = 36u xt.
Noétese que

Pug(z,t) By (z,t)

ox3 0y ox3 0

K P oPuy (o, T

ug(z,t) = —u/o AldT—e/O %cﬁ

N /O [(62127)(6) + (62)(~6*u7)] d

t
= 63,u2:v/ 27dr = 6% at?.
0

T
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Ahora bien,
t " t
8u2(I, ) :63M2t2 y au2—<x’):0’ para n:2,3,47....
837 81’”
t ta?)u2
ug(x,t) = —u/ A2d7—€/ dr
0 o Ox3

t t
= —M/ [uou% + uuy, + UQUOz}dT —€ / 0dr
0 0
= —u/ [uoua, + wyui, + usug, |dr
0
t
= [ [(62)(@) 4 (-G par)(~6ur) + (6ar?) )] dr
0
t
= —64u3x/ [7’2 + 7%+ 7'2}d7'
0
t
= —64u3x/ [37’2}d7 =
0

Nuevamente se tiene

Jus(x,t)
Ox

t t83u3
ug(x,t) = —u/ A dT—e/ dr
a(z,1) o 3 o 013

t t
= —ﬂ/ [u0u3x + Ugug, + uguy, + u3u0x}d7 —€ / 0dr
0 0

a" t
= 64y %—O, para n=2,3,4,....
xn

t
= [ 606 + ()6
0
(632272 (—62uT) + (—64,u3:1:73)(6)] dr
t
= 65,u4x/ [TB +70 4+ 70+ 73}617'
0

t
= 65,u4:1:/ [473]dT:65u4xt4.
0
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En consecuencia,

O t on t
u4($, ):65u4t4 y M:Q para n=23,4,....
ax &E"
t ta3u4
0 o Ox3

= —pu /Ot [u0u4l + Uus, + Ugln, + Uzuy, + u4u0$]d7 —€ /Ot 0dr
= [ 60 + (66 + @ ptert) 6
0
(=64 BT (—62ur) + (65,u4557'4)(6)] dr
= —6%u°x /t [T+ttt dr
0
= —6%u°x /t [57’4} dr = —65pxt®.
0
La serie soluciéon es por tanto

u(z,t) = Z U (2, 1) = 62 — 62 pat + 6% ot — 6Pt + 67 ptat — 6%pPxt® + - -
m=0
= 6zl —6pt+ (6put)” — (6pt)” + (6ut)" — (6p8)° + -]

o0

m m 6x
= 6z Y (—1)"(6ut) = et 6pt| < 1.

Notese que si 4t = 6 y € = 1 estamos con la ecuacién KdV canénica (3.1.1),
y la soluciéon es entonces

6x

= 36t < 1.
1436t 367

u(z,t)



CAPITULO 4

Método Wavelet-Petrov-Galerkin para la ecuacion KdV

4.1. Introduccion

Al resolver ecuaciones diferenciales por el método de Galerkin, los
espacios funcionales construidos no sélo deben tener buenas propiedades de
aproximacion, sino que también deben permitir facilidad y rapidez en los
célculos computacionales. La idea bésica detras del método de Galerkin es
extremadamente simple, se parte del conocimiento de una base y consiste
en construir una sucesiéon de espacios funcionales {V;,} de dimensién finita
generado por {wy,ws, ..., w,} de manera que Vy C Vo C--- C V. y

lim d(v, V,,) =0,

m—0o0
donde d(v,V,,,) es la distancia de v a V},, para todo v € V. Esta sucesién de
espacios {V,,,} permite construir la sucesién {v,,} siendo vy, la solucién unica
del problema variacional aproximado: hallar v,, € V,, tal que,

a(vy,,v) =I(v) paratodo v € V. (4.1.1)

Esta es la esencia del método de Galerkin. Aca a(-, ) es una forma bilineal y
[ es un funcional lineal. Notese que (4.1.1) no es mas que un sistema lineal
de m ecuaciones algebraicas con m incégnitas, y por tanto para determinar
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vy, basta calcular ¢; € R tal que

a (zm: cjw;, wi) = l(w)

j=1

Za(wj,wi)cj = l(w;), i=1,2,....m

Jj=1

cuyo sistema homogéneo asociado tiene como solucion unica la trivial. Luego
existe y es tnica ¢; € R, como también lo es v,,, donde

m
Um = E CjWj.
j=1

La solucién aproximada v,, es, en general, diferente de la solucién exacta
v. Al incrementar la precisiéon, es natural buscar la soluciéon aproximada en
un subespacio mas grande V,,. Por tanto, para una sucesion de subespacios
Vi ¢ Vo C -+ C V, calculamos la correspondiente sucesion de soluciones
aproximadas v,, € V,,,, m = 1,2,.... El procedimiento para encontrar esta
solucién, se conoce como método de Galerkin [11, 12, 17, 29, 38, 42, 57].

Mencionemos también que bajo ciertas condiciones sobre la forma bilineal
a(-,+), v si ademés, V; C V4 C --- es una sucesién de subespacios de un
espacio de Hilbert V' con la propiedad

m>1
entonces el método de Galerkin converge
|lv = vm|lg — 0 cuando m — oo.

En consecuencia, el problema (4.1.1) se reduce a resolver el sistema de
ecuaciones lineales

K'c =F,

en donde K = (K;) es la matriz de rigidez, siendo K;; = a(w;, w;), el vector
l(w;) se llama vector de carga y el vector de componentes c¢; es el vector de
desplazamientos nodales.

En la solucion numérica de problemas de valor de frontera cuando
se utilizan las wavelets como funciones admisibles y de prueba en la
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aproximaciéon de Galerkin, el esquema resultante se llama Método Wawvelet-
Galerkin (MWG). La ventaja de este método es el precondicionamiento y el
potencial de discretizacién de las wavelets para los algoritmos adaptativos
[15]. En los métodos de elementos finitos o diferencias finitas para la
solucién de problemas elipticos en dominios acotados, una vez discretizado el
problema, el sistema Az = b a resolver, es mal condicionado [17, 29, 57]. Este
mal condicionamiento tiene dos inconvenientes: la inestabilidad numérica
y la lenta convergencia para algoritmos de resolucion iterativos. Con el
fin de obviar este problema, usualmente se utiliza un precondicionamiento
que consiste en encontrar una matriz invertible D tal que D7'AD con la
que se tendrd un mejor nimero de condicién [62]. Jaffard demuestra en
[41] que al utilizar métodos wavelets, el precondicionamiento més simple se
tiene cuando D es una matriz diagonal, obteniéndose asi, x(A) = O(1),
donde k(A) es el nimero de condicién. Por tanto, las técnicas wavelets
proporcionan métodos numeéricos eficientes, como alternativa a los métodos
clésicos [7, 22, 23, 34, 53].

En sus trabajos sobre andlisis wavelets, Daubechies presenta un método
para construir wavelets de soporte compacto y funciones de escala con
regularidad arbitraria y momento cero [24, 25]. Sin embargo, el precio para
estas buenas propiedades es la carencia de simetria y soporte amplio. Este
inconveniente desaparece en el contexto de las wavelets biortogonales, un
concepto introducido por Cohen, Daubechies y Feauveau en [19]. Por lo
tanto, en este contexto dos funciones base no ortogonales ¥;x y ¥7, que
también se llaman wavelets, son construidas a partir de las funciones de
escala trasladadas 1 y ¥*.

A diferencia del método de Galerkin, en donde las mismas funciones base
son usadas tanto como de prueba como admisibles, en el método de Petrov-
Galerkin, las funciones de prueba y ensayo son diferentes. En la aproximacion
de Petrov-Galerkin por wavelets biortogonales, la idea es usar una de las
familias de funciones base como admisibles y su dual como funciones de
prueba. Dahlke y Weinreich en [20] construyen bases wavelets biortogonales
de soporte compacto adaptados a algunos operadores diferenciales para
obtener matrices de rigidez con estructuras simples.

El propésito de este capitulo es estudiar la precisiéon del método de Petrov-
Galerkin utilizando wavelets biortogonales. Para tal fin, se estudia la ecuacion

KdV

U + [ UUy + € Ugzy = 0
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con la condicién inicial u(x,0) = ug(z), donde p y € son constantes positivas.
Y en lugar de las bases wavelets multi-nivel, se considera expandir las
soluciones aproximadas en términos de las funciones de escala ¢, x(x) de
un solo nivel como base para las funciones admisibles, mientras que las
duales ¢;, ;. (7) como las funciones de prueba. El estudio de la convergencia se
realiza a través del andlisis de Fourier. Para esquemas de Galerkin, en donde
¢ = ¢, este procedimiento se ha aplicado en el método de elementos finitos
y aproximacién spline.

4.2. Método de Petrov-(zalerkin para la ecua-
cion KdV

El método de Petrov-Galerkin estd inmerso en un método mas general,
como lo es el Método de los Residuos Ponderados. Comencemos entonces
presentando algunos hechos que muestran de donde aparecen las ideas
fundamentales del método.

Sea V un espacio de Hilbert separable y H un subespacio denso de V. Si
existe u € V tal que (u,v) = 0 para todo v € H, entonces u = 0 en V, donde
(+,-) es el producto interno en V. Supongamos ahora que {t;} es una base
en V, entonces (u, 1) = 0 para todo k, esto implica que u =0 en V.

Consideremos el operador T': Dy C V — V, tal que

Tu=f en (4.2.1)

con condiciones de frontera homogéneas apropiadas. Los elementos de Dy
satisfacen esas condiciones de frontera. Si u € Dy es tal que

(Tu— f,) =0 paratodo k=1,2,... (4.2.2)

donde {1} es una base en V, entonces tenemos Tu — f = 0 en V, esto
es, u es solucién de (4.2.1) en V. En otras palabras, encontrar la solucién de
(4.2.1) es equivalente a encontrar la de (4.2.2). Esta equivalencia es la esencia
del método de los residuos ponderados. Observe que u no necesariamente
se representa con respecto a la base {i,;}. Cualquier base {¢;} en Dr se
puede usar para representar a u, mientras que el residual, Ry, definido por
Ry = Tuy — f es ortogonal al subespacio generado por {1}, es decir,

(Tuy — f,0) =0 k=1,2,...,N. (4.2.3)
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Esta ecuacién se conoce con diferentes nombres dependiendo de la eleccién de
la base {11 }. En el caso general, en el que se elige 1y, # ¢ se llama método
de Petrov-Galerkin, véase por ejemplo, [4, 11, 12, 17, 57]. Cuando elegimos
Vr = ¢, tenemos el bien conocido método de Galerkin.

En el método de los residuos ponderados, buscamos una solucién
aproximada uy de la ecuacion (4.2.1) de la forma

N
unN = Z CiPi
i=1

donde N es un entero positivo arbitrario pero fijo, y ¢; son constantes a
determinar. Si el operador T es lineal, entonces la ecuacién (4.2.3) se puede
expresar como

N

S (T dw)er = (fn) k=1,2,...,N.

i=1

Consideremos ahora la formulacién débil de la ecuacion KdV
— tpu—+e-—=0. (4.2.4)
z

Sea 0 < a <3y f =3 - a, para toda funciéon de prueba v, f—regular, se

tiene 5 5 o
u u u
/R’Uadl' + u/ﬂ@vu%dx + E/RU%CZZU = O,

la derivada débil para el tercer término es

Pu 0*u d%v
Z T dr = (—1)8 - g
Rva$3d:€ (=1) /R ((9:6‘1) (dx5> de.

Luego la formulacién débil se puede expresar como

() ooletp) v (G ) o w2

donde (+,-) es el producto interno en Ly(R). Recordemos que una funcién
g es r—regular, si "¢ (x) € Ly(R) para todo s tal que 0 < s < 7y
para todo n € N. O también, si existe una constante M, > 0 tal que
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!g(s) (:1:)‘ < M, (1 + |z|)™", para cada © € R, para todo indice s tal que
0 <s<ryparatodon € N.

Aplicando el método de Petrov-Galerkin, tomando como funciones
admisibles

onp(r) = W 1V2o(h e — k), keZ,

donde ¢ es una funcién de valor real, r—regular, r > 1, y h > 0 es el paso
de discretizacién. Los espacios de aproximacion Vj, C Lo(R) son generados
por {¢ni(x),k € Z}, y la solucién exacta de la ecuacion KdV (4.2.4), se
aproxima por la expresion

un(z,t) = Uk(t)oni(x). (4.2.6)

Similarmente, las funciones de prueba se toman de la forma ¢}, , (), definidas
en términos de una funcion r*—regular dual ¢*, con r + r* > 3.

En la formulacién débil (4.2.5) escogemos o < 7 tal que f < r*. Si
reemplazamos u por la solucién (4.2.6) y v por cada funcién de prueba ¢;; (),
entonces

(%,v) +p (u%,v) +e(—1)7 (ZZZ,%) -

/R% <Z ¢h,k($)Uk(t)> Op(x)dr+

+M/R (28: Us(t)cbhs(l’)) (%;Uk(t)%k(x)) (¢, (x))da+
+ (—1)/36/}1% <%2Uk(t)¢hk(1’)> (%Gﬂ,x(ﬂ?)) dx

k
— - * (71— dUk(t)
_h lg/Rgzﬁ(h e = k)t (e — ) Ty

T

+puh™ Py N /R op(h™'w —s)¢*(h ' — l)di¢(hlfﬂ — B)Us()Ux(t)dz+

a B
+hte(-1)7 Y /R CZU—Q¢(h1:c - k)%gb*(hlx — DUx(t)dz = 0.
k
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Si ponemos Uy(t) = Uy y hacemos el cambio de variable y = h™'z — k, la
expresion anterior la podemos escribir como

> a(k) @+ h?’/zZZblkUUkJrh Z c(k)Uy, = 0,
k

donde
— [ oot -
R

b.0) = [ S oty — 16y — )y

« B 4% _
(h) = (-1 [ CANLEUER,

Los coeficientes Uy se determinan del siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias

d —3/2 -3
;a(l—k)aUkﬂm ;;b(s—k,l—k)USUkJrh e;c(l—k)Uk:O.

(4.2.7)

La forma matricial de esta ultima ecuacion es

d

LU+ pUT MU + eNU = 0 (4.2.8)
donde

U = (Ux), L(lk)=a(l—k)
M(Lk,s) = h™32b(l —k,1—5)
N(L,k) = h73c¢(l—k).

Las condiciones iniciales Ui(0), k € Z, son los coeficientes de up(z,0) =
Ryuy € Vj,, donde R, es algin esquema de aproximacion inicial que se
precisara mas adelante.
Con un paso de tiempo At = t,,,1 —t, y aplicando la regla del trapezoidal

se tiene

v gttt -ur

a At
donde U™ = U(nAt) para n > 0, luego la ecuacién (4.2.8) queda

Un+1 —yn
L [T} + pUTMU + eNU = 0.
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Haciendo G(U) = pUT MU + eNU se tiene

QU™ + GU™)
2

esta ecuacion se resuelve por el método de iteraciéon de Newton.

L(U™ —U™) + At =0, (4.2.9)

4.3. La ecuacion KdV linealizada

Hasta ahora sélo hemos requerido que las funciones ¢ y ¢* tengan
cierta regularidad. Sin embargo, para buenos resultados de aproximacion,
son necesarias condiciones adicionales que las discutiremos en esta seccion.

Comencemos entonces resolviendo la ecuacién KdV linealizada por el
método de la transformada de Fourier. Esto es, aplicaremos la transformada
de Fourier a la ecuacién

Up + [ Uy + €Upyy = 0 (4.3.1)

con la misma condicion inicial u(z,0) = ug(x).
Recordemos que la transformada de Fourier para la funcién u(z,t) es

Flu(z,t)] = /Ru(x,t)e_w“’"dx = u(w,t).

Noétese que esta transformada también es una funcién del tiempo; es decir,
es una transformada de Fourier ordinaria para cada ¢ fijo. De igual manera
obtenemos las transformadas de Fourier para las derivadas

Flug(z,t)] = / uy(x,t)e " dr = %/u(x,t)e_i“’mdx = Uy(w, t).
R

R

]—“[a u} = / Me_’md:p = (w)"t(w,t), neN
R

ox™ ox™
suponiendo que u es una funciéon de decrecimiento rapido. En consecuencia,
al aplicar la transformada de Fourier a la ecuacién (4.3.1) obtenemos

F(up) + pF (uz) + €F (Uggr) = 0

o lo que es lo mismo @ + i(uw — ew®)a = 0, donde @ = i(w,t), esta es una
ecuacion diferencial de primer orden con coeficientes constantes. Su solucién
general es

W(w, ) = A(w)e tme—ee?),
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Como u(x,0) = wug(x) entonces u(w,0) = Ug(w) por lo tanto, u(w,0) =
A(w) = tp(w). Asi,

i(w, t) = dig(w)e M)

Ahora bien, u(z,t) se obtiene al aplicar la transformada inversa de Fourier,
esto es,

F o w, 1)) = F (g w)e 07
u(z,t) = F ! (e’it(“”’6w3)ﬁo(w)>.
Si definimos el operador lineal y acotado E(t) en Ls(R) por
Bty :=F! (e*it(““’*ews)@(w))
entonces la solucién u se puede escribir como
u(z,t) = E(t)uo(z).

Por otro lado, la formulacién débil de la ecuacién KdV linealizada (4.3.1)

/ vudr + ,u/ vudx + 6/ VUgpedr = 0, (4.3.2)
R R R

donde v € C§°(R) es una funcién de prueba f—regular, 0 < o < 3y f = 3—a.

Como
9%u dPv
=(=1)° Z -
/Rvuxmdx (—1) /R(dxa d:cﬁ) dz,

entonces la ecuacion (4.3.2) se puede expresar como

ou ou 0*u dPv
R _ — 5 _— —
(8t’v)+ﬂ(8x’v)+€( D (dxa’dxﬁ) 0

donde (-, -) es el producto interno en Ly(R).
Como en el caso no lineal, al considerar los espacios V}, C Lo(R) con la
solucion aproximada

es

up(z,t) = Z Ur(t)dne(z)
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y al reemplazar u por uy y a su vez v por ¢, (z) = h™/2¢*(h~'x — 1) se tiene

0%u 0Pv
_1)8 —
/Rvutdx + M/Rvumdx +e(—1) / (dxa 8$5) dx =

/R(h_l/ng*(h_ljp — l)) (% Z Uk(t)¢hk($)> dz+

el /&w (ZUk )nk (T >—( T2yt (h e = 1))dz
= /R h 1 Pe(h e — )Z( —1/2¢*(h—1x—1))%Uk(t)dx+

+uh1/2/¢* ) ZUk— W 12p(h e — k))da+

R

-0 [ h*/QZU@)—a(h*/%(w kL 71—
¢ MY e v dxzP o .

=h- Z/¢ (h 'z —Dp(h ' k)dU;t()der

+ ph™ Z/¢ g —1) ¢(h Ly — k)Ui(t)dz

d?
ﬁ - VA (p . —
h~ Z/ —(h 'z k)=—56" (h™"w = YUx(t)dz =0
con el cambio de variable y = h™'z — k y poniendo Uy (t) = Uy, se tiene
d
Zal— Uk+h1 Zdl— YU + €(— %32 (I— kU, =0

que finalmente se puede escribir

3 [a(l ) (- k) + b2l — )] Uk} —0,  (4.3.3)

dt
d(k) = /R d‘fg) & (x — k)da.

donde
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De manera andloga se obtiene el sistema equivalente a (4.2.9)

n+1 n -1 —2 UI?+1 + Ul?
D al—k) U —UR]+ B ALY [pd(I— k) +h ec(l—k)}T:o.
k

k
(4.3.4)
Las ecuaciones (4.3.3) y (4.3.4) estdn en la forma de convolucién discreta,
luego aplicando la transformada discreta de Fourier

a(w) = Z a(k)e * = Z ape ke,

keZ kEZ

donde a = (...,a_1,a9,ay,...) € (*(Z), se tiene respectivamente

a(w)iﬁ(w, ) + hpd(w) + h2ed(w)]U(w, t) =0

dt
~ ~ - ﬁnJrl [7'77,
()07 () — 07 ()] + b Afpd () + hee(w)] D) g
la primera de estas ecuaciones se puede escribir como
d ~ L rpd(w) 4+ h2ed(w) ] ~
— t)+h! t) =
U t) + [ e O t) = 0
o de forma mas corta
d ~ Qh(w) ~ .
dtU(w,t) + Y U(w,t) =0
donde ~ ,
d(w) + h™*ec(w
Ol — 1)+ ()

a(w)

la solucion de la ecuacion diferencial es

Ulw,t) = ce~ (F57)

la condicién inicial para t = 0 es U(w,0) = ¢ luego

O (w, ) = T (w, 0)e ().

Para la otra ecuacién tenemos

pd(w) + hzeé(w)] U (w) + U™ (w)

(@) 5 =0

U (w) — U™(w) + h’lAt[
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y agrupando términos se tiene

Q’;(h )] — U (w) [1 = AtQ;;w)} =0

luego la solucién de la ecuacion en diferencias con el valor inicial dado es

— (&) Q)|
+(55) Qn(w)

o de forma més concisa U™(w) = [\, (w)]"U(w, 0), donde

_ (A ) Qh(w)]
+(51) @n(w)

La solucién up(x,t) = >, Uk(t)dni(x) tiene transformada de Fourier dada
por

U™ (w) {1 + At

U(w) =

U(w,0)

[\
Pl

)\h(w) =

Sk

i (w,t) =Y Up(t)h™'/? / o(h 'z — ke ™dx, kel
. R
con el cambio de variable y = h~'z — k tenemos

ﬁh(w, t) _ Z Uk hl/?/ i(y+k) hw¢( )
— 1/2 fzkhw —iyhw
A /R () dy

= h1/2U(hw t)o ( w)
— T(hw,0)e (*45

) /2 (o)
como up(z,0) = Ryup(x), entonces
in(w,0) = F(Rpuo) (w) = U(hw, 0)h'/2p(hw)

por lo tanto,

Qh(hw)t
h

)]:(Rhuo)(w).

Aplicando transformada inversa de Fourier tenemos

]:(Rhu()) (w)} )

tp(w, t) = 6_(

Qh(:W)t>

up(z,t) = F 1 [e(
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Si definimos el operador Fj(t) por
Qp(hw)t
F,(tw=F"1 [e( R )@}
entonces la solucién uy(x,t) se puede expresar como

up(z,t) = Fy(t)[Ryuo(z)].

Observe que Fj(t)v se puede escribir en la forma de convolucién discreta,
esto es,

Fu(t)ote) = 3 fil(5 ) ol — kb,

donde fi.(t/h) son los coeficientes de Fourier de la exponencial e=@»@)*/" De
igual manera, la solucién discreta

up () = Z Uy dne(z)
k
tiene transformada de Fourier
ip(w) =Y K PUL / p(h™ e — k)e ™ dx
. R
nuevamente haciendo y = h~'z — k se tiene

) = U [ o(g)e ey

k R
= U"(hw)h'¢(hw),

ipw) = U(hw,0)[A(hw)]"h"?¢(hw)
= [)\n(hw)]”}"(Rhuo)(w)

al aplicar la transformada inversa de Fourier se tiene
up@) = F([a(heo)"F (Byo) ()

= G} (Rhu()(x)> ,
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donde GJv = F! ([)\n(hw)]”@>.

Notese que el método es estable si Re(Qh(w)) > 0 para cada w real,
acd Re(z) es la parte real del nimero complejo z. El método se llama
conservativo si Re(Qh(w)) = 0 para todo w, o disipativo si Re(Qh(w)) >0
sobre algin intervalo.

4.4. Convergencia y estabilidad

Estudiaremos la convergencia puntual de las soluciones aproximadas
up(x,t) y up(z) en los puntos de malla x = hk. Con el propdsito de evitar
errores debido a la aproximacion del dato inicial, supondremos que Rjuq
interpola ug en los puntos de malla.

También se supondré que ¢ es r—regular, ¢(0) # 0 v ¢(w) tiene ceros de
orden p—+ 1 para todos los puntos w = 2k7, k € Z no nulo, para algin entero
p > 0. El conjunto de todas las funciones que satisfacen estas propiedades,
se denota por H,. .

4.4.1. Resultados de convergencia

Comencemos entonces considerando la siguiente condicién de interpola-
cién

> o(k)e™ =7 d(w +2km) £ 0, (44.1)

para todo w real, con el fin de definir un operador de interpolacién en
términos de las trasladadas y dilatadas de la funcién ¢. Como el operador
de interpolaciéon R, conmuta con Fj(t), como también con G}, entonces la
solucién aproximada uy(z,t) y la solucion en diferencias finitas Fj, (t)ug(x, t)
(respectivamente uj(z) y GRug(z)) coinciden sobre los puntos de la malla.
Supongamos ahora que ¢ € H,p, y ¢ € Hywpe. Para 0 < a < ry
0 < 8 < r* definamos la funcién 2r—periédica (o p(w) = > 4cy Las(k)e™

donde 5
Lob) = [ 0o e e

entonces (, g(w) define una funcién de clase C* y

Cop(w) = i PP h(w)*(w) + O (WP +?),  cuando w — 0.
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En efecto, para aplicar la relacion de Parceval, hacemos

4 dﬁ *
@) =220y )= 0wk,
entonces
iy, g ®
L) = [ G055 e = Wde = [ fwigle— s

= o / f(x) { / Meiw(’”k)dw} dx
=2 / etk { / f(z —de} dw

:27r/§ (w — (k) oy
R

— 2 F[f3](~k).

Por lo tanto,

Capw) = Y Tap(k)e ™ =" 2nF[fg](—k)e™™,
k

k

si hacemos h(w) = ( f?}) (w), entonces aplicado la férmula (1.2.7) tenemos

Zf w+ 2km)g(w + 2km),

Lemarié en [46, Lemme 1, p 159] demuestra que la funcién ¢, g(w) € C*.

Ahora bien, de la propiedad (1.2.5) tenemos

R @ =rwrd) v #[45]@=rwdw

por lo tanto,

Ca,p (w) =

= > F (j;‘f) (w+ zkw)f<f£) (w -+ 2km)

(w+ 2km)g(w + 2km)

>

= i) (w+ 2km) TP P(w + 2km) Pt (w + 2k7).  (4.4.2)

kEZ
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Esta tultima expresion se puede escribir como

o) = 178 (wa%(w)a%* (@) + 3w+ 25m) P + 2hm) (o + %w)) |
k40

si hacemos R p(w) = > ;0w + 2km) P d(w + 2km)d* (w + 2kT) entonces

Capl@) = %7 (WP Gw)* (@) + Rap(@) )

Como ¢(w) vy ¢*(w) tienen ceros de orden p + 1y p* 4 1, respectivamente,
entonces R, g(w) tiene ceros de orden p + p* + 2, y ademads, es una funcién
de clase C. Asf, Ro5(w) = O(w?™"2) cuando w — 0. En consecuencia,

Cap(w) = 1% P PG (w) 9 (w) + O (w7 +2) (4.4.3)

cuando w — 0.

Supongamos ahora que ¢ € H,, y ¢* € H,-, satisfacen la condicién de
interpolacion (4.4.1), donde r > 1y r+r* > 3, como también la condicién de
estabilidad, Re (Qh(w)) > ( para cada w real. Entonces, para el dato inicial
suave ug y para cada 1" > 0, existe una constante C' > 0, independiente de
h, Aty ug, tal que 0 <t < Ty 0 <nAt <T, se tiene

[u(t) = un(, B)llan = lul,t) = Fu(t)uol- )|z
S Chp+p*_1||u0||Hp+p*+2 (444)
[u(-, nAL) = upllzn = [Ju(-,nAt) = Ghuol|2n

IN

C (R 1+ A ||luo|| grrprse.  (4.4.5)

En efecto, de (4.4.2) se tiene

Goo(w) = a(w) = Y d(w + 2km)d*(w + 2kn)

= z::{/R ¢(z)¢"(z — k’)dx} e = 3" afk)e i

k

d(w) = Gow) =1 _(w+ 2km)d(w + 2km)d*(w + 2kn)
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&(w) = (—1)%Cap(w) = =i Y (w + 2km)* P P(w + 2km)d*(w + 2kr).
k
Por lo tanto,

~ ~ ~

pd(w) + h26i(w) _ p Tpen il + 2km)d(w + 2km)0(w + 2km)
a(w) > per Hlw + Qk/’”)m
| 220w + 2km) PG + 2km)(w + 2km)
S 0w + 2km)d* (w + 2k)
Y en 1w + 2k7) — h%e(w + 2k7)%] d(w + 2km) ¢t (w + 2k)
- g H(w + 26m) G (w0 + 2K)

Qn(w) =

(4.4.6)

Al descomponer las sumas de esta expresion para k = 0 y para k # 0y en
virtud de (4.4.3) se obtiene

~

i [pw — €720 G(w) ¢ (w) + O(WPHPH2) 4 hT20 (WPt H2)

B Bw)* () + Owrr™+2) |

Esta expresién se puede escribir también como

D)6 (@) [@n(w) = i + eh ™)+ Q@) O H2) = O +2) 4 h=20 (WP +2)
por  propiedades de los desarrollos asintoticos tales  como,
Qun(W)O(WPP +2) = 0 cuando w — 0, pw)d*(w) = 1 + O(WP™) y
O((hw)PtP"+2) = O(RPTP"+2) O (wPtP"+2), véase por ejemplo [9], se tiene

Qn(w) = i(pw + eh ™) + O(W!PH2) + h 20w ?)

Qn(w)

Qu(hw) = i(phw + eh™2(hw)?®) + O((hw)P7"+2) + K720 ((hw)P*?"+2)
= ihw(— ) + O ) [O(W ) 4+ h2O (W7 +2) .
De otro lado,
u(z,t) —up(z,t) = B)v(r) — Fy(t)v(z)
= Fi [e“”‘“w?’)t@(w)} _F! [efwhw)t/h@(w)}

_ 1 |:(€iw(,u,—ew2)t _ e—Qh(hw)t/h)@(w)}

_ 1 - (eiw(u—ew2)t i S_Qh(hw)t/h)f]<W)€iwrdw

2 ) o
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Ahora bien,

eiw(,u—er)t i e—Qh(hw)t/h _ eiw(,u—ewZ)t .

o [ihwumew?) OO 2) ph 20 (b e 2]

eiw(,ufeoﬂ)t . eth(hw)t/h‘ < |€iw(,u76w2)t| +

—iw(p—ew?)t|  —tO(wPTP 2 O(RP TP 1) L O (ppTPT -1
| |emetmei| 1O o +0( N,

pero
iw(p—ew?)t |

e -1 y }e—iw(u—euﬂ)t‘ =1,

luego

ez’w(u—eﬁ)t _ e—Qh(hw)t/h| 1+ e,to(wp+p*+2)[O(hp+p*+1)+o(hp+p*,1)]

Ce_to(prrp* +2)O(hp+P" 1)

INIA TN

Chpptr -1 |w|p+p*+2.
Finalmente tenemos

1 * ] ~ T
luz,8) = Fu(z,Ollzn < 5 |eilimet o= Qu)t/ | ()| €7 | dw

[ee]
Chw_l/ (72 ) o

IN

o0

< cprt / (14 W)+ g (w) [P

o0
= CR™" " Hug || gosp=+2-

De manera andloga se prueba la desigualdad (4.4.5).

4.4.2. Condiciones de estabilidad

Comencemos estudiando algunas hipdtesis que garanticen las condiciones

de estabilidad. Para ello supongamos que é(w)é* (w) es real para todo w € R.
Entonces la ecuacion (4.4.6) implica que Re (Qh(w)) = 0, lo que significa que
el método es estable y conservativo. Esto sucede si

= ¢ = ¢* (Método de Galerkin);
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= ¢y ¢* son simétricas alrededor del mismo punto.

Supongamos que las funciones de prueba se obtienen de n,(z) = ¢*(x —
una version trasladada de ¢*, para algin A > 0. Como 7, (w) = e ”‘wqﬁ*( ,
entonces M(w + 2km) = e~ AEH2ET Gr () 4 k) = e~ ZRTAGx (o 4 Dorr),
luego My (w + 2k7m) = e“‘wgg*(w + 2km) &, donde &, = €2 En este caso la
ecuacién (4.4.6) serd

A
)

Onaw) = i 37 (w4 2k7) — eh™2(w + 2k7)3)d(w + 2k7)ed* (w + 2kT) Ex
h,A - N —_— P
>k O(w + 2km)e? o (w + 2k) §

como e no depende de k, la tltima expresién se puede escribir

Ona(w) = i 3w + 2km) — eh 2 (w + 2k7)3)p(w + 2k) ¢ (w + 2km) Ex
ra(w) = - —— ;
2o w4 2km)¢* (w + 2k7) E

si hacemos v = 1 — \ entonces

SV — ei?kwr _ eiZk(l—)\)ﬂ — e2k7rz —i2kAm f)\’

luego teniendo en cuenta que gzg(w) A*(w) es real se tiene

O = i S (w4 2k7) — eh ™2 (w + 2k7)3)d(w + 2k7)o* (w + 2km) €y
1N - = N P ;
> op (w4 2km)o* (w + 2km) €y

asl, Qpr(w) = —Qh(w) v esto implica
Re(Qny(w)) = —Re(Qna(w)).

Esta propiedad se utiliza en las siguientes conclusiones para ¢ y ¢* cuando

se cumple que ¢(w)d*(w) es un real

» Para A =1/2, Re(Qp,(w)) = 0 para todo real w, y el método es estable
y conservativo.

= Si para algin 0 < A < 1 el método es estable y conservativo entonces
también es verdadero para el parametro de traslacién 1 — A.

= Si para algin 0 < A < 1 el método es estable y disipativo, entonces
para el parametro de traslacion 1 — A es inestable.
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4.5. Algoritmos para calcular a(k), b(l, k) y c(k)

Para calcular los coeficientes a(k), b(l, k) y ¢(k) recurriremos a resolver
(parcialmente) el problema de valor de frontera periédico para la ecuacion
diferencial con coeficientes constantes

d
Zastu =Pu=g

s=0
u y g 1—periddicas en el espacio

donde D = %. El método de Galerkin descrito en esta seccién se basa
en el marco biortogonal {Vj, V;*}, asociado a las funciones de escala spline
biortogonal ¢ = ¢n y ¢* = ¢n N+, con el correspondiente par conjugado

{¢,¢*}, donde

3(x) = {gzﬁN_l(x) s? N es impar,
¢n—1(x+1) siN es par.

(g( ) dn_1.n++1() si N es impar,
*(x) = ’
dn-—1N++1(z+ 1) siN es par.

Una de las familias de funciones base se utilizara como funciones de ensayo
o admisibles, digamos ¢; (), y su familia dual ¢3,(z) como funciones de
prueba. Esto significa que la solucién aproximada para el problema de valor

de frontera dado es
= U;(k)d;(

kEZ

donde U;(k) = U;(k + 27) son los coeficientes periédicos que se deben
determinar a través de la siguiente relacion

/(Puj —9)¢5,(y)dy =0 para cada [ € Z. (4.5.1)
R

Siempre que las funciones base tengan la suficiente regularidad para que esta
integral tenga sentido. La ecuacion (4.5.1) se puede expresar como un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias

> ) 29T(k = D)U;(k) = Gj(1) para cada [ € Z, (4.5.2)

keZ s=0
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donde Gj(k) = (g,¢},) ¥

Fs(m> - Fs,N,N* (m> = <_1)p/RDS_p¢(y)Dp¢*(y + m>dy’ (453)

los indices 0 < p < s se introducen aqui con el fin de controlar la posible falta
de regularidad de las funciones base. Para ilustrar el calculo de los coeficientes
utilizando la férmula (4.5.3), lo haremos para la funcién hat, con 0 < s < 3,

1+ si —1<x<0
p(x) =do(x) =4 1—z si 0<z<1
0 en otro caso

y sus duales ¢* = ¢9 y+ con N* > 4, que tienen soporte sobre los intervalos
[—N N *] De la relacion de biortogonalidad se tiene

Fo(m /¢ )dy = S

Si derivamos la funcion hat obtenemos

1 —1<z<0,
=< -1 O<e<l1

0 en otro caso

dga(z)
dx

entonces
d 0 1
i) = Tutm) = [ ety = [ otgrmidy- [ o (grmdy

paras=1,p=0y N =2

gg*(x) = Q~52,N*( ) = 1N (741 / Pa,

aplicando estos cédlculos obtenemos

0
['y(m) = PN+ (y +m)dy — / G n+(y +m)dy

-1

m 1+m
= / ¢2,N* (Z)dZ — / ¢2,N* (Z)dz
—14+m m

= ¢1ne41(m) — 1 v+ 1 (m + 1),
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La segunda derivada de la funcién hat en el sentido de las distribuciones es

(65():9) = (1P (o). @) = [ a(a) (@)

= (z+ )¢ (@)% + (1 — )¢ ()]s
= ¢ (0) = p(@)|2 = ¢'(0) + p()l5
= —¢(0) + o(=1) + ¢(1) — ¢(0)
=0(x+1)—26(x)+0(x —1)

¥
Y

con s =2y p=1 tenemos

/¢ rmdy == [ o rmidy+ [0+ mdy
= ¢*(=1+m)+¢"(1+m) — ¢"(m)
—¢2,N( —1)—2¢2N( m) + ¢g,n+(1 +m)

Noétese que ¢g v+ () = fo s N+—1(y)dy, y con N =3

" (x) = o (z / ¢ (y dy—/ P3N+ (y

Para el cdlculo de la integral ¢(k) tomamos los valores s = 3y p = 1, también
es valido para valores de a =2y =1

/¢ “(y+m)d

_ / 1) = 26(y) + 8y — D" (y + m)ldy
- / 00y + 1) = 20(y) + 8(y — 1)][Gner(y + M+ 1) — o1 (y - m)]dy

- /[5(9 + Dosne—1(y+m~+1) —20(y)psn—1(y +m+ 1)+
R

+0(y — D n—1(y+k+1) =6y + s ne—1(y + k)+
+26(y)¢3,n+—1(y +m) — 0(y — 1)¢3 n-—1(y + m)]dy

—[pg,ne—1(m) — 203 n+—1(m + 1) + Pg n+—1(m + 2) — P3 n=—1(m — 1)+
+ 2¢3 n+—1(m) — @3 n+—1(m + 1)]
= ¢3ne—1(m — 1) 4+ 3p3 n+—1(m + 1) — 3Pz n+—1(m) — P3 n+—1(Mm + 2)
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luego
c(k) =Ts(k) = ¢gn+—1(k—=1)+3d3 n+—1(k+1) =3P3 n+—1 (k) — 3. v+ —1 (K +2).

Si bien, para el célculo de la integral b(l,k) no seguimos el mismo
procedimiento, si utilizamos algunos resultados obtenidos anteriormente

b(l, k) = /+OO 492(2) o~ )6 (o — K)da

o dx

0 1
- / ¢2($ - l)¢2,N* (l‘ - k’)df - / ¢2($ - l)¢27N* (l‘ — k’)d$
-1 0

—k 1-k
- / o2y + k — Dba-(y)dy — / ba(y + k — Do (4)dy
—1—k —k

-k 1+1-k
- / (L4 g+ k — Dban-(4)dy — / (1= y— &+ Dgon-(v)dy

—1-k -k

—k+l —k+l
={1+k-1) / pa,n-(y)dy + / Yo, n+ (y)dy+

1-k+lI —1—k+l

—1-k+l —1—k+l
i / ydon-(y)dy — (1 — k +1) / Go,n+(y)dy

k+1 —k+l1

por lo tanto,
b(l,k) = I(=1=k+D)+1(=k+1)+(1+k—=1) 1 yr1(I—k)— (1—=k+1) p1 n+ 41 (1—k+1),
donde .

I(k) = /k Yyo2,n+(y)dy.
Para [ = 0;
b(0,k) = I(=1 = k) + I(=k) + (1 + k)prnes1 (=) = (1 = k)drnea (1 — K).
Para [l = —1
b(—1,k)=I(—2—k)+I(—1—k)+ 2+ k)prn11(—1 — k) + ko1 n+11(—k).
Para | = 1,

B(L,K) = I(=k) + I(1 — k) + kyne1(1 — k) — (2= k)pune11(2 — k).
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Nétese que I(1 — k) + (k — 2)¢1 n++1(2 — k) = 0. Luego
b(1, k) = I(=k) + kg1 n-s1(1 — k).
De igual forma se tiene para [ = —1 que
b(—1,k) = I(=1 = k) + ké1 n-11(—F).
Por simetria de ¢o y+(y) alrededor de = 0 se tiene
k+1 k —k
10 = [ oy =~ [ worn-t)ay=— [ youx-y
k k+1 k-1
=—I(-k-1)
y la simetria de ¢y y+_1(x) alrededor de = = %, implica

b(—Lk) = —b(1,—k) y b0,k) = —b(0,—k).

De la condicién de biortogonalidad aplicada a ¢ = ¢2 y ¢* = @2 y« se obtiene
la siguiente relacién

+0o0
o(y)d"(y — k)dy = Ok

de esta manera se obtiene
+o0 —k
G2(y)b2,n-(y — k)dy = / (14 2+ k)do N+ (2)dz+
0 —1—-k
k

+ / (1= 2 — B)done(2)dz

k

1-k

—k
:/ z¢27N*(z)dz—/ 2¢9 N+ (2)dz+

1-k —k

+ (14 k) /_ " o ()t

1-k

1-k
+ (1 - ]{?)/ ¢2,N* (Z)dZ = 5k,0~

k
Luego
I(=1—k) = I(=Fk)+ (k+ 1)p1n1(—k) + (1 = k)p1 v+ 11 (1 — k) = 6o
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esta formula se puede usar para simplificar la expresion b(0, k) dando

b(0,k) = dor +21(—k) — 2(1 — k)1 n+11(K).
El algoritmo para el célculo de I(k) es el siguiente:
= 1(0) = ¢1,n11(0) — %
» Parak=1,2,...,N*—1
o [(—k)=—-I(k—1)

o [(k) = —I(=Fk) + (k+ 1)p1 ney1(=k) + (1 = k)1, n-11(F)

« I(—N*) = —I(N* —1).

Para llevar a cabo los célculos es necesario tener en cuenta los valores
de ¢1 nN+41 Y @3 n++1 en los enteros. En general, el orden para calcular los
valores de la funcién escala de soporte compacto en los enteros, puede usarse
el algoritmo de cascada, véase la Seccién 2.6, que empieza con la ecuacion
de dilataciéon y soluciona el problema de valores propios para la matriz cuyas

entradas son h(20 — k).

4.6. Implementacién del método y resultados

numeéricos

% Implementacién del Método Petrov-Galerkin basado
% en Wavelets Biortogonales, para una funcién hat.

% Se limpian las variables que hay en el workspace
clc; clear all;

% Parametros de la funcién KdV
mu=1; epsilon=0.000484; C=0.3; K=(C/(4*epsilon))~.5; d=-K; xa=0;
xb=2;

% Parametros del método (ancho de malla, delta de tiempo, etc)
h=1/2"5; delta_t=0.1; x=0:h:2; n_ast=4; tam=length(x);
wname=’bior2.4’; 7 Se trabajo con n_ast=4

% Evaluacién de las Wavelets Biortogonales a trabajar, se usé el algoritmo
% biphivals para calcular la wavelet, dicho cédigo se puede encontrar en
% la pagina de Matlab.

[s9,a9]= biorwavf(’bior3.3’); % Wavelet Biortogonal(3,n_ast-1)
[hO,h1,£0,f1] = biorfilt(a9, s9); [x1,phi9,wpl,psi9,psitilde9] =
biphivals(hO,h1,£f0,£1,0); x1=x1-3;
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[s9,a9]= biorwavf(’bior1.5’); % Wavelet Biortogonal(l,n_ast+1)
[hO,h1,f0,f1] = biorfilt(a9, s9); [x2,phi9,wp2,psi9,psitilde9] =
biphivals(hO,h1,f0,£1,0); x2=x2-4;

% Funcién a trabajar
phi=@(x) hat Function(x);

% Vector que posee el cédlculo de la integral I para el céalculo de B
I = cal_I(n_ast,x2,wp2);

% Se renombran los nombre de las funciones para la evaluacién

% de las integrales para el calculo de coeficientes

a = @(x) x==0; b = @(1,k) calB( 1,k, x2, wp2,I, n_ast); c = @(k)
calC(k,x1,wpl);

% Renombro la funcién que se usa para el método iterativo de Newton.
G=@(U) cal_G(U,h,epsilon,mu,b,c,n_ast );

% Matriz que guarda los coeficientes de la discretizacién de la malla
% a través del tiempo, una columna i representa los coeficientes en el
% tiempo delta_t*i.

coef_U=zeros(tam,10);

% Hallamos por Minimos Cuadrados los coeficientes cuando t=0.
y0=3*C*cosh(K*x+d) ."-2; y0=y0’;

RO=zeros(tam); for i=1:tam
for k=0:tam-1
RO(i,k+1)=h"(-0.5)*phi (h~(-1)*x(i)-k);
end
end coef_U(:,1)=(RO’*R0)\R0O’*y0;

% Se resuelve el problema a partir de iteracién de Newton.
aux=coef_U(:,1); for j=2:10
i=1;
while sum((aux-coef_U(:,j))."2)".5>=1e-7
D = cal_D( coef_U(:,j),b,c,mu,epsilon,h,delta_t );
aux=coef _U(:,]j);
coef _U(:,j)=coef _U(:,j)+bicgstabl(D,-(coef_U(:,j)-coef _U(:,j-1)+
delta_t*(G(coef_U(:,j))+G(coef _U(:,j-1)))/2));
i=i+1;
end
disp(’paso’);
end

% Calculamos el valor teérico para contrastar con el experimenta
t=0:delta_t:0.9; for j=1:length(t)
for i=1:length(x)
Teo(i,j)=3*Cxcosh(Kxx(i)-K*C*xt(j)+d) . -2;
end
end

% Matriz con lo valores de la funcién calculados numéricamente en los
% diferentes tiempos
Pru=RO*coef_U;
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% Error entre el valor tedrico y préctico.
error=sum((Teo-Pru)."2).".5;

% tabla con la informacién del error en los diferentes tiempos.
tab=[t’ error’];

function [b] = calB( 1,k, x,wp,I,n_ast)

%CALB Funcién que calcula el coeficiente b

% 1: seria el primer argumento de la funcién

% k: seria el segundo argumento de la funcién

% x: vector con las posiciones en las que se cdlculo los valores
% de la wavelet

% wp: vector con los valores de la wavelet en los puntos x

% I: un vector con los valores de la integral I

% mn_ast: valor con el que se trabajas las wavelet biortogonales

if (k>=n_ast || k<=-n_ast)
b=0;
else
if (1<=-2 || 1>=2)
b=0;

elseif (1l==-1)
b=-I(n_ast+1-k-1)-k*encontrarK(-k,x,wp);
elseif (1==0)
b=I(n_ast+1-k-1)+I(n_ast+1-k)+(k+1)*encontrar K(-k,x,wp)+(k-1)*encontrar K(-k+1,x,wp);
elseif (1==1)
b=-I(n_ast+1-k)-k*encontrarK(-k+1,x,wp);
end
end

function [c] = calC(k,x1,wpl)
%CALC Funcién que calcula el coeficiente ¢
% k: seria el primer argumento de la funcién

yA de la wavelet
% x1: vector con las posiciones en las que se cdlculo los valores
yA de la wavelet

% wpl: vector con los valores de la wavelet en los puntos x
c=encontrarK(-1-k,x1,wpl)-3*encontrar K(-k,x1,wpl)+ 3*encontrar
K(1-k,x1,wpl)-encontrar K(2-k,x1,wpl); end

function I = cal_I(n_ast, x,wp )

%CAL_I Funcién que calcula la integral I

% mn_ast: valor con el que se trabajas las wavelet biortogonales
% x: vector con las posiciones en las que se calculo los valores
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% de la wavelet
% wp: vector con los valores de la wavelet en los puntos x

I=zeros(n_ast*2+1,1);

I(n_ast+1)=encontrarK(0,x,wp)-1/2; for k=1:n_ast-1

I(n_ast+1-k)=-I(n_ast+1+k-1);

I(n_ast+1+k)=-I(n_ast+1-k)+(k+1)*encontrar K(-k,x,wp)+(1-k)*encontrar K(k,x,wp);
end I(1)=-I(2*n_ast);

function [ G ] = cal_G( U,h,eps,mu,b,c,n_ast )

%CAL_G Funcién que calcula el operador G

% U: seria el vector de los coeficientes

% h: seria el tamafio de la malla

% eps: parametro epsilon de la ecuacién KdV

% mu: pardmetro mu de la ecuacién KdV

% Db: funcién para el cdlculo de b

% c: funcién para el calculo de ¢

% n_ast: valor con el que se trabajas las wavelet biortogonales

G=zeros(length(U),1); for 1=0:length(U)-1
suml1=0;
sum2=0;
for k=0:length(U)-1
if abs(l-k)<=n_ast
for s=0:length(U)-1
suml=suml+b(s-k,1-k)*U(k+1)*U(s+1);
end
end
sum2=sum2+c (1-k) *U(k+1) ;
end
G(1+1)=muxh~ (-3/2) *suml+eps*h”~ (-3) *sum2;
end

function D = cal_D( U,b,c,mu,epsilon,h,delta_t )
%CAL_D Funcién que calcula la matriz Jacobiana
% U: seria el vector de los coeficientes

% eps: pardmetro epsilon de la ecuacién KdV

% mu: parametro mu de la ecuacién KdV

% Db: funcién para el cdlculo de b

% c: funcién para el calculo de ¢

% h: seria el tamafio de la malla

% delta_t: paso en el tiempo.

D=zeros(length(U)) ;
for 1=0:length(U)-1

for j=0:length(U)-1
sumas=0;
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for s=0:length(U)-1
sumas=sumas+b(s-j,1-j)*U(s+1);
if s==j
sumas=sumas+b(s-j,1-j)*U(s+1);
end
end
D(1+1,j+1)=delta_t*(muxh~ (-3/2)*sumas+epsilon*h” (-3)*c(1-3j))/2;
end
end

D=D+eye (length(U));

function yO = encontrar K( x0,x,y )

%ENCONTRAR K Funcién que encuentra el valor x0 correspondiente a un

% vector y, buscéndolo en un vector x, en caso de no encontrarlo
% hace una interpolacién lineal.

% x0: valor a encontrar

% x: vector de bisqueda

% y: vector con los valores evaluados de x

if (x0<=x(1))
yo=y(1);
elseif (x0>= x(length(x)))
yO=y (length(y));
else
for i=1:length(x)-1
if (x0>=x(i) && x0<=x(i+1))
lambda=(x0-x(i))/(x(i+1)-x(i));
yO=lambda*y (i+1)+(1-lambda)*y (i) ;
end
end
end
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Tiempo Error

0 2,53E-18

0,1 0,04114137
0,2 0,04298284
0,3 0,05190608
0,4 0,06032352
0,5 0,07034124
0,6 0,08141202
0,7 0,09275702
0,8 0,10438704
0,9 0,11619728

Cuadro 4.1: Error del método con h = 27°

0.12

0.1f

0.08

Error
o
o
[}

0.04r

0.02

1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Tiempo
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1.2

Amplitud
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i

i

T T T
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0.6

0.8
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1.4 1.6 1.8 2
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-0.2
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0.2
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1
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1.4
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1.2 T T T
*  Método Numérico
Valor Teorico

Amplitud

Posicion

0.9

T T T T
*  Método Numérico

0.8 : : Valor Teorico

0.6 b

0.5 4

0.4t : v :

Amplitud

03f : « ‘ .

0.1 1

-0.1 i i i i i i i i i
0

Posicién
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