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RESUMEN

En este trabajo se propone un modelo matematico simple que represente la
interaccion entre el gusano barrenador de la cana de azucar (Diatraea
saccharalis) [11] y sus larvas parasitadas por una avispa (Cotesia flavipes

Cameron) [22] que cohabita en el ambiente.

Se plantea inicialmente un modelo que muestra la interaccion entre las dos
especies. Este modelo se fundamenta en procesos de tipo continuo, a partir
de la interaccion huésped-parasitoide planteada por W. R. Thomson en
1924 y esta definido por un sistema de cinco ecuaciones diferenciales. Se
encuentran los puntos de equilibrio del sistema y a partir de estos
resultados se inicia el proceso de inclusion de control al modelo, que busca
optimizar la solucion del problema utilizando el Principio del Maximo de
Pontryagin. La solucion numérica se obtiene aplicando el algoritmo

Backward — Forward Sweep [26].



ABSTRACT

In this work, a simple mathematical model is proposed that represents the
interaction between the sugarcane borer (Diatraea saccharalis) [11] and its
larvae parasitized by a small wasp (Cotesia flavipes Cameron) [22] that

cohabits in the environment.

A model is initially proposed, in order to have an approach to the interaction
between the two species. This model is based on continuous type processes,
based on the host - parasitoid interaction proposed in 1924 and it is defined
by a system of five differential equations. We find its equilibria and from
these results, the control process’s inclusion to the model is initiated, which
seeks to optimize the solution of the problem, using the principle of
maximum of Pontryagin. The numerical solution is obtained by applying the

Backward - Forward Sweep algorithm [26].
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1 INTRODUCCION

La utilizacion de enemigos naturales para intentar reducir las
consecuencias dejadas por las plagas en cultivos alimentarios se remonta a
tiempos lejanos. Esta estrategia con el paso de los anos se denominé control
biolégico. Es posible que el control biolégico comience en la antigua China,
aplicado al cultivo de citricos que eran atacados por plagas del follaje. Para
ello colocaban hormigueros cercanos a los cultivos y se observaba que las
hormigas eran excelentes depredadores de estas plagas en sus diversas
variedades. Sin embargo, las hormigas acababan con diversos tipos de
plagas sin discriminacion de especies [RW12]. La idea de la utilizacion de
parasitoides nace con Erasmo Darwin en 1800 cuando observa la accion de
una avispa sobre las larvas de la plaga de follaje en plantaciones de repollo,
pero solo hasta 1888 se tienen registros de la utilizacion seria y coordinada
del control biologico, por tal razon se considera este ano como el inicio de
esta actividad en el mundo, cuando se utilizé Rodolia cardinalis para el
control de Icerya purchasi, una escama que estaba atacando los cultivos de
citricos en Australia y se habia introducido accidentalmente en California
[RWO9].

Se ha tomado la siguiente definicion, por considerar que su descripcion es
realmente clara para los intereses de esta investigacion: “Control bioldégico es
una forma de manejar poblaciones de animales y/o plantas. Consiste en el
uso de uno o mas organismos para reducir la densidad de una planta o
animal que causa dano al hombre (DeBach, 1964). Dado esto, el control
biolégico se puede definir como el uso de organismos benéficos (enemigos

naturales) contra aquellos que causan dano (plagas).
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Un organismo que no es deseable puede ser eliminado localmente, o lo que es
mas deseable su poblacién puede ser reducida a un nivel que no causa dano
economico. La erradicacion completa de plagas es ambiciosa y en la mayoria
de los casos trae problemas ecoldgicos. Si un enemigo natural elimina
completamente una plaga, este quedaria sin alimento para continuar su
desarrollo. En control biolégico se busca reducir las poblaciones de la plaga a
un nivel que no cause dano econdémico, permitiendo asi un cierto nivel

poblacional de la plaga que garantice la sobrevivencia del agente controlador.

Este agente controlador mantiene su propia poblacién previniendo que la

plaga retorne a niveles poblacionales que causan dano” [RW9].

En lo referente con la clasificacion que se aplica en biologia (taxonomia), se
tiene que Diatraea pertenece al Phylum de los artrépodos, a la Clase insecta
(insectos), al orden lepidoptero [17] (“del griego «lepis», escama, y «pteron,
ala, debido a que sus alas estan llenas de pequenas escamas que le dan
color), son el orden en el que se sitian las mariposas y polillas. Es uno de los
ordenes de seres vivos con mds especies, mds de 165.000 especies repartidas
en unas 127 familias, es decir hay casi el triple de especies de mariposas que
de vertebrados” [RW1]), familia Crambidae (La define como una polilla

[RW2]), género Diatraea (Gusanos barrenadores [RW3]).

De otro lado, la taxonomia para la Cotesia flavipes da cuenta que ésta
pequena avispa pertenece al Phylum de los artropodos, a la Clase insecta,
del orden Hymenoptera (“Los Hymenoptera son conocidos como abejas,
avispas, hormigas, etc. Presentan como caracteristicas principales un ciclo
holometabolo (huevo-larva-pupa-adulto), los adultos presentan dos pares de

alas membranosas transparentes o trasltcidas, las posteriores mas
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pequenas que las anteriores, el aparato bucal es de tipo masticador”) [RW7],
familia Braconidae (avispas parasitoides) [RWS§]

Los gusanos barrenadores del tallo de la cana de azucar, pertenecientes al
género Diatraea, es una de las principales plagas de la cana de aztucar en
Ameérica [RW13]. Su manejo se ha basado en el control biologico,
especialmente con la inclusion, en zonas afectadas de una poblacion
adicional de moscas Parathenesia claripalpis (van der Wulp) y
Metagonistylum minense (Townsend) (Diptera: Tachinidae), quienes en su
estado larvario parasitan al gusano barrenador, reduciendo su poblacion y
minimizando su dano. Con ese proposito en el Valle del Cauca, desde los
anos setenta, se viene trabajando en la cria y liberacion de las moscas para
mantener el dano del gusano en niveles aceptables. Hoy dia Cenicana cultiva
de manera experimental en sus laboratorios Cotesia flavipes, una avispa que
se ha venido asentando en los cultivos de cana desde hace algunos anos y

que es enemigo natural del gusano barrenador.

En este trabajo se busca analizar el efecto de una estrategia de control
biologico de las larvas de Diatraea, mediante la liberacion de un enemigo
natural distinto y novedoso en la region del valle del rio Cauca, en este caso

la avispa Cotesia flavipes, que ataca el estado larvario de la plaga.

Para tal propoésito se introdujo un modelo matematico del tipo hospedero-
parasitoide siguiendo los lineamientos en [8,43], que representa la
interaccion natural entre Diatraea saccharalis y Cotesia flavipes y se
formulé un problema de control 6ptimo en tiempo continuo que integra el
calculo de variaciones y el principio de optimalidad de Bellman, con una
gran variedad de aplicaciones en economia [46] y en particular en modelos
biologicos [26], para evaluar el efecto en la poblacion de larvas de Diatraea

saccharalis que se presenta ante una liberacion adicional de avispas
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Cotesia flavipes, como medida de control (“Esta escogencia se puede
justificar, ya que los resultados de la teoria de calculo de variaciéon aparecen
como casos particulares de los resultados de la teoria de control 6ptimo. Esta
teoria necesita de condiciones sobre los espacios de definicion de las
variables de estado y de control los cuales son mucho mas flexibles que la
teoria de cdlculo de variacion” [46]). El objetivo es minimizar la poblacion de
larvas de Diatraea saccharalis liberando una minima poblacion de avispas

Cotesia flavipes en un tiempo t.

En el marco tedrico, se plantean las definiciones basicas necesarias y los

teoremas mas relevantes en la teoria de control 6ptimo.

En el capitulo 6 se introdujo el modelo Diatraea saccharalis-Cotesia flavipes
dividiendo la poblacion total en 5 estados biologicos. De una parte, huevos,
larvas y adultos de Diatraea saccharalis y de otra parte larvas de Diatraea

saccharalis parasitadas por Cotesia flavipes y adultos de Cotesia flavipes.

. Figura 1.2: Larvas recién Figura 1.3: Larva en
Figura 1.1: Huevos de . . .
; ! emergidas de Diatraea desarrollo de Diatraea
Diatraea saccharalis . .
saccharalis saccharalis
Fuente: Vélez — Granada Fuente: Vélez - Granada Fuente: Vélez - Granada
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Figura 1.4: Adulto de Diatraea saccharalis

Fuente: Vélez - Granada

“N
."w \ i
B adal
o~
Figura 1.5: Diatraea
Saccharalis siendo Figura 1.6: Cocones de Figura 1.7: Adultos de
parasitada por Cotesia Cotesia flavipes Cotesia flavipes
flavipes
Fuente:
Fuente: http:/ /www.mnn.com/your-
http:/ /lpv400mip.blogspot.c | home/organic-farming-
om.co/2015/07 /universidad | gardening/blogs/how-baby- Fuente: Vélez - Granada
de-panama- wasps-can-save-your-
facultadde_4.html tomatoes-from-hornworm-
caterpillars

Nota: Fotografias tomadas directamente en los laboratorios de Cenicana. Fotografo Diego
Alejandro Granada Duque.

En el capitulo 7 se formul6 el problema de control 6ptimo introduciendo una
variable de control. El problema de control 6ptimo se resuelve usando el
principio del maximo de Pontryagin [26]. El principio del maximo de
Pontryagin es aplicado usando el algoritmo backward-forward [26, 33, 44,

45].
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Finalmente se realizo un analisis de los resultados numeéricos, encontrando
que, al aplicar la variable de control, la solucion del problema de control
optimo arroj6 una disminucion en la poblacion acumulada de la plaga,

especialmente en la cantidad de sus larvas.
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2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En las plantaciones de cana de azucar en el Valle del Cauca es comun
encontrar diversas problematicas respecto al ataque de los cultivos por parte
de diversas especies de seres vivos que necesitan este alimento para su
subsistencia entre los cuales se pueden citar, pulgon amarillo, picudos,

comejenes, gusanos barrenadores, chizas entre otros [1].

De todas las plagas existentes que atacan los cultivos de la cana se quiere
hacer especial énfasis en los gusanos barrenadores del tallo, por ser estos
los que ocasionan mayor dano a los cultivos, generando altos desembolsos

en términos economicos para su control [1].

Los barrenadores del tallo de la cana de azicar mas comunes en el Valle del
Cauca son del género Diatraea, en especial Diatraea saccharalis, Diatraea
busckella, Diatraea tabernella y Diatraea indigenella. Las areas de
distribuciéon son en su mayoria en la zona norte, para el caso de Diatraea
saccharalis, centro y sur del departamento para el caso de Diatraea
indigenella. Esta ultima no se encuentra en otros paises y su manejo

depende de las experiencias locales [2,36].

Particularmente existe informacion donde se estima que por efecto de
Diatraea saccharalis, se pierde el 0.83% por cada unidad porcentual de
dano, lo que daria unas pérdidas de 0.96 toneladas de cana por hectarea

137].
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Figura 2.3: Gran volumen
interno de cana devastado
por el barrenador

Figura 2.1: Cogollo de caia | Figura 2.2: Tunel elaborado
en primeras etapas por el barrenador

Fuente: Cenicana Fuente: Cenicana Fuente: Cenicana

Una manera de reducir el impacto que producen este tipo de plagas es la
utilizacion del control biolégico. Para el caso de Diatraea saccharalis, se
puede ejercer control bioldgico a partir de la liberacion en su area de
influencia de enemigos naturales. La estrategia de control biolégico se surte
inicialmente del cultivo de las avispas en laboratorios para la liberacion que
complemente la poblacion existente de Cotesia flavipes en los cultivos de
cana, donde las avispas buscaran de manera natural las larvas de Diatraea

saccharalis a parasitar [3].

La presencia en los ultimos anos en el Valle del Cauca de la avispa Cotesia
flavipes, que deposita sus huevos en las larvas de Diatraea saccharalis, para
que posteriormente las larvas de la avispa se alimenten de las larvas de
gusano barrenador, determina una oportunidad de investigar la interaccion
entre las dos poblaciones para evaluar el impacto de liberar una poblacion
adicional de avispas via al control de la plaga, utilizando la teoria del control

optimo.
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2.1 FORMULACION DEL PROBLEMA

En un modelo matematico de tipo hospedero—parasitoide, que representa la
dinamica natural de parasitacion de la avispa Cotesia flavipes sobre las
larvas de Diatraea saccharalis. ¢Cual es el efecto en la poblacion de larvas
de Diatraea saccharalis al establecer una estrategia de control 6ptimo,
liberando artificialmente una poblacion de avispas Cotesia flavipes como
medida de control [21], con el propodsito de mitigar los dafnos en los tallos de

la cafna de azucar?

Entiéndase por liberacion artificial, la liberacion de avispas de Cotesia
flavipes cultivadas en laboratorio, bajo condiciones ideales y que

incrementaran la poblacion total de avispas, incluidas las ya existentes.

2.2 JUSTIFICACION

Dada la situacion de riesgo financiero y calidad del producto que representa
la presencia del gusano barrenador Diatraea saccharalis para el sector de
produccion de cana de azucar en la region del Valle del Cauca, se analizara
un modelo matematico que permita evaluar los resultados de la intervencion
de un control 6ptimo, utilizando enemigos naturales, para la disminucion
de la proliferacion de esta plaga y con ello impactar el componente

economico y de calidad en el producto en los procesos de control de plagas.

Para ello se introduce inicialmente un modelo de tipo huésped-parasitoide

[40] que representa la interaccion entre estados biologicos de Diatraea
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saccharalis (huésped) y Cotesia flavipes (parasitoide), teniendo en cuenta
modelos conocidos en la literatura entre los cuales se pueden citar: Modelo
depredador—presa de Lotka-Volterra [4], modelos continuos entre

poblaciones [5,24], Modelo Nicholson-Bailey [6,12,14], entre otros.
Posteriormente, se formula un problema de control 6ptimo que minimiza la

cantidad de Cotesia flavipes que deben liberarse con el objeto de reducir la

poblacion del gusano barrenador Diatraea saccharalis.
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3 OBJETIVOS

3.1 OBJETIVO GENERAL

Aplicar la teoria de control optimo al modelo biolégico que representa la
dinamica de las poblaciones de la larva de Diatraea saccharalis y su enemigo
natural la avispa Cotesia flavipes [23], para resolver el problema ocasionado
por las larvas de Diatraea saccharalis que barrenan el tallo de la cana de
azucar y evaluar el efecto de los resultados obtenidos mediante el principio

del maximo de Pontryagin.

3.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Formular un modelo de tipo hospedero-parasitoide [20] que
represente la dinamica de la interaccion entre Diatraea saccharalis y
Cotesia flavipes.

e Analizar el modelo propuesto identificando puntos de equilibrio y la
estabilidad del sistema.

e Formular un problema de control que permita identificar la manera
optima de disminuir la poblacién de Diatraea saccharalis por medio
de liberacion artificial de la avispa Cotesia flavipes, propagada en
laboratorio.

e Resolver el problema de control aplicando el principio del maximo de

Pontryagin.
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4 ESTADO DEL ARTE

Dentro de los trabajos encontrados sobre modelacion de procesos de control
frente a problemas de plaga barrenadora, en particular Diatraea saccharalis,
se destacan: el trabajo de Marat Rafikov y Holanda Limeira, de la
Universidad Federal de ABC, Santo André, Sao Paulo, Brasil [8]. En este
modelo se presenta el hospedero Diatraea saccharalis en estado de huevos
y  larval. El  huésped Trichogramma  Zucchi  (Hymenéptera:
Trichogrammatidae) se presenta a partir de huevos parasitados. Una
estrategia de control en retroalimentacion lineal es propuesta en este
trabajo, como manera de introducir el enemigo natural en el ambiente del

barrenador.

Modelo Rafikov-Limeira.

(dxq ( X1

—— = 1——)x —myxX; —N1xX1 — ax1Xx
dt B ) X1 1X1 1X1 1X2
dXZ
{\—— = ax1Xy; —MaXy — N2 Xy

dt

dx3—nx m3x3 — N3X

\dt 1X1 3X3 3X3

Con:

x1: Cantidad de huevos de Diatraea saccharalis en un tiempo t cualquiera.
X,: Cantidad de huevos parasitados.

X3: Cantidad de larvas de Diatraea saccharalis en un tiempo t cualquiera.
[: Tasa de reproduccion de Diatraea saccharalis.

a: Tasa de parasitismo.
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k: Capacidad de carga del ambiente.

n,: Fraccion de huevos de Diatraea saccharalis de los cuales brota el

parasitoide.

Nn,: Fraccion de huevos parasitados de Diatraea saccharalis de los cuales

emergera un adulto parasitoide.

n3: Fraccion de larvas que pasan al estado de pupa.

m,: Mortalidad natural de huevos de Diatraea saccharalis.
m,: Mortalidad natural de huevos parasitados.

my: Mortalidad natural de las larvas de Diatraea saccharalis.
y: Tasa de parasitismo.

4: Numero de parasitoides que emergen de un huevo parasitado.

Los valores de los parametros estan dados por:

n, =01-n,=0.1-n3 =0.02439 - my = 0.03566 - m, = 0.03566

ms = 0.00256 — k = 25000

El valor de 8 es determinante para la estabilidad de los puntos de equilibrio

y el valor utilizado se elige a partir de la condicion f < m; +n; = 0.13566

La simulacion numérica refleja la evolucion de las poblaciones de huevos,

huevos parasitados y larvas de Diatraea saccharalis.
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Figura 4.1: Comportamiento de las poblaciones por Rafikov Limeira [§]

Al incluir el control U que representa la tasa de introducciéon adicional de

huevos parasitados, el modelo [8] se transforma en:

(dxq ( X1

— = 1——>x —Mmyx; —NixX1 — ax1x
dt B i) X1 1X1 1X1 1X2
dXZ

<W=ax1x2—m2x2—n2x2+U
de—nx m3X3 — N3X

gy~ X1 3X3 3X3

La estrategia de control del modelo indica que “gran cantidad de parasitoides

tiene que ser introducida en los primeros dias...” [8], “Esta estrategia dirige

el ecosistema al punto de equilibrio estable que se alcanza a los 40 dias.
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Después de este periodo, de acuerdo con la estrategia de control propuesta
anteriormente, es necesario aplicar la constante de control 12.15 huevos
parasitados por dia. Usar esta constante de control, no es econémicamente
ventajoso. En las practicas agricolas, éste puede ser sustituido por

liberaciones periddicas de una pequena poblacién de enemigos naturales” [8].

La diferencia de este modelo, con el modelo del presente trabajo es que
Cotesia flavipes parasita la larva de Diatraea saccharalis, por lo que resulta
de suma importancia considerar la poblacion de huevos y adultos de Cotesia
flavipes como variables influyentes del modelo. Adicionalmente, se abordo
la solucion desde otro enfoque, aplicando el principio del maximo de
Pontryagin para obtener la solucion numérica mediante el algoritmo

backward-forward [26, 33, 44, 45].

De otro lado, se quiere destacar el modelo hospedero-parasito de Nicholson—

Baley [9], el cual se presenta mediante el siguiente sistema de ecuaciones:

Modelo Nicholson—-Baley

dH —aP
E = ROHe

AP _ 1 — omety
dt ¢

Con:

H: Densidad del huésped.
P: Densidad del parasitoide.

R,: Tasa de crecimiento del huésped sin ser parasitado.

a: Area de busqueda del parasitoide relacionada con su eficacia.

29



Este modelo considera las poblaciones genéricas del huésped y del
parasitoide, por lo que su importancia radica en constituirse en una ruta de

investigacion.

En el presente trabajo se ha tratado de considerar los estados biologicos

mas importantes en la dinamica del modelo.

Finalmente, consideramos el modelo hospedero—parasitoide propuesto por
el doctor Carlos Castillo Chavez [43], gran autoridad en el tema quien con
sus comentarios, proporcioné un parte de tranquilidad en la validez del
modelo que representa la dinamica entre las especies, motivo de
investigacion en este trabajo. El modelo del doctor Castillo considera las
variables hospedero susceptibles, hospederos parasitados y parasitoides
adultos, a diferencia del modelo del presente trabajo en donde se tienen en

cuenta estados biologicos de cada uno de ellos.

S'"=pB—IPS—uS
L' =IPS —mL + 6L
P’ = mL —nP

Con:

S: Hospederos susceptibles.

L: Hospederos parasitados.

P: Parasitoides adultos.

p: tasa de adicion de la pupa de la mosca proveniente del medio ambiente.
l: Alguna medida de fecundidad del parasitoide en su estado adulto.

v: Tasa de maduracion de la mosca.

m: Tasa de maduracion de la larva del parasitoide.

§: Tasa de mortalidad de la larva del parasitoide.
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n: Tasa de mortalidad del parasitoide en estado adulto.

La simulaciéon del modelo muestra la proporcion de parasitoides que se

convierten en adultos en funcion del tiempo.

Proportion of parasitoid
cohort emerging as adults

Development time, u

Figura 4.2: Proporcién de parasitoides que se convierten en adultos en funcién
del tiempo [43].

El estado del arte proporciona la oportunidad de introducir un modelo nuevo
incluyendo un enemigo natural de los gusanos barrenadores que
recientemente construye asentamientos en el Valle del Cauca. Las escasas
investigaciones existentes en la region acerca de la eficacia de la
parasitacion de la avispa Cotesia flavipes sobre Diatraea saccharalis y de
sus parametros destacan la pertinencia del trabajo por cuanto, de ser
exitoso, podria mejorar la calidad y disminuir los costos de la produccion de
azucar en el valle del rio Cauca. El modelo del presente trabajo incluye

Cotesia flavipes, cuyos huevos parasitan la larva de Diatraea saccharalis.
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5 MARCO TEORICO

En este capitulo se presentan las definiciones y teoremas basicos necesarios
que fortalecen la teoria de Control Optimo.

Haciendo un recorrido por la conceptualizacion de los sistemas de
ecuaciones diferenciales, sus puntos de equilibrio y analisis de estabilidad,
matriz Jacobiana y los teoremas mas importantes para el desarrollo de este

trabajo, incluyendo como eje central el principio del maximo de Pontryagin.

5.1 Definicion de ecuaciones diferenciales

Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, es una ecuacion de la
forma y' = h(t,y) donde h: (A € R)XR - R es una funciony y:ASR—-> R es

solucion si satisface la ecuacion diferencial [25].

5.2 Definicion de sistema de ecuaciones diferenciales

Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, es un
conjunto de ecuaciones diferenciales de la forma y; = hi(t, y1,¥2, -\ Yn)
donde h;: (A € R)XR"™ - R" son funciones para cada i=1,2,..,ny y=
(y1,Y2,.,¥n) €s  solucion si todos los argumentos satisfacen

simultaneamente las ecuaciones del sistema.

32



5.3 Definicion de variable de control.

Una variable de control U: [ty t;] = R definida por U = U(t) es una funciéon
continua a trozos, asociada a una funciéon diferenciable por tramos
X:[ty, t1] = R% definida por X(t) = (y,(t),y,(t), ... yo(t) ) llamada variable de
estado. Es preciso destacar que cada cambio en la variable de control
determina cambios en la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales,
lo cual muestra una dependencia de la variable de estado X(t) con respecto
a la variable de control U(t), de aqui que se interprete tal dependencia como
sia U le correspondiese una X, es decir X = X(U) a pesar que la dependencia
real que tienen es con respecto a t [26]. En el presente trabajo y en respuesta
a la cantidad de estados biologicos en los que se divide el total de la

poblacion, se va a considerar n = 5.

5.4 Definicion variable de control 6ptimo.

Una variable de control 6ptimo es una funciéon U, (t) que optimiza un
funcional integral de la forma J(U) = fttol f(t, X(),U(t))dt, sujeta al sistema

de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden X' = g(t,X(t),U(t) ),
con condicion inicial X(t;). (fyg son funciones continuamente
diferenciables). La variable de estado 6ptimo, es la variable de estado X,,(t)
asociada a U, (t). Es decir, la variable de control U,,(t), asociada a una
variable de estado X,,(t) determina un maximo de J, si J(U) < J(U,) < o,
para todas las variables de control continuas a trozos U, por lo que el proceso

que se lleva a cabo para establecer un control 6ptimo, esta representado por

la pareja (Up(£), X (2)).
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Para hallar la pareja (U,,(t), X,n(t)) se debe hallar la solucién del problema

de control.
eI )
Sujeto a: X' = g(t,X(t),U(t))

X(to) = X

€ = €[0, ) Conjunto de funciones continuas por tramos

5.5 Definicion de funcion concava

Una funcién continua h:[a,b] > R es concava en [a,b], si ah(t;) +
(1 - a)h(ty) < h(at, + (1 — a)t,) paratodo 0 < a < 1y cualquier par de puntos
ti,ty€[a, b]. La funcion h es convexa si su opuesta —h es concava.

En el calculo es usual hablar de concava hacia abajo y concava hacia arriba.

Este concepto garantiza la existencia del maximo o del minimo.
5.6 Definicion de punto de equilibrio
Un punto de equilibrio (punto critico) [30], de un sistema y; =

hi(t, y1,¥Y2, -, Yn), €s un punto P,e A € R} tal que h;(P,) =0 parai=1,2,..,n.
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5.7 Definicion de matriz jacobiana

La matriz jacobiana en un punto de equilibrio p,, del sistema y; =

hi(t, y1,¥V2, ., Yn) parai =1,2,..,n, es la matriz cuadrada de orden n, que se

denota F( g(p.)) y esta definida por I(g(p.)) = (a;;) = (ZThj- (pe)> para i =
n

Xn

1,2,..,n ytodoj=1,2,..,n.

. . ah; . .
Las derivadas parciales a—l se determinan a partir de cada una de las

J

ecuaciones del sistema.

Es decir:
dhy dohy dhy oh,
—(@PF) ) P) —— ()
dy; ¢ dy, ~ © 0Yn_1 7 Oy, ¢
dh, dh, dh, dh,
— @) () (P) ()
dy; ¢ dy, ~ © 0Yn_1 7 Oy, ¢
3ak) = oh oh oh oh
n—-1 n—1 n—1 n—1
(P.) (P.) (P.) (P.)
dy, 7 0y, € 0Yn_1 7 Oy, = °
oh,, oh,, oh,, oh,,
— (P, — —(P
(B Gt g (R SRR
h; indica la ecuacion j ésima del sistema para j =1,2,3,4,..n
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5.8 Definicion de valores propios

Un vector propio de una matriz cuadrada A de orden n, es un vector v # 0,

tal que AV = rv para algin numero 7.

El numero r es el valor propio [27] de A asociado al vector propio ¥. Los
valores propios se calculan resolviendo la ecuaciéon det(A —rl) = 0.

El determinante se iguala a cero para garantizar que el sistema homogéneo

AB—rI =0, con ¥ # 0 tenga infinitas soluciones [28, 29].

5.9 Teorema de linealizacion de Lyapunov - Poincaré

Un punto critico de un sistema de ecuaciones diferenciales no lineal de
primer orden es asintoticamente estable si y sélo si, los valores propios de

la matriz jacobiana poseen parte real negativa.
Un punto critico de un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales de

primer orden es inestable, si y solo si, la matriz jacobiana del sistema posee

al menos un valor propio con parte real positiva [47, RW15].

5.10 Teorema regla de Leibniz

Sean h:[a,b]X[c,d] > R y Z_}; funciones continuas para a<t<b yc<x <

dconc<d.
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Sea ] = f: h(t,x)dt, entonces J es diferenciable y ademas % = f;%h(t, x)dt.

En la version del teorema del principio del maximo de Pontryagin que se
presenta a continuacion, se hace un bosquejo de demostracion que
corresponde a una explicacion mas detallada de la demostracion del
teorema 1.2 del libro [26]. Es preciso destacar que los teoremas 5.11 y 5.12
establecen las condiciones necesarias para resolver un problema de control

optimo.
5.11 Teorema principio del maximo de Pontryagin.
Si Up:[to, t1] = R es el control optimo y X,,:[to, t1] = R" es la variable de
estado asociada, correspondientes al problema:

eI )

Sujeto a: X' = g(t,X(t),U(t))
X(to) = Xo
€ = €[0, ) Conjunto de funciones continuas por tramos

Existe una funcion diferenciable por tramos A(t):I - R" llamada funcion

adjunta tal que:

H(t, X (0), U), A1) < H(t, Xpn (D), Up (), A(1))
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Para todas las variables de control continuas por tramos U(t) en te[ty,t;],

donde H, llamado Hamiltoniano esta definido por:

H=f(tX(©),U@®)+2)g(t, X(©),U®))

OH
A = —a—X(t, X (), U (£, A(1))

A(t;)) =0

La ecuacion A'(t) = —‘2—7;(1:, X (1), Um(t),/l(t)) es llamada ecuacion adjunta y

A(t;) = 0 es llamada condicion de transversalidad.

En el presente trabajon =5

Demostracion:

Sean U,,(t) la variable de Control Optima (una funcién continua a trozos) y
X (t) la variable de Estado Asociada (una funcién diferenciable a trozos).

Para toda funcién h(t), continua a trozos, acotada en Ry ¢ > 0, la funcién
U.(t) definida por U,(t) = U,,(t) + €h(t) es también una funciéon continua a
trozos y determina otra variable de control con su correspondiente variable
de estado X.(t). Dado que todas las trayectorias de las variables de estado

tienen el mismo punto inicial, se tiene que X,(0) = X, para todo ¢ > 0.

0U(t)

2t |0 = h(t) para teR.

Por una parte

Ademas, para teR

|Ue(t) = Un(D|r < SqulUg(t) — Un (0]

= |Ue(t) = U (O)|r < sup|Upn (¢) + eh(t) — U ()]

seR
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= |Ue(t) = Un(D)|r < supleh(?)|
seR

= [Ue(t) = Un(D)|r < e sup|h(D)]
SeR

= |Us(t) - Um(t)lR <eM (51)
Es decir,

lirr&Ug(t) =U,,(t), para cada teR.
£

aus .
ww existe para cada teR.
e=0

Por una parte

Ademas, como U.(t) = Up,(t) uniformemente para cada teR y g(t, X (t), Ug(t))
una funcion continuamente diferenciable, entonces X (t) — X,,(t) para cada

teR cuando € — 0.
En efecto,

Toda Variable de Estado X(t) satisface el sistema

X'@®=g(tX®),U®),

= X(0) = Xo + [ [9(5,Xc(5), Ue(s))] ds

Por lo tanto,

|Xs(t) - Xm(t)l =

f [g(s, Xs(s): US(S)) - g(S, Xm(S), Um(s))] ds
to

Sean:

P = (S:Xs(s): Us(s)) y Bn = (S,Xm(s),Um(S))
= |X.(t) — X, (0)] < ftto|g(s,Xg(s), Us(s)) — g(s,Xm(s),Um(s))|ds

= 1Xe(8) = X (O < [ 19(P) — g(Pp)lds.
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Por la desigualdad del valor medio

X () — X ()] < fti sup|Dgls, tX:(s) + (1 — D)X (s), U (s) + (1 —
DU (DX () = Xin () + U (®) = Un(D)l]lds, 0 <7 < 1.

Si
K(s) = sup|Dgls,tX.(s) + (1 — ) X,;,(s),tU.(s) + A — DU, (5)]|, 0<7<1,

Entonces:

Xe(®) = X (D] < [, K)IXe(5) = Xin(S)ldds + [, K()IUL(E) = U (©)]ds.

Por la desigualdad de Gronwall-Bellman [33]

X (1) = X (D] <

‘ t
| k.o - Um(t)ldsl AL

0

Por (5.1)

1Xe () = X (D] <

t t
J K(S)eMdsl elig K(S)as
t

0

Es decir

lir‘%X «(t) =X (t), para cada teR
E—

Ahora bien, el funcional objetivo en U, esta definida por:

JW) = j (6 X0, U (©)de
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Por lo tanto,
JW = [ F(6.Xe(0, U (©)de + [ S TADX(D]de + Alto)Xe(t0) = At)Xe (),

Para toda funcion diferenciable a trozos A(t) definida en [t,, t{].

En efecto se observa que:

t1

d
7 AOXldt = 2e)Xe(t) = 2 Xe(to)
= [2 S IAOXD]dt + At Xe(t0) — A(t)Xe(t1) = 0.

= JU,) = ftt: [f (&, X:(0), U (1) + % [A(t)Xg(t)]] dt + A(te) X (to) — A(t)X:(t1)

= JW) = [[f(6X:(0, Ue(0) + X' (©Xe(®) + ADXLO]de + A(60)Xo — AU Xe (t1).

Como X.(t) es una variable de estado, entonces satisface el sistema X'(t) =

g(t,X(t), U(t)), por lo tanto

JW) = [f(6Xe(6), U(0) + 2(OX() + A g (t, Xe(8), U ()] dt + A(to) Xy —
A(t) X (t1)-

Ahora bien, la derivada de J(U,) con respecto a ¢, en € = 0, es cero, dado que

el maximo del funcional J se encuentra cuando U = U,,.

Esto es,

d
—lgw))| =0

e=0
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Ademas,

LW _ = [ ZF(6Xe(0,U:(0) + X (OXe(0) +

=

A0 g(t, Xe(0), U(0))]dt] _ === [A(t)Xe(t)]le=o = O

t1 (0f 8X:  Of OU, N ) dg 0X, 9g AU,
= o (e + 3 30) TAOFERA® (55 + 558 ) dt| -
0X,
A1) ZE () |emg = 0
Sean:
of of
X, = ax. (t, Xm (©), U (1))
of  of
OUS - 0_U£ (t: Xm(t): Um(t))
dg dg
(’)Xs - 0_X8 (t; Xm(t)' Um(t))
dg dg
23U, = 30, (t, X (D), Upn (D))
Por lo tanto,
t.|( of ag , X af 89\ U,
N <67 F A S5+ A (t)) =30 0 + (E +A(t) E) o (t)l dt —
E=
0X¢
A1) ZE (t1)|e=g = 0 (5.2)

Como % (t) = h(t), para toda funcion h(t) continua a trozos acotada en R y

e > 0 entonces,
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t1|[ of ag , 0Xe
fto <6_X£ + /1(15) O_XS + 1 (t)) re (t)

+ (;—i + A(t) ;—i) h(t)] dt —

=0

0Xe
A(t) ZE () |e=o = 0.

Sean ;Tf + A(t) :79 + A'(t) = 0y A(t;) = 0 (coeficientes de % (V)] e=0)-

Ahora bien,

OH _of dg
X (6, Xon (), Up (D), A(1)) = X (6, X (), U (D)) + A(2) X (t, Xpn (), U (D))

Asi quedan expuestas las condiciones necesarias del teorema que

determinan la ecuacion adjunta y la condicion de frontera

A(t) = —ZT}[(t, Xm (), Up(£),A(t)) Ecuacion adjunta (5.3)

A(t;) = 0 Condicion de Transversalidad m (5.4)

Un tratamiento mas riguroso de este teorema, se puede revisar en los

trabajos originales de Pontryagin [34].

5.12 Teorema: Condicion de optimalidad

Si f(£,X(©,U®) v g(t,X(),U®)) son dos funciones continuamente
diferenciables y concavas en U. Supongamos que U,,(t) es el control optimo

y Xn(t) su variable de estado correspondiente y A(t) una funcion
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diferenciable a trozos con A(t) > 0 para todo tel. Supongamos ademas que

para todo t talque t, <t<t;

Hy(t, Xm (@), U (0),A()) = 0

Entonces para toda variable de control U(t) y todo t talque t, <t <t; se

tiene que,

H(t, X (0), U), A1) < H(t, Xpn (D), Up (), A(1))

Finalmente, el teorema 5.13 establece las condiciones suficientes que

garantizan la existencia de solucion del problema [26].
5.13 Teorema: Condicion para el minimo

Sea

%1
9w = [ flex@,u@)de

Sujeto a X' (t) = g(&, X(@©),U(D))
X(to) = Xo

Suponga que f(tX@®),U@®) y g(tX®),U) son dos funciones

continuamente diferenciables en cada uno de sus argumentos y concava en
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X y U. Suponga que U, es el Control Optimo, X,, su variable de estado

asociada y A(t) una funcion diferenciable a trozos que satisfacen:

}[U(t'Xm(t)r U (D), A(t)) =0

OH
X,

X)) = = (6 X (), U (D), A(D))

At) =0

At) =0

paraty <t <t;.

Entonces para todos los controles U(t) se tiene

JWUn (1)) 2 JWUD)

Con una notacion simplificada, las anteriores condiciones equivalen a:

}[U(t:Xm» Um,l) = fU +/19U =0

0H

A= _a_)(g(tixml U‘mﬂﬂ) = _(fX +/1gX)
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6 MODELO DIATRAEA SACCHARALIS-COTESIA FLAVIPES

En este capitulo se formula el modelo matematico de tipo hospedero-
parasitoide [20] que representa la dinamica de la interaccion entre Diatraea
saccharalis y Cotesia flavipes. Con este proposito, se ha dividido el total de
la poblacion, en 5 estados biologicos. La dinamica del modelo, propuesto en

el presente trabajo, sigue el flujo del siguiente diagrama de

compartimientos.
H1
¥ mgy myq
—E|—| L A
Ho l BLC my
— | Lp
H3
mg

Figura 6.1: Diagrama del modelo propuesto.

Autores: Granada — Vélez

El modelo incluye Cotesia flavipes que, siendo enemigo natural, parasita la
larva del gusano barrenador, Diatraea saccharalis y aprovecha que la

mortalidad natural de los huevos de Diatraea saccharalis disminuye la
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poblacion potencial de la plaga del tallo de la cana de aztuicar. Esto configura
una diferencia con otros modelos que consideran especies que parasitan los
huevos y tienen una poblacion mas grande que combatir. Sin embargo, el
modelo considera aun los huevos de Diatraea saccharalis, dado que es el

estado biolégico que afecta directamente la poblacion de sus larvas.

Tabla 6.1 Descripcion de las variables

Estado Descripcion
E Huevos de Diatraea saccharalis
L Larvas de Diatraea saccharalis
A Adultos de Diatraea saccharalis

Larvas de Diatraea saccharalis Parasitadas por

Cotesia flavipes

C Adultos de Cotesia flavipes

Con las consideraciones anteriores, la variable de estado del modelo es:

X)) = (E®),L®),A®), L,(),C(t),) (6.1)

El sistema de ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden, que
representa la dinamica de interaccion entre los estados biologicos de las

especies es:
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X'(@®) =g(t,E@®),LE),A®,Ly,(1),C(D),) (6.2)

Donde g: [to, t;] X R} - R3 es una funcion continuamente diferenciable. El
dominio de g en [t,, t;]x R} indica las condiciones de no negatividad de cada
uno de sus argumentos y los valores de g representan la razén de cambio
de la poblacion en los estados biolégicos de Diatraea saccharalisy de Cotesia
flavipes considerados. Lo anterior evidencia la rapidez con la que los
individuos entran y salen de un estado a otro a través del tiempo, afectando

la poblacion de cada uno de ellos de acuerdo a los siguientes lineamientos:

La razén de cambio de la densidad de la poblacion de Huevos E de Diatraea

saccharalis es:

dE
T YA — (mg + uo)E

Donde Y es el factor de crecimiento de la poblacion de huevos, m es la tasa
de transicion del estado de huevos al estado de larvas de Diatraea
saccharalis en estado de huevos y [, es la tasa de mortalidad natural de la

poblacion de huevos de Diatraea saccharalis.

La razon de cambio de la densidad de la poblacion de Larvas L de Diatraea

saccharalis es:

dL
FTin moE — BLC — (my + py) L

Donde [ es la tasa de fecundidad del parasitoide, asumiendo que la

velocidad de parasitacion de larvas de Diatraea saccharalis es directamente
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proporcional al numero de contactos entre ellas (larvas de Diatraea
saccharalis que dejan de ser sanas), m; es la tasa de transicion del estado

de larva al estado de adulto de Diatraea saccharalis en estado de larva y U,

es la tasa de mortalidad de larvas parasitadas de Diatraea saccharalis.

La razéon de cambio de la poblacion Adulta A de Diatraea saccharalis es:

dA
Fri myL —m,A

Donde 1/m, es el tiempo esperado de Diatraea saccharalis en estado de

adulto.

La razon de cambio de la densidad de la poblacion de Larvas L, de Diatraea

saccharalis parasitadas por Cotesia flavipes es:

dL,
g = KBLC — (ms + ps)Lyp

Donde k es el factor que determina el numero de larvas de Cotesia flavipes
que emergen del interior del hospedero, es decir, de las BLC que fueron
parasitadas, emergen kBLC larvas de Cotesia flavipes, 1/m; es el tiempo
esperado para que emerjan adultos de Cotesia flavipes y U3 es la tasa de

mortalidad de larvas parasitadas.

Finalmente, la razén de cambio de la poblacion adulta € de Cotesia flavipes

€sS:
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dC

E - mng - m4C

Donde 1/m, es el tiempo esperado de adultez de Cotesia flavipes.

6.1 Formulacion del modelo Diatraea saccharalis-Cotesia flavipes

Por lo anterior, la funcion g que describe la dinamica de parasitacion de
Cotesia flavipes (huésped) sobre Diatraea saccharalis (hospedero), de
acuerdo al diagrama de la figura 6.1, esta definida por el siguiente Sistema

de Ecuaciones Diferenciales:

(2 = vA — (mo + Ho)E
S = meE — BLC — (my + )L
12 = myL — myA (6.3)
dL
d_tp = kﬁLC - (m3 + ‘ng)Lp
dc
\E = mng - m4C
Tabla 6.2 Descripcion de Parametros del sistema
Descripcién Valor Referencia
parametro | bibliografica
Factor de crecimiento de la poblacion 9
4 de huevos.
. o 1
,B Tasa de fecundidad del parasitoide. 0 41
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Factor que determina el numero de
k larvas de Cotesia flavipes que se 2 41

emergen del interior del hospedero.

Tasa de transicion del estado de

mgy | huevos al estado de larvas de Diatraea - 42
saccharalis.
Tasa de transicion del estado de larva

m,; |al estado de adulto de Diatraea % 42

saccharalis.

Tiempo esperado de  Diatraea
1/m, , 6 42
saccharalis en estado de adulto.

Tiempo esperado para que emerjan
1/ms 11 41
adultos de Cotesia flavipes

Tiempo esperado de adultez de Cotesia

1/m, . 5 41
flavipes.
Tasa de mortalidad natural de la

Uo | poblacion de huevos de Diatraea % -
saccharalis.
Tasa de mortalidad de larvas de 9

1 Diatraea saccharalis. 200 .
Tasa de mortalidad de larvas 1

Hs parasitadas de Diatraea saccharalis. 100 .

Los valores de los parametros cumplen con la condicion de no negatividad
y fueron obtenidos de los trabajos presentados en los textos: “Estudio de
algunos aspectos biologicos de Cotesia flavipes Cameron (Hymenoptera:
Braconidae) parasitoide de Diatraea saccharalis Fabricius” [41] y

“Descripcion y dano de los insectos que atacan al arroz, en América Latina”
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[42]. Los valores no referenciados fueron supuestos de la investigacion. No
se llevo a cabo un proceso de estimacion de parametros por cuanto aun no

existe una base de datos en la region, que permita hacer tal estimacion.
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7 PUNTOS DE EQUILIBRIO Y ANALISIS DE ESTABILIDAD

En el modelo del presente trabajo, las funciones E(t),L(t),A(t),L,(t) y C(t)
representan las poblaciones de huevos de Diatraea saccharalis, larvas de
Diatraea saccharalis, adultos de Diatraea saccharalis, larvas de Diatraea
saccharalis parasitadas por Cotesia flavipes y adultos de Cotesia flavipes
respectivamente, que interactian en el medio a través del tiempo como
enemigos naturales. Sus tasas de crecimiento estan definidas en el sistema

(6.2) formado por las ecuaciones escritas en (6.3).

En este capitulo se hace una mirada cualitativa del sistema de ecuaciones
diferenciales del modelo, para obtener resultados que proporcionen
respuestas a preguntas tales como las siguientes: ¢Existen valores de los
estados biologicos considerados en el modelo, para los cuales las especies
coexisten en equilibrio? y, suponiendo que las especies coexisten en
equilibrio, si introducimos en un tiempo algunos miembros de las
poblaciones de los estados biologicos considerados en el modelo,
¢permaneceran las poblaciones cerca de esos valores de equilibrio para
cuando t - o0 ? . De acuerdo con los resultados que arroje el analisis
cualitativo del sistema de ecuaciones diferenciales del modelo, centraremos
nuestra atencion en aquel punto de equilibrio que presente estabilidad por

cuanto tal punto de equilibrio valida biologicamente el sistema.

7.1 Linealizacion del sistema

En esta seccion del capitulo se linealizara el sistema de tal forma que, para
puntos cercanos a un punto de equilibrio del sistema (6.2) se pueda

aproximar a un sistema lineal.

53



Sean:
F=F(E LAL,C)=yA—(my+u)E
G=G(E,LAL,C)=myE—BLC — (my +u)L
H=H(E LAL,C)=mL—m,A
I1=1(E L ALp,C)= kBLC — (ms + pus)L,

J=J(E,L,AL,C)=msL, —my,C

Y sea un punto de equilibrio del sistema P, = k

Aproximando F,G,H,I y ] para valores cercanos a P, se tiene:
F(E,L,A, Lp,C)

oF oF oF
—(P)(E Ee) + 57 (B)(L = Le) + o (R) (4 — 4e)

OF
+ 35 (PP —Lpe) + % ~pac-co
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G(E; L; A; Lp; C)

G G oG
~ a_E(Pe)(E - Ee) + a_L(Pe)(L - Le) +a_A(Pe)(A - Ae)

aG G
+ M (Pe)(Lp - Lpe) + %(Pe)(c - Ce)

H(E,L,A, Lp,C)

~aHPEE aHPLL aHPAA
"’ﬁ(e)( - e)+ﬁ(e)( - e)+a(e)( - e)

oH P,)(L L aHP C—-C
+@(e)(p_ pe)+%(e)( - e)

I(E,L, A, Lp,C)

ol ol
—(P)(E E)+ (P)(L Le) + o7 (F)(A - A)

(')
(P)(Lp Lpe)+ (P)(C Ce)

J(E,L, A, Lp,C)

a] aJ
—(P)(E E)+ (P)(L Le) + 57 (F)(A — A)

6
(P)(Lp Lpe)+ (P)(C Ce)

Es decir,
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/F E—-E,
G L—-L,
| H) ~3(gR))| A-4. ) (6-4)
\1 Lp — Lp.

] C—-C,

Para valores de (E,L,A,Lp,C) cercanos a P,. Donde S(g(Pe)) es la matriz

jacobiana evaluada en el punto de equilibrio P,.

Por lo tanto, el sistema (6.2) se puede aproximar al sistema lineal definido

por:
dE
dt
dL E—-E,
fff; L—-L,
x|~ J( g(P )) | A—A, | (6.5)
dLp Lp — Lpe
dt C—-0C,
dc

dt

Se espera que para valores de (E, L, A, Lp, C) cercanos a P, el comportamiento
de las trayectorias del sistema (6.2) sean semejantes a las trayectorias del

sistema linealizado (6.5).

7.2 Puntos de equilibrio y estabilidad

En esta seccion del capitulo se determinaran los puntos de equilibrio del

sistema con el fin de asegurar que los valores de los estados biologicos
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considerados en el modelo coexistan en equilibrio. Se analizaran aquellos
que tengan un sentido biolégico ajustado a que existan especies en el medio
y a que se cumplan las condiciones de no negatividad naturales en las
poblaciones de individuos. La estabilidad en un punto de equilibrio
determinara, biologicamente hablando, que los valores de las poblaciones

se conservan cerca al punto de equilibrio estable.

Puntos de equilibrio:

YA — (Mo + ue)E =0 (7.1)
myE — fLC — (my + )L =0 (7.2)
mL—myA=0 (7.3)
kBLC — (m3 + pu3)L, =0 (7.4)
msL, —muC =0 (7.5)

Por (7.1), (7.3), (7.4) y (7.5), se tiene:

m L m
=—1 4 L="24 L= st is)ly y = 2
(mg + o) my kB C ms

Se factoriza la ecuacion (7.2)

moE — L(BC + (my + 1)) = 0 (7.6)
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moY m; _
Se reemplaza ==~ A - m—lA(ﬁC +(my+uw))=0

Por lo tanto A( —of T2 (B¢ + (my + H1))> =0
my

(mo+po)

:A&iﬁﬁ—ﬁfC—ggme@>=o (7.7)
Ahora bien, Por (7.7)

A=0=>E=0

Por (7.6)

E=0=L(C+(my+u))=0

Para L = 0:

Entonces el punto de equilibrio P, es:

P; =(0,0,0,0,0)
El punto de equilibrio P; indica el momento en que el cultivo esta libre de
plaga, lo cual no corresponde a la situacion actual de los cultivos en el Valle

del Cauca [36].
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Ahora bien, desde un interés netamente matematico se analizara la

estabilidad en P;.

Para el calculo numérico de todos los puntos de equilibrio y de los valores
propios de las matrices jacobianas correspondientes, se utilizo el software

MATHEMATICA.

Matriz jacobiana evaluada en P;:

11 0 9 0 0
50
1 199 0 0 0
5 2200
1 1
S(P,) = _ __
(Py) 0 D 0 0
0 0 111
1100
0 0 0 1 !
11 6
Valores propios de J( P,):
A = —0.1666667 A, = —=0.1009091 A3 = —0.377759 — 0.373195i
Ay = —0.377759 4+ 0.373195i As = 0.278397
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Como se puede observar, los valores propios 44,1,,4;3 y 4, asociados a P; son

valores con parte real negativa, mientras que 15 es un valor propio con parte

real positiva. Por el teorema de Lyapunov el punto critico P; es inestable.

Para fC + (m; +pu;) =0:

_matis

ﬂ(_ml_“‘l

B

Reemplazando L, = -
3

Ademas de (7.3) A=0=>L=0
Finalmente, como E = 0

Entonces, el punto de equilibrio P, es:

_ _ my(mq+piq) _Mmatiy
PZ - (010101 mSﬁ ) ﬁ )

El valor numérico de P, es:

P, = (0,0,0,—1.65833,—0.904545)

) Por lo tanto Lp =

(7.8)

_ my(mq+uy)
mzf

(7.9)

Las expresiones (7.8) y (7.9) que corresponden a la cuarta y quinta

componentes de P, son negativas, estableciendo una incongruencia con las

condiciones de no negatividad de las poblaciones de individuos. Ademas, los

valores E =0, L =0y A =0 indican que no existe Diatraea saccharalis en

ninguno de sus estados biologicos considerados. Por lo anterior, el punto de

equilibrio P, no es viable biolégicamente hablando y no representa ningun

interés para el trabajo.

60



Ahora bien, desde un interés netamente matematico se analizara la

estabilidad en P,.

Matriz jacobiana evaluada en P,:

1 0 9 0 0
50
1 0 0 0 0
5
1 1
S(P,) = il __
(Py) 0 > - 0 0
0 199 111
1100 1100
0 0 0 . -
11 6
Valores propios de J( P,):
A =—0.1666667 A, = —=0.1009091 A3 = —=0.35139 — 0.3679i
Ay = —0.35139 — 0.3679i Az = 0.316114

Los valores propios 14,4,,43 y 4, asociados a P, son valores con parte real
negativa, mientras que A; es un valor propio con parte real positiva. Por el

teorema de Lyapunov, el punto critico P, es inestable.

Finalmente, por (7.7)

1

(mo+po) my

mef ~ _ Moy _ ma
my (motpo) my

= (my + pq)
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m;,f my

_m [ my  m
= C= <(m0+#0) (my + .U1)>

msmy B\ (mo+ug) My

Por (7.5) L, = —™ < To¥ @(m1+u1)>

Ly _ma

Por (7.5) se tiene ademas que —
3

mz+us Lp = [ = (m3+pz)my

Por (7.4) L = BT = pm,

Por (7.3) A="2] » A =Talatiams
ma

mpkfms

_ ymy(mz+uz)my
Por (7.1) E = (mo+po)makfms

Entonces, el punto de equilibrio P; es:

P, — ymy(ms + pz)my (3 + pz)my my(ms + pz)m, mymy moyy
3 (mo + po)makpms’  kfms " omykfms "mam,f \ (mg + 1)
m, my myy m;
-— + , -— +
m, (my #1)) m,B <(m0 T ) my (my Il1))
ymymyM; myM; mim,M; mym; [y my (Y
P3 = ’ ) ) — —MyMq |, —_— szl
MomomykB" kf mykf mazmyfB \M, myf \M,
P, — ( ymymyM; myM; mim,M; mym, my M)
¥ MomomukB’ kB ' mykf ‘mzmyB myp
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Donde

(mo+uo) 11
M, = otho) _ 12
my 10

mq+ 199
M1=( 1 111)=

my 100

(msz+us) 111
M3 — 3tHU3 —
ms 100

51811
ﬂ1==ll—-nbﬂﬁ>=-———-
M, 6600

El valor numérico de P; es:

P; = (10.3202, 0.925, 0.252273, 39.2508, 21.4095)

El punto P; muestra existencia de las especies en todos los estados
biologicos considerados y ademas cumple con las condiciones de no

negatividad en cada una de ellas

Matriz jacobiana evaluada en P;:

11 0 9 0 0
50
1 270 0 0 37
5 121 400
N 1 1
J(P3) = 0 Z —g 0 0
0 51811 0 111 17
12100 1100 200
0 0 0 ! !
11 6
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Valores propios de J( P;):

A = —2.21972 A, = —0.399988 A3 = —0.184376

A4, = —0.0761051 As = —0.0054631

Todos los valores propios de la matriz jacobiana en P; son reales negativos.

Por el teorema de Lyapunov el punto de equilibrio P; es estable.

7.3 Analisis de incertidumbre, puntos de equilibrio y estabilidad

Para el ajuste del modelo de control biologico se utilizaron valores de los
parametros provenientes de investigaciones realizadas en diversos lugares
de Latinoamérica, puesto que auin no se cuenta con investigaciones en la
region que permitan tener valores de referencia locales. Sin embargo,
conscientes de que dichos valores utilizados en el ajuste podrian cambiar
por las condiciones ambientales propias de la region y que estos cambios
podrian afectar la estabilidad del sistema, se consider6 variabilidad en los
parametros, permitiendo un rango de variacion del 10 % para cada uno de

ellos (parametro + (parametro * 0.1)).

Utilizando el Método de Montecarlo (Algoritmo 1.) se ajusté el modelo bajo
diferentes valores de los parametros y se analiz6 la estabilidad
correspondiente a los puntos de equilibrio P; y P;. La estabilidad en P, no
fue analizada por cuanto el método sélo considera puntos de equilibro que

cumplen condiciones de no negatividad.
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El procedimiento utilizado por el método para analizar la estabilidad esta

resumido en el siguiente algoritmo [38, 39].

Algoritmo 1. METODO DE MONTECARLO

1: Determine un intervalo por cada parametro.

2: Seleccione N y ejecute para i=1 hasta N.

3: Genere un numero aleatorio en el intervalo de cada parametro.

4: Con el numero generado calcule cada uno de los puntos de equilibrio.

S: Si el punto de equilibrio cumple condiciones de no negatividad, calcule el

Jacobiano.

6: Calcule la parte real de los valores propios de la matriz Jacobiana.
7: Guarde la parte real de los valores propios de la matriz Jacobiana.
8: Cierre el paso 2.

9: El dato de salida son las graficas de los puntos de equilibrio que permiten

la categorizacion de los mismos, fin del algoritmo.

Las figuras 7.1 y 7.2 muestran los diagramas de caja y alambres para los
valores propios de los puntos de equilibrios P; y P; respectivamente. A partir
de estos diagramas es posible ver que las partes reales de los valores propios
obtenidos en cada iteracion del método Montecarlo presentan una
variabilidad que no afecta su signo.

El método arroja pequenos rectangulos que indican la parte real de cada
valor propio guardada en ellos. A cada valor propio se le calcula 1.000.000

de posibilidades a partir del numero generado aleatoriamente para cada
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parametro en el intervalo definido. En el rectangulo se agrupa el 50 % de la
parte real de todas las posibilidades calculadas para cada uno de los cinco
valores propios de la matriz jacobiana en el punto de equilibrio. E1 50 %
restante se distribuye fuera del rectangulo en las lineas horizontales unidas

al rectangulo por medio de un alambre.

Para P;:
P1

03r == e

—&
02 e
R_+ D 1 = e |

0
a1t _— .
=
R- ol — o
03k o
—R g

04+ T T il

;L1 ;LZ PL3 14 15

Figura 7.1: Partes reales de los valores propios de P,

En la figura 7.1 se observan los rectangulos que indican la parte real de
cada valor propio asociado a P; guardada en ellos. Para P; se puede observar
que la parte real de cuatro de los valores propios es negativa (cajas
bosquejadas por debajo del cero real) y uno muestra que la parte real es

positiva (caja bosquejada por encima del cero real).
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Este analisis de estabilidad coincide plenamente con la inestabilidad de P;

encontrada en la seccion 7.2 a pesar de la variabilidad permitida para los

parametros.
Para P;:
R+ P3
0
— ==
e -
o5t s
Ak o
R-
15 -
|
|
ok | =
250 : i
|
J- I ed
Pl'1 PLZ PLS ?Lél ?LS
Figura 7.2: Partes reales de los valores propios de P;.

En la figura 7.2 se observan los rectangulos que indican la parte real de
cada valor propio asociado a P; guardada en ellos. Para P; se puede observar
que la parte real de todos los valores propios es negativa (cajas bosquejadas
por debajo del cero real).

Este analisis de estabilidad coincide plenamente con la estabilidad de P;
encontrada en la seccion 7.2 a pesar de la variabilidad permitida para los

parametros.
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Es importante destacar que el punto de equilibrio P; es el que resulta de
interés desde el punto de vista biologico, por cuanto cumple las condiciones
de no negatividad y las especies coexisten en equilibrio cerca de €l cuando

t - o0

7.4 Simulacion del sistema sin control

En esta seccion, se presentara la simulacion numeérica del comportamiento
de la poblacion en cada uno de los estados biologicos considerados en el
modelo, para observar cual es el comportamiento de las mismas cuando en
un tiempo futuro, al introducir diferentes condiciones iniciales para cada

poblacion.

300 ¢ ™ .. T T T ™ T ™ T

2501 1

200 .

150 1

Huevos Diatraea

100 1

] 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t{dias)

(2)
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X: 489.6 -
Y. 0.9288

‘f'."‘?—-. i e B e L1

200 250 300 350 400 450 500
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10

50

150

200 250 300 350 400 450 500
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Figura 7.3: Soluciones para cuatro condiciones iniciales.

La figura 7.3, muestra la simulacion de la dinamica de las poblaciones de
huevos (a), larvas de Diatraea saccharalis (b), adultos de Diatraea

saccharalis (c), larvas de Diatraea saccharalis parasitadas por Cotesia
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flavipes (d) y adultos de Cotesia flavipes (e). Se consideraron cuatro
condiciones iniciales diferentes para cada una de las poblaciones en ese
orden {(15, 2, 1,45, 20), (20, 5, 2, 50, 25), (3, 10, 10, 0, 5), (30, 5, 1, 10, 25)}.
Las cuatro condiciones iniciales dieron lugar a cuatro curvas que
representan cuatro diferentes comportamientos de la poblacion en cada

figura.

En la figura (a) se puede observar que el numero de huevos de Diatraea
saccharalis tienden al valor 10.32, en la figura (b) el numero de larvas de
Diatraea saccharalis tienden a 0.9288, en la figura (c) el numero de adultos
de Diatraea saccharalis tienden a 0.2522, en la figura (d) el numero de larvas
parasitadas tienden a 39.21 y en la figura (e) el numero de adultos de

Cotesia, tienden a 21.34.
Estos valores que se evidencian en las figuras anteriores corresponden a

valores cercanos al punto de equilibrio P; = (10.3202, 0.0925, 0.252273,
39.2508, 21.4095) hallado en la seccion 7.2.
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8 MODELO DIATRAEA SACCHARALIS-COTESIA FLAVIPES CON
CONTROL.

En este capitulo se formula el problema de control 6ptimo, cuya soluciéon va
a permitir identificar la manera optima de disminuir la poblacion de
Diatraea saccharalis por medio de liberacion de la avispa Cotesia flavipes

cultivada en laboratorio.

En el problema de control 6ptimo del presente trabajo se ha definido como
objetivo reducir el numero de larvas de Diatraea saccharalis, determinando
una funcién continua a trozos U,,: [ty t;] @ R, que define la variable de
control optimo U,,(t) (definicion 5.4) e indica la mejor manera de liberar una
poblacion adicional de Cotesia flavipes a la existente en el medio, en un
tiempo t > 0, tal que J(U) < J(U,,) < », para todas las variables de control
continuas a trozos U , donde J(U) es el funcional de rendimiento definido

por:
Jw) = ftzl Bl(L(t))2 + BZ(U(t))Zdt (Funcional objetivo) (8.1)

Los coeficientes B; > 0y B, > 0 indican el costo relativo de intervenciones en
el intervalo [ty t;] y en particular B, indica el costo relativo asociado con la

liberacion de Cotesia flavipes.

Todos los argumentos de la variable de estado X(t) =
(E(t),L(t),A(t),L (t),C(t)) asociados a los controles U(t), son funciones

continuamente diferenciables que satisfacen el sistema:
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dE
fz = YA — (mg + po)E
dL
E == moE - BLC - (m1 + I’LI)L

dA

X'(t) =4 -~ = myL —m,A (8.2)
dL
d_tp = kBLC — (m3 + #3)Lp
dac
\ = msLy, —m,C + U(t)
X(to) = Xo (8.3)

8.1 Formulacion del problema de control 6ptimo

Sean J(U) (8.1), X'(t) (8.2) y X(ty) (8.3), el problema de control 6ptimo de
este trabajo pretende encontrar una funcion de control (variable de control)

y su variable de estado asociada que minimice el funcional objetivo, es decir,
g (W)
Sujeto a (8.2)
Xo

€ = €[0, ) es el conjunto de funciones continuas a trozos.

La funcion U(t) que minimiza a J(U) es llamada variable de control 6ptimo

(U (0)).

Las funciones,
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F(t,X(®,U()) = Bl(L(t))2 + BZ(U(t))2 (integrando) (8.4)
G(t, X(6),U(t)) = X'(t) (restricciones) (8.5)

Son en efecto funciones continuamente diferenciables y la condicion
cuadratica de F en X(t),U(t) proporciona la convexidad requerida para

garantizar el minimo.

Se aborda el problema desde la teoria del control optimo debido a la
generalidad que proporciona y a su nivel de aplicacion en economia y en
modelos biologicos (“se puede justificar, ya que los resultados de la teoria de
calculo de variacién aparecen como casos particulares de los resultados de la
teoria de control 6ptimo. Esta teoria necesita de condiciones sobre los espacios
de definicion de las variables de estado y de control los cuales son mucho

mas flexibles que la teoria de cdlculo de variacion” [46]).

8.2 Solucion del problema de control 6ptimo

En esta seccion se resuelve el problema de control 6ptimo aplicando el
principio del maximo de Pontryagin (teorema 5.11), por lo cual es necesario
calcular el hamiltoniano, plantear la ecuacion adjunta y la condicion de

transversalidad y plantear la condicion de optimalidad (teorema 5.12).

El Hamiltoniano esta definido por:
H=F(t,X®),U®)+20)-G6(t,X(©),U®))

Con
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F(t,X(),U®) = B, (L) + B,(U®)*,

A1) = (2100, 2,(0), A3(1), 24(£), 25 (1)) ¥

dE(t) dL(t) dA(t) dL,(t) dc(t)
G(t'X(t)’U(t)):( dat ' dt ' at ’ 5t 'odt )

Por lo tanto,

7 = [By(L(D)" + Bo(U(®)"] + (11(0), 22(6), A5(6), 4(6), 25(8)) -

(dE(t) dL(t) dA(t) dLp(t) dC(t))
dat ' dt ' dat ' dt ' adt

Es decir,

H(t, X(©),U(t),A(t))

dA
—Bl(L(t)) +BZ(U(t)) + 2, (t) ()+/12(t) ()+A3()¥

p(t) dC(¢)

+ 24(0) +2s(t )—

H(t,X(1), U),A(1))
= B, (L) + B,(UD)" + 1 (D(YAE) — (mg + po)E(D))
+ 2 () (Mo E (t) — BL(EIC(2) — (my + py)L(L))
+ 25 (), L(E) — muA(0) + A4() (KBL(OC(E) — (3 + )Ly (1))

+ 25(8) (MaLy () — myC(t) + U (L))
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La condicion de optimalidad se determina a partir de la derivada parcial de
H con respecto a U. Dicha derivada se iguala a cero para obtener la variable

de control 6ptima U,,(t), es decir,

0H

Entonces

2B (L®)" + B,(U(®)" + 1 ()(YAR) = (mg + pe)E()) + A,(6) (moE(E) —
BL(OC(E) = (my + p)L(D) + A3 () (L () — myA(E)) + A4(6) (KBL(EC(E) — (ms +

,u3)Lp(t)) + s (t) (m3Lp (t) — m,C(t) + U(t))] = 0, para todo ¢ € [0,300]

Se toma t € [0,300] considerando gran parte del tiempo de cultivo de la cana

de azticar (10 meses) [RW14]
2B,U,,(t) + A5(t) =0

Por lo tanto

A5(t)
Um(t) = ZSTZ

La variable de control 6ptimo depende de la quinta componente de la funciéon

adjunta (15(t)) y del costo relativo asociado con la liberacion de Cotesia

flavipes ( B,).

La segunda derivada de H respecto a U determina la condicion de minimo.
0%H
En efecto Frole 2B, >0

La ecuacion adjunta es igual a la derivada parcial de H con respecto a X.
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/1, = —a = A’ = _(Fx'{‘l(t) Gx)

Para determinar A'(t), se requieren las derivadas parciales con respecto a la

variable de estado de las funciones en (8.4) y (8.5).

Por lo tanto, las ecuaciones adjuntas estan dadas por:

YR

Fr (Mg + o) A1 (t) — Mo, (2)

% = —2B,L(t) + (BC(t) + my + 1) A, (£)—myA3(t) — kBC(t)A,(t)

% = —yA4(6) + ma5(t) (8.6)
04

L= (my + )4 (8) — mals ()

92s

— 2= BLOL (O —KBLAL () + mylds(t)

La condicion de transversalidad es:

MT;) =0 es decir 1(300) =0

8.3 Solucion numeérica del problema de control 6ptimo

En esta seccidon, se encuentra la solucion numérica U, (t) utilizando el

algoritmo forward-backward sweep method.

El procedimiento utilizado por el método para encontrar la aproximacion de

la solucion optima esta resumido en el siguiente Algoritmo [26-35]
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Algoritmo 2. FORWARD-BACKWARD SWEEP METHOD

1: Seleccione un valor inicial para U,,(t)

2: Con el valor inicial de U,(t) y el valor inicial de X(t,), se resuelve

progresivamente para X el sistema (8.2).

3: Con la condicion de Transversalidad y los valores de U, (t) y X, se resuelve

regresivamente para A la ecuacion adjunta (8.6).

4: Se actualiza el valor de U,,(t) sustituyendo los nuevos valores de X y 1 en

la Condicion de Optimalidad.

”UNueva_UVieja”

S: Se verifica la convergencia asi: Si < tol, entonces Uyyepq €S la

||UNueva||

aproximacion esperada de la solucion Optima. En caso contrario se repite

el proceso desde el segundo paso.

6: El dato de salida es la aproximacion esperada de la solucion optima del

problema, fin del algoritmo.

8.4 Simulacion de la variable de control 6ptimo

La variable de control optimo encontrada numeéricamente mediante el
algoritmo anterior, es una funcion que determina la mejor forma de
introducir poblaciones adicionales de avispa por unidad de tiempo y se debe
aplicar durante el tiempo de cosecha de la cana de azucar con el proposito

de reducir la poblacion de plaga en sus tres estados biolégicos.
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En la siguiente figura se presenta la simulacion del comportamiento de la

funcion de control optimo U,,(t) en un periodo de 300 dias.

12 T T L] T T

Control optimo

10 1

Liberacion de Cotesia por dia
=]

D& L L ey

0 50 100 150 200 250 300
t{dias)

Figura 8.1: Control 6ptimo U,,(t)

La figura 8.1 muestra el comportamiento numeérico del control éptimo U,,(t).
Para la solucion numeérica del problema de control 6ptimo, se establecio
una condicion inicial de 10 larvas de Diatraea sacharallis (estos datos varian
ocasionalmente y dependen de una busqueda manual en el cultivo, en
términos de horas hombre, que se realiza por sectores de sembrado durante
un jornal de trabajo [36]). La simulacion indica que por cada 10 larvas de
Diatraea sacharallis se deben liberar alrededor de 14 avispas de Cotesia

flavipes en el dia cero. En la medida en que transcurre el tiempo estas

79




liberaciones se deben reducir paulatinamente hasta valores muy cercanos a
cero en el dia 12. Entre los dias 12 y 60 la simulacion indica que no es
necesario hacer liberaciones (reduciendo de este modo los costos de una
liberacion indiscriminada). Entre los dias 60 y 85 se debe incrementar las
liberaciones hasta aproximadamente el 7 % de las liberaciones iniciales
(valor de avispas liberadas en un dia/valor de avispas liberadas en el dia 0)
x 100 %) después de lo cual se deben disminuir las liberaciones hasta el 2.8
% en el dia 128. A partir del dia 150 se deben hacer liberaciones en promedio
de aproximadamente el 2 % de las liberaciones iniciales hasta terminar la

cosecha.

En la siguiente figura se presenta la simulacion del comportamiento en
funcion del tiempo de las poblaciones de huevos, larvas y adultos de
Diatraea saccharalis sin liberacion de avispas (sin control) y con liberacion

de avispas (con control).

350 ¢ - B - v

Huevos Diatrasa con control
Huevos Diatrasa sin control

Huevos

50

- e — - — — ke R S 1
O 50 100 150 200 250 300
tidias)

(@)
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Acumulado huevos
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Figura 8.2: Comportamiento de las poblaciones de huevos, larvas y adultos de
Diatraea saccharalis.

La figura 8.2, en a), ¢) y e), muestra una comparacion entre los
comportamientos simulados de las poblaciones de los tres estados biologicos
de la plaga considerados en este trabajo, antes y después de aplicar la
funcion de control o6ptimo. Las curvas en color rojo representan las
poblaciones antes de introducir la variable de control y las curvas en color
azul representan las poblaciones después de incluir la variable de control.
Ademas muestra, en b), d) y f), una comparacion de las poblaciones
acumuladas de Diatraea saccharalis, con el proposito de evidenciar la
reduccion de poblacion acumulada del gusano después de aplicado el
control. En b) muestra una disminucion en la poblacion acumulada de
huevos de aproximadamente el 20.8 % (reduccion poblacion con control

dividido entre poblacion sin control * 100) d) evidencia una disminucion de
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la poblacion acumulada de larvas de aproximadamente el 30.1 % y en f) una
disminucion de la poblacion acumulada de adultos de aproximadamente el
20.9 %.

Los resultados reflejan que aplicado el control 6ptimo U,,(t) se presenta una
disminucion de la poblacion de Diatraea saccharalis y por lo tanto hay una

mitigacion de danos en los tallos de la cana de azucar.
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9 APORTE INVESTIGATIVO

Validar, desde la matematica, la utilizacion de la avispa Cotesia flavipes,
cuya presencia en el Valle del Cauca se ha venido evidenciando en los
ultimos tres anos en los cultivos de cana de azacar, como elemento de
control biolégico contra el problema generado en la cana de azucar de la
region del valle del Cauca por el barrenador Diatraea saccharalis, a partir
de la formulacion y la solucion de un problema de control 6ptimo. Se espera
que el modelo fortalezca los procesos de control biolégico que actualmente
se utilizan en Cenicana, los valide matematicamente hablando, de tal forma
que primen por encima de los procesos de control quimicos, reduciendo con
ello los costos generados por la compra de agentes quimicos, asi como
también minimizando los efectos nocivos que los usos de pesticidas pueden
tener en el consumo humano por la produccion de azlicar a partir de cana

fumigada.
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10 CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS.

10.1 CONCLUSIONES

En el trabajo se propuso un modelo en tiempo continuo para estudiar la
interaccion entre Diatraea saccharalis (barrenador del tallo de la cana de
azucar) y Cotesia flavipes (enemigo natural del barrenador). Se formul6é un
problema de control 6ptimo con el propdsito de minimizar las Larvas de
Diatraea saccharalis usando la menor cantidad de recursos para la
liberacion de avispas de Cotesia flavipes. El problema fue resuelto mediante
el principio del maximo de Pontryagin utilizando el algoritmo Forward-
Backward Sweep. Los resultados numeéricos confirman que la liberacion de
avispas de Cotesia flavipes minimizan la poblacion de Diatraea saccharalis
en sus tres estados considerados. Nuestros resultados muestran que se
deben hacer grandes liberaciones de avispa en los primeros dias después de
sembrada la cana, liberaciones aproximadamente del 8% de las iniciales en
los dias cercanos al dia 85 y a partir del dia 150 se deben hacer liberaciones
de aproximadamente el 2%, de esta manera obtenemos reducciones
significativas en la poblacion acumulada de Diatraea saccharalis. Se obtuvo
una reduccion aproximada, en la poblaciéon acumulada, del 20.9% en

adultos, 30.1 % en larvas y 20.8 % en huevos.
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10.2 TRABAJOS FUTUROS

Teniendo en cuenta que existen otros enemigos naturales de Diatraea
saccharalis, entre los cuales se encuentra Trichogramma gallois (presente en
el valle geografico del rio Cauca) el cual parasita los huevos, se podria
proponer un modelo que relacione la interaccion entre las tres especies, es
decir, Diatraea saccharalis, Cotesia flavipes y Trichogramma gallois. Se
formularia un problema de control 6ptimo que considere dos controles
(liberacion de Cotesia flavipes y liberacion de Trichogramma gallois) con el
objetivo de determinar cual de los dos controles es mas eficiente.
Adicionalmente se hace necesario realizar muestreos detallados de las
poblaciones de las especies que proporcionen datos y permitan realizar una
mejor estimacion de los parametros para el caso especifico del valle

geografico del rio Cauca.
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