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UN CURSO RAPIDO DE CALCULO ESTOCASTICO
PARA APLICACIONES A MODELOS ECONOMICOS*

Primera parte

Javier Arheldez L
Uises Carcamo C.

=  RESUMEN

La importancia de las ecuaciones diferenciales estocasticas y, en general el
calculo estocastico, en las ciencias economicas no ha sido resaltada sufi-
cientemente en nuestro medio. A diferencia de las aplicaciones financie-
ras, que han sido ampliamente difundidas, las aplicaciones de otras &areas
de la economia son practicamente desconocidas en nuestro entorno aca-
démico. Este curso elemental es una invitacion a conformar grupos
interdisciplinarios de estudiosos de la matematica y las ciencias economi-
cas para abordar tales aplicaciones.

Palabras clave: ecuaciones diferenciales estocasticas, procesos
estocasticos, modelo neocldsico de crecimiento, produccion factores capita
y trabajo.

= ABSTRACT

The importance of the stochastic differential equations, and, in general of
the stochastic Calculus in Economics, has not been properly emphasized
in our academic communities. Unlike the applications to finance, the
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applications of SDE to other areas of Economics are practically unknown in

our academic environment. This elementary course is an invitation to create,

inter-disciplinary groups of Mathematics and Economics to study such

applications.

INTRODUCCION

La importancia de las ecuaciones diferen-
ciales estocasticas y en general, del cal-
culo estocastico en finanzas es evidente.
Nadie puede preciarse de tener un cono-
cimiento profundo de ciertos temas finan-
cieros, como por ejemplo los derivados,
si no ha estudiado seriamente un curso
de calculo estocastico.

Ahora, un curso serio de este célculo re-
quiere de nociones de teoria de la medi-
da, y procesos estocasticos, entre otros,
que solo son accesibles a estudiantes
avanzados de matematicas.

Por otro lado, solamente el conocimiento
de las herramientas matematicas que se
utilizan en finanzas no es garantia de que
se comprendan los procesos financieros
reales. Es por eso que se requiere de gru-
pos interdisciplinarios, para una buena
comprension de estos temas.

En ciencias economicas, en general, la
afirmacion anterior también es cierta.
El aprovechar el célculo estocéstico para
estudiar ciertos aspectos de la economia

requiere de grupos interdisciplinarios de
matematicos y economistas.

Este es un curso réapido dirigido a aque-
llas personas interesadas en adquirir los
rudimentos del célculo estocastico para
futuras aplicaciones en economia y cien-
cias afines.

Calculo estocastico en ciencias
econémicas

Un primer acercamiento a las aplicacio-
nes del calculo estocastico en la econo-
mia se puede hacer incluyendo incerti-
dumbre (y riesgo) en algunos de los mo-
delos fundamentales.

Un modelo neoclasico de crecimiento

Consideremos una economia en la que
se produce un solo bien. Esta produccion
requiere de solo dos insumos: El mismo
bien y mano de obra.

El stock del bien dedicado a su produc-
cion se denotara mediante K y se llamara
capital. Este stock no sufre depreciacion
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alguna por el paso del tiempo o por utili-
zacion.

Sean Y la produccion y L la cantidad de
mano de obra que se usa en la produc-
cion. Sea L°la fuerza de trabajo y sean y
= YA, k= KA ycomo un caso particular 1
= LAC°. (1)

En este modelo hacemos las siguientes
suposiciones:

S1. Las posibilidades de produccion de
la economia se pueden representar por
la funcion de dos variables, continua en
R2 Y= F(K, L) que satisface las siguientes
propiedades.

@) Paratodoh> Q hY= F(K, hL) (2) Re-
tomos constantes a escala). También
se podria asumir que F es homogénea
de grado 1. Haciendo h = 1A, obtene-
mos YL= FKA, 1oy= fk) 3

b) Suponemos validas las Condiciones
de Inadaz

f' ) > O (f es una funcién creciente) y
f" k)< O (fes concava), paraken

[0 ] (4.

Un primer acercamiento

a las aplicaciones

del calculo estocastico

en la economia

se puede hacer incluyendo
incertidumbre (y riesgo) en
algunos de los modelos
fundamentales.

Y ademas, f'(0)= o, f'()= O (5).

S2 La mano de obra, L, crece a una ra-
z0n geométrica constante n, es decir,
L= LO).e"conO< n< 1 ©)

S3 Una fraccion constante, s, del produc-
to no se consume. Entonces, como con-
dicion de equilibrio, la produccion que no
se consume debe invertirse. Esto se pue-
de expresar como:

%=S.F(K,L), O0<s<1 @

s es la propension marginal al ahorro.

K dLy
Ahora, 9k _d(K)_dt ~ dt _K_LK_or_nk ®
dt dt(L L2 L L
dk ) . . .
asi at =s.f(k)—nk (9). A esta ecuacién se le llama ecuacién diferencial

neoclasica de Solow? para el crecimiento.
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f(k)

Figura 1. Funcion f que cumple las condiciones de Inada

nerarapida y concisa. De tal
manera que alguien sin es-
tos fundamentos puede ad-
quirir una idea general, de
una manera rapida. Un tra-
tamiento semi-formal re-
quiere nociones de procesos
estocasticos y teoria de la
medida, pero el nivel que
presentamos aca se focaliza
en los resultados funda-

mentales y, por tanto, pres-

cinde de herramientas tan

Inclusién de la incertidumbre por medio de
una ecuacion diferencial estocéstica

Una de las primeras extensiones posibles
de modelo es el poder incluir una fuerza
laboral que varia en forma estocastica.

Asumiremos que la variacion se puede
escribir en la forma dL = nL.dt + oldz
(9.a) donde dt es un diferencial de tiem-
po, deterministico, y dz es el diferencial
de un proceso de Wener, estocastico.
© es una constante a la que podemos de-
nominar "volatilidad de la fuerza laboral”
que es una medida de la variabilidad de
dicha fuerza laboral.

Quienes conocen las nociones basicas del
célculo estocastico pueden saltar las si-
guientes secciones. Estas muestran los
fundamentos de este calculo, de una ma-

sofisticadas y requiere so6lo
de nociones basicas de la teoria de la pro-
babilidad y de procesos estocasticos tal
como se presenta en los cursos de inves-
tigacion de operaciones.

Una introduccion elemental al calculo
estocastico

Procesos de Wiener

Definimos un proceso de Wener* de ma-
nera semi-formal, de la siguiente manera:

Caracterizaremos un proceso estocastico
(estandar) de Wiener { W(t)} mediante el
siguiente conjunto de propiedades:

1. W(O)= O €I proceso comienza en cero)

2 Sus diferencias AW(t) = W(t)-W(s) tie-
nen una distribucion normal con media
Oyvarianza t-s= At, paratodos< t
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3 Paratodo s< t<v< xlas diferencias
W(t)-W(s) y W(x)-(v) son variables
aleatorias independientes.

4. Las trayectorias de un proceso de \Me-
ner son continuas.

El parametro t, representara tiempo.

Al proceso estocastico { AW(t)} se le cono-
ce como ruido blanco gaussiano®y es bas-
tante util en la simulacion de los procesos
de Wener, las integrales estocasticas y las
ecuaciones diferenciales estocasticas.

A partir de esta definicion se pueden pro-
bar las propiedades reunidas en el si-

Lema 1

El ruido blanco gausiano, { AW(t)}, tiene
las siguientes propiedades:

1. E[AW()E O Valor esperado nulo.
2 E[AWGR)’E VarAWR)E At
3 Var[[AWR)YE 2 (At)-

La simulacion de ruido blanco y de las tra-

yectorias de un proceso de Wener es rela-
tivamente facil.

La figura numero dos muestra una trayec-
toria simulada en Matlab.

Como esta es una simulacion discreta de
un proceso continuo, la trayectoria esta re-

guiente lema: presentada s6lo como una aproximacion.
Figura 2 Una trayectoria de un Proceso de Wiener
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El lema siguiente enuncia una de las propie-
dades mas importantes de las trayectorias.

Lema 2

Las trayectorias de un proceso de \Wener
son curvas continuas que no son diferen-
ciables en ningun punto.

Esta es la razon por la cual no podemos
representar esas trayectorias de una ma-
nera mas exacta.

Integrales estocasticas

Las integrales estocasticas son generali-
zaciones de las integrales que hemos es-
tudiado en el calculo elemental en el sen-

tido de que son sumas infinitas. Una apro-
ximacion semi-intuitiva a este tipo de inte-
grales se logra después de entender las
siguientes ideas:

La informacién generada por un proceso
estocastico

Consideremos el proceso estocastico
{Xeh°

1. Sea A un evento. Escribiremos AeF*
si, basados en observaciones de la tra-
yectoria { X(t), O<s <t} es posible
saber si A has ocurrido o no.

2 Sea Z una variable aleatoria. Escribi-
mos ZeF X si, podemos determinar

m T L] T T

Figura 3 Informacion generada por el Proceso X

10
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completamente el valor de Z basados
en observaciones de la trayectoria
{ X{), 0O<s<t}.

3 Sea {Y(t)} un proceso estocastico, si
para todas las variables aleatorias Y(t)
con 0<t, se cumple que Y(t)eF, en-
tonces decimos que {Y(@)} es adap-
tado a la filtracion’ { th} oo INnterpre-
tamos el simbolo F* como "la infor-
macion generada por el proceso { X}
en el intervalo [0, t]".

Porejemplo, si el precio de una accion esta
representada por el proceso {S(t)}, tene-
mos 1,000 de esas acciones y queremos
venderlas en algun instante en el interva-
lo [0 t] entonces, nuestras ganancias se-
ran un proceso estocastico adaptado a la
filtracion {F°} .

Condiciones de integrabilidad

Consideremos un proceso de Wener, W

1. Decimos que el proceso g pertenece a
la clase L? [a, b] si es adaptado a la fil-

2
tracion{F"} _,ytal que Lb|g(s)| ds < o8,

Las trayectorias de un
proceso de Wiener son
curvas continuas que

no son diferenciables

en ningun punto.

2 Decimos que el proceso g pertenece
a la clase L?si g €L?[Q t] para todo
t> 0

La integral estocastica, en el sentido de to°,
para procesos simples

Los procesos estocasticos simples son los
analogos aleatorios de las funciones es-
calonadas. Usualmente la integral elemen-
tal se define, de manera natural, para fun-
ciones escalonadas y luego se aprovecha
el hecho de que la mayoria de las funcio-
nes de mayor uso se pueden aproximar
mediante funciones escalonadas, para
extender la nocion de integral a esas fun-
ciones, mediante un paso al limite. De
manera semejante se hace esto con los
procesos estocasticos.

Un proceso estocastico g se dice que es simple en [a, b] si existe un conjunto

de puntos deterministicos a= t < t <
c talesquegt)= cksit <t< t, ,parak= Q1,...n-1.Estoes,
g es constante en cada subintervalo.

tes Cy Cyroevy

...< t = byun conjunto de constan-

Para cada proceso simple gen L? [a, b] definimos la integral estocastica en |[a,

b] mediante [/ 9(s)AW(s) = ¥ g()[Wi(t,.,) - W(t,)] 1
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La integral estocastica, en el sentido de Itd, para procesos mas generales

Dado un proceso gen L? [a, b] tenemos los siguientes hechos:

1. Existe una sucesion de procesos simples { g} tal que E[Lb{gn(s) - 9(3)}2}13 -0

cuando n — oo,

2 Es posible definir Z = I:gn(s)dW(s) para cada n.

3 Lasucesion Z_tiene un limite, Z, cuando n — .

Asi definimos la integral estocéstica de g como ese limite Z, es decir,

[asawe= " g W),

Las propiedades mas importantes de la integral estocéstica

Lema 3

Sea g un proceso en L% [a, b]ysea Z = Lb g(s)dW(s), entonces las siguientes pro-

piedades se cumplen:

1.  E@)= Ol valor esperado de la integral estocastica es cero).

2 E@2 [:E[|g(s)|2]ds

3 Z es FbW-medibIe“.

Como puede verse, el valor esperado de
esta integral es cero. Esta es una de las
propiedades de los juegos, actuarialmente,
justos. Una generalizacion, bastante util
del concepto de juego justo es la nocion
de martingala.

Martingalas

Aunque una definicion formal de la no-
cion de martingalas necesita de concep-

tos de la Teoria de la Medida, en esta in-
troduccion al célculo estocastico damos
una nocion semi-intuitiva.

Esperanzas condicionales

Consideremos la filtracion (flujo de infor-

macion') {F} . Si Y es una variable

aleatoria, E[YA ]es el "valor esperado de
Y dada la informacion disponible en el

tiempo t". Para un t fijo, E[YF ] es una va-
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riable aleatoria. Si toda la informacion se
obtiene a partir de un solo proceso, X, en-
tonces F_y E[YF ] dependen de la trayec-
toria { X(s), 0<s<t}.

Dos importantes propiedades de las espe-
ranzas condicionales

1. SiYand Z son variables aleatorias y Z
es F-medible entonces E[Z.YF ] =
LENF]

2 Si Y es cualquier variable aleatoria y
s< t entonces EE[YA]F]= E[YF]
Leyde las Esperanzas lteradas)

F -Martingalas

Un proceso estocastico X se llama una F -
martingala si cumple las siguientes con-
diciones:

1. X es adaptado a la filtracion {F} .
2 E[|X)|]< o« paratodo t.

3 Paratodosyt s<t EX®)F]= X6)

Intuitivamente hablando, una martingala
es un proceso estocastico tal que la me-
jor prediccion que de él se puede hacer,
dada cierta informacion disponible, es
simplemente, el valor actual observado.

Esta nocion esta intimamente relaciona-
da con la Hipotesis débil de los Merca-
dos Eficientes.

Integrales estocasticas como martingalas

Lema 3

Para cualquier proceso g €L? el proceso
X definido como X(t) = Iotg(s)dW(s) es

una F - -martingala.

Esta es la propiedad que hace que las in-
tegrales estocasticas, tal como se han
definido aca sean apropiadas para mo-
delar precios de acciones'. La forma dé-
bil de la Hipotesis de los Mercados Efi-
cientes establece que los precios actua-
les reflejan, de manera completa, la in-
formacion contenida en las series de pre-
cios historicos. Asi, los inversionistas no
pueden concebir ninguna estrategia para
obtener ganancias fuera de lo comun, de
una manera consistente, basados en la
informacion disponible para el publico y
el mejor pronostico para manana es el
precio de hoy:.

Diferenciales estocdsticos

Sea X un proceso estocastico y suponga-
mos que existe un numero real x,y dos
procesos F "-adaptados p and o tales que

X®)= x, + j;p(s)ds+ j;o(s)dW(t) (10)para

todo t > 0. Podemos escribir (10) usando
notacion diferencial, en la forma, dX(t)
= pE)dt+ odW) (1), XOF x, (12)decir
que X tiene un diferencial estocastico
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Uno de los objetivos

mas importantes del calculo
estocastico es encontrar

el diferencial de una funcion
de un proceso estocastico
(con diferencial) y del tiempo.
El siguiente lema da
condiciones suficientes
para que el diferencial

de una tal funcion exista y,
ademas, muestra como

calcularlo.

dado por (11) con una condicion inicial
dada por (12).

Hablando formalmente, (11) es una for-
ma corta de representar (10). Hablando
de manera intuitiva, (11) representa la di-
namica infinitesimal de X. El término pt)dt
in (11) se llama el término de tendencia
(drift), y o (t)dW(t) se llama el término adi-
tivo de ruido gaussiano.

Hablando informalmente, un proceso
estocastico que satisface una ecuacion de
la forma X({t)= ut Xt)dt+ oft, X@)dW)
se llama un proceso (estocastico) de difu-
sion. Estos procesos estén relacionados
con los modelos deterministicos que re-
presentan difusiones fisicas, por ejemplo
la difusion observada en el proceso de
osmosis.

Aplicacion al modelo de Solow

El lector atento ya habra notado que en
la ecuacion diferencial estocastica de la
fuerza laboral en el Modelo de Solow el
término de tendencia es nLdt y el térmi-
no aditivo de ruido gaussiano es c.Ldz.
También sabra que otra forma, equivalen-
te, de representar este modelo es L) =

L, + L:n.L(S)ds +L:0.L(S)dz a3).

También de (9a) se puede deducir que

dL
T ndt+odz (13 a), esto significa que

la proporcion del crecimiento de la fuer-
za d trabajo, para un corto periodo de
tiempo, dt, tiene distribucion normal con
media n.dt y varianza c2dt.

El teorema de representacion como Mar-
tingala

El Lema 3 establece que toda integral
estocastica (del tipo It6 ) es una martin-
gala, existe una especie de version reci-
proca, que establece que, bajo ciertas cir-
cunstancias, cada martingala se puede
representar como una integral de Ito:

Lema 4

Sea{M} ., .;unamartingala continua de
cuadrado integrable respecto a {F}. En-
tonces existe un unico proceso estocds-
tico fe L2tal que M= M+ [ f(s)dW(s)
(14)parate [OT]
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Diferencial de una martingala

En virtud de la equivalencia entre las
notaciones integral y diferencial, pode-
mos escribir (14) como dM(t) = f(s)dW(s)
(15), thatis, un proceso estocdsticg que tiene
un diferendal, es una martingala si y so-

La Formula (Lema) de ko

Uno de los objetivos méas importantes del
calculo estocastico es encontrar el diferen-
cial de una funcion de un proceso esto-
castico (con diferencial) y del tiempo. El si-
guiente lema da condiciones suficientes

lo si su diferendal no tiene término de ten- para que el diferencial de una tal funcion

denda. exista y ademas, muestra como calcularlo.

Lema 4 (Lema de ko)

Sea X un proceso estocastico con diferencial estocastico dX(t) = u(t)dt +
o (t)dW(t) donde L y 6 son procesos adaptados, y sea f= f(t, x) una funcion
C"2 4 Definamos el proceso Z mediante Z = f(, X(t)). Entonces Z tiene un
diferencial estocastico, dZ, dado por

of  of 1,09 of
ox 2

dZ = dfeX ()= {a+p—+—c 5 dt+0&dW(t) (15)

Ejemplo 1

Sea Z el proceso definido mediante Z )= \W‘(t), donde W(t) es el proceso de
Wener. Es decir, Z () es la cuarta potencia de un proceso de Wener. Identifi-
cando W(t) con X(t)y dado que dW(t)= Odt+ 1.dW), WO)= XO)= O u= O

of of ., 0°f )
yo= 1) yft x)= x% entonces 5t 0, a—X:4-X Y 352 =6X" Substitu-

yendo en la formula de Itd (15), obtenemosdZ t)= 6WAE)dt+ 4 WAE).dW(),
Z(O)= O. Este es el diferencial de \WA(t).

Ecuaciones diferenciales estocasticas

El lema de Itd6 permite encontrar el diferencial de una funcion de un proceso
estocastico. Ahora podemos pensar de una manera, en cierto sentido inver-
sa, dada una expresion diferencial y una condicion inicial, existe un proceso
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estocastico que los satisfaga? Resolver este problema es resolver una ecua-
cion diferencial estocastica.

El siguiente lema da condiciones suficientes para la existencia de solucio-
nes de la ecuacion diferencial estocastica EDE)dX ()= putXt)dt+ o X (t))
dW@), XO)= x, (16)

Lema 5

Supongamos que existe una constante K tal que para todo x, todo y y
todo t |u(t,x)—p(t,y) <K|x—y|,|o(t,x)—o(t,y) <K|x—y| and |o(t,x)|+ |u(t,x)|
<K(1+ |x|), entonces existe una solucién X(t) a la ecuacion (16) que tiene las

siguientes propiedades:

1. Xes un proceso F"-adaptado.
2 Xtiene trayectorias continuas.

3 Xesun proceso de Markoy,

4. Existe una constante C tal que E[|X(t)]< Ce‘“(1+|x0|2).

Movimiento Browniano Geométrico (MBG)

Uno de los procesos estocasticos mas importantes en finanzas es el asi
llamado Movimiento Browniano Geométrico. En el modelo de Black-Scholes
para valoracion de opciones se supone que el precio del activo subyacente
sigue este proceso. Un MBG se define como la solucién a la EDE dX(t)=
a.X(t)dt + 0.X(t)dW(t); X(0)=x, (17), donde oy ¢ son constantes, ¢ > O.

Esta es una de las pocas EDE que tiene una solucion simple.

Lema 6

1,
La solucion de la EDE (17) esta dada por X(t) = x, e'“27 """ (18) su valor

esperado es E[X(t)]=x,e** (19)'%.
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La figura 4 muestra el valor esperado y algunas de las trayectorias de un
proceso browniano geomeétrico.

Movimiento Browniano Geométrico en la fuerza laboral del modelo de Solow

Si echamos otra mirada a la ecuaciéon (9a) en el modelo de Solow
dL =nL.dt+olLdz, con L(O)= L, vemos que esta es precisamente la ecua-

. - e -
cion de un MBG. La soluciénes L= L e "2° %Y o que indica que en este

modelo modificado, la fuerza laboral se comporta de manera similar al pro-
ceso de la figura 4.

A pesar de todo esto, si queremos estudiar el efecto de considerar la fuerza
laboral como un movimiento browniano geométrico en el diferencial dk,
necesitamos ampliar las nociones vistas a procesos de dos dimensiones.
La razon es evidente: k depende de dos variables, Ky L.

Generalizaciones: Procesos en dos dimensiones

En muchas de las aplicaciones, se consideran procesos estocasticos rela-
cionados con mas de una fuente de aleatoriedad. El caso tipico se presenta
cuando se tiene un portafolio de inversiones, digamos que contiene n acti-
vos, y una gran cantidad de los precios de los activos financieros que con-
forman el portafolio varian aleatoriamente, digamos, d, de los n. En estos
casos la descripcion del portafolio necesitara de d procesos estocasticos.
Se puede tener una primera aproximacion utilizando un proceso browniano
d-dimensional.

Antes de hacer la extension a d-dimensiones, en aras de facilitar esa transi-
cion de 1 a d, estudiaremos procesos estocasticos relacionados con proce-
sos brownianos de dos dimensiones.

Proceso de Wiener y diferenciales Bi-dimensionales

Consideremos un proceso W= [W1, WZ]T, donde W y W, son dos procesos
de Wener independientes "T" denota trasposicion. Sea u= [, @), w, QT el
vector de tendencia y sea ¢ la matriz de difusion definida por
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O(t):|:011(t) CJ-‘12(1:)

0, () sz(t)} y supongamos que el proceso bi-dimensional X =

D(1, XZ]T, tiene un diferencial estocastico de la forma

[dxxt)} _ [w(t)} dta [%(t) om(t)}[dm (t)} o0 _
dX,(t) M () 0,(t) o0,V [ dW,(t) que puede ser escrito
en forma mas compacta como dX(t)= p@)dt+ o). dW(t). Este es un ejem-
plo de un diferencial estocastico bidimensional.

Definamos el proceso Z, mediante, Z = f(t, X)) donde f es una funcion de
R3en R que es derivable una vez con respecto a t y dos veces con respecto a
cada una de las componentes de X, es decir una funcion C"2 ;Qué forma
dZ? La respuesta nos la da una generalizacion del lema de It6 que enuncia-
mos a continuacion:

Figura 4. Media y trayectoria de un Movimiento Brow niano Geométrico
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Lema 7 (Formula de It6 de dos dimensiones)

Sea X un proceso bi-dimensional con diferencial estocastico de la forma
dX{t)= pf)dt+ o). dWE)yseaf= fit X)) unafuncion C'2 entonces:

1. ftiene un diferencial estocastico dado por
of cif of

1
df= —+p = - +-5, dt+5; (21) donde

(i o, 2

% & ekt (22)
5, ={ﬁf,'+ gf}]aﬁ + Ho,a,, +rsﬂr=12;-r;ll:'E -ﬂ.:-; +[ﬂ.'?+ﬂﬂ:lt_"ﬁ y

af of
s‘z =|:'ﬂ"1| +5:1}§dw1 +|:‘51;' il ]Edwz (23)

2 La expresion (21) equivale a la siguiente

1
g =T oy + Ty + s (24) donde

ot o, o, 2
5 ﬁfidx 45+ a’t &°f .
B Al by g dX, dx, + ﬁ—ﬁdx!.dxz (25) y se aplica

la siguiente tabla

3 de multiplicacion formal:

(dty? =0
dtdw, =0, i=1,2
(dW,)? =dt, i=1,2
dW.dw, =0, i=12 (26)

El lector interesado puede comprobar facilmente que, efectivamente la ex-
presion (24) se convierte en la expresion (21) después de aplicar la tabla de
multiplicacion formal.

A la funcion fy al proceso de la expresion (20).

El aspecto del diferencial dk en el modelo de Solow con Incertidumbre

Con la nueva herramienta del lema 7, podemos abordar el problema de
determinar el diferencial de k, con el nuevo supuesto de la ecuacion 9a.
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Sabemos que y por tanto esta es la nueva funcion que en el lema aparece
denotada por f. Ademas dX, y dX,, son, respectivamente dK y dL que estan
dados por

dK= s.F L)dt,

dL =nL.dt + cLdz, donde hacemos notar que dK no tiene término aditivo de
ruido gaussiano.

Aplicando (24)y (25) conf= k x= K x,= L, dw,= O dw,= dz obtenemos

K . ok .. ok ) 9%k,
Kot XMk KL+ 429K gL+ 9K gL
= Lt {aK2 (AK) 25 g KL+ 52 @ )} @)
Ah aikzo %:—5 aikzl azk_o a2k _i ak 27K
Ofa 5 =% LT 1Z' 9K L' 9K? ' 9KaL Yo~ 5

Sustituyendo en estas expresiones en (27) obtenemos

dk=0— SdL+— dK+2{0+2[ Ij}inL+2 (dL)Z}

dk=0—52dL+1dK+1 0+2 -1 lkdL+2 K (dL)2
K L 2 2 B

—LEZ(nLdt +0Ldz)+%dk N ;[—édeL +2L7K( n2L2(dt)? + 2nodtdz + 622 (dz)? )}

después de aplicar (26) llegamos a

dK dKdL 1[2K 2

K
dk = 2 (nLdt+GLdZ)+T T e o’L’dt } después de hacer algunas transfor-

maciones y aplicar de nuevo la tabla de multiplicacion (27) llegamos a

nK sF(K,.L) Ko? Ko
dk:[—L+L+ L t——dZ queseconVIerteen

dk = [sf(k)—k(n - 6% )t —kodz (28)
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Notamos que tanto la parte determinis-
tica (tendencia) como la parte estocastica
del diferencial de k estan afectados por
la volatilidad de la fuerza laboral.

De otra manera mas comprensible pode-
mos decir que las fluctuaciones aleatorias
en k, dependen, como lo podiamos ha-
ber sospechado, de las fluctuaciones
aleatorias en la fuerza laboral.

Pensar un poco en los resultados

Naturalmente, como los modelos matema-
ticos son solo representaciones de la rea-
lidad, es pertinente analizar bajo qué con-

Unos ejercicios

diciones es plausible la descripcion del
comportamiento de la fuerza laboral como
un movimiento browniano geomeétrico.
Esta es una tarea que dejamos a un grupo
de estudiosos de la matematica y la eco-
nomia. Esta podria ser un primer proyecto
para un grupo interdisciplinario de esa ca-
tegoria. Un segundo proyecto podria ser
investigar la plausibilidad de tales supues-
tos en Colombia y Latino-América. Un ter-
cero: suponiendo que estos modelos son
apropiados, jcomo se harian las estima-
ciones de los parametros? \aliosas ayudas
para este ultimo proyecto seran presenta-
da en la sequnda parte de este curso.

Como en todo curso, los ejercicios son herramientas fundamentales para la

comprension de los temas vistos. La incapacidad para resolverlos denota,

generalmente que el contenido del curso no se comprende al nivel correcto.

Para detectar el nivel de comprension alcanzado, le sugerimos al lector que

intente resolver los siguientes ejercicios:

1. ResolverdX= 0.5X.dt+ 003X dWx(©)= 1, cual es el valor esperado de

X?

2 Simular en una hoja electrénica 10 trayectorias del proceso anterior.

3 Por medio de simulacion, estime el valor esperado de X(1) y compare su

estimacion con la que puede obtenerse de la solucion del primer ejercicio.

4. Si a es una constante y WI(t) el proceso de Wener, encuentre el diferencial

estocastico del proceso y= e*",

5 Demuestre que la expresion (24) es equivalente a la expresion (21).
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6 Si X e Y tienen diferenciales estocasticos respectivos; dX = p..dt+ o,dW,
X0 = X, dY= p,dt+ o dW, Y(O) = Y, donde W, y W, son procesos de
Wener independientes, Z= X.Y, U= XA, encuentre los diferenciales de Z y
u.

7. ¢{Qué implicaciones en cuanto al comportamiento probabilistico de sus
incrementos (variaciones) tiene la suposicion de que una cierta variable
economica se puede describir como un diferencial estocastico?

Lo que sigue

En la proxima parte profundizaremos en el Modelo de Solow presentaremos
otros modelos susceptibles de ser modificados con la introduccion de incer-
tidumbre y extenderemos los resultados obtenidos de 2 a n variables. Espe-
ramos que esta pequena contribucion ayude efectivamente a la conforma-
cion de grupos interdisciplinarios para el estudio de modelos de ecuaciones
diferenciales estocasticas en las ciencias economicas.
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En honor del Matematico Norbert Wener.

Esto es porque, en analogia con la luz blanca, este contiene todas las frecuencias.

No estd demas recordar que un proceso estocdastico es una familia indexada de variables
aleatorias.

Estrictamente hablando, una filtracion es una familia creciente de sub-sigma &lgebras de la
sigma dlgebra en la que esta definida el proceso estocdstico. Una sigma &lgebra es una clase
cerrada de eventos que representa informacion. En este caso la filtracion se puede interpretar
como un flujo de informacion generado por el proceso X desde t= O

En general esta integral es de las llamadas Integrales de Lebesgue y esta condicion debe
interpretarse como casi seguramente. Es decir, el conjunto de puntos donde no se cumple es
despreciable, desde el punto de vista de la Teoria de la Medida. Esta propiedad se enuncia
diciendo que el proceso g debe ser de cuadrado integrable.

En nombre de Kiyoshi Ito. Existe también la integral de Stratonovich, pero esta nos e usa en
finanzas.

Parece ser similar a una integral de Stietljes, sin embargo es bastante diferente.

Hablando intuitivamente, la distribucion de probabilidades de la integral se puede obtener con
la ayuda de las trayectorias del proceso de Wener en [a,b].

Por ejemplo, la informacion generada por todos lo eventos observados hasta el instante t.
La integral de Stratonovich, en general, no es una martingala.

Esto quiere decir, f = f(t,x) Es una vez diferenciable con respecto a t y dos veces diferenciable
con respecto a x.



