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Abstract

En este articulo se analiza el modelo Lorenz de circulacion atmosférica mundial y se exploran diversos andlisis y validaciones
realizados sobre el modelo. Se tratan temas como la linealizacién, el control, el anélisis de incertidumbre, el analisis de sensibilidad
y la estabilidad del sistema. Los resultados muestran la relevancia de ciertos parametros sobre las variables de estado y la coherencia
del comportamiento del modelo con la literatura existente.

Aqui se analiza el comportamiento del sistema no lineal y su aproximacién lineal en el punto de equilibrio. Explora la relevancia
de los pardmetros en las variables de estado y concluye que ciertos pardmetros tienen una mayor influencia en variables de estado
especificas. Se analiza la estabilidad del sistema y se determina que el sistema es estable si se cumplen determinadas condiciones.
También se incluyen simulaciones de los sistemas no lineal y lineal en distintos puntos de funcionamiento, comparando sus re-
sultados. Se aplican estrategias de control y se observa el efecto de variar los pardmetros de control. Se explora la posibilidad de
un control discreto, pero se determina que no es viable. Se realizan andlisis de sensibilidad e incertidumbre sobre los pardmetros
del sistema, con la conclusién de que la variable de salida es mds sensible a un pardmetro que a otros. En conjunto, el estudio
proporciona una vision del comportamiento y andlisis del modelo Lorenz-84, destacando su estabilidad, posibilidades de control y
sensibilidad de los pardmetros.

Keywords: Modelo de Lorenz, circulacién atmosférica global, meteorologia, modelizacién matematica, andlisis, validacidn,
linealizacidn, control, andlisis de incertidumbre, andlisis de sensibilidad, punto de equilibrio, estabilidad, simulaciones, variables
de estado, pardmetros de control, control discreto, sensibilidad de parametros.

1. Introduccion resto de variables, estos buscan conservar en si la esencia del

. o - comportamiento real del sistema.
La meteorologia se define como la ciencia atmosférica que bus-

ca estudiar y comprender el comportamiento de la atmosfera  En 1984 el cientifico y meteorslogo Edward Lorenz tiene co-

terrestre, junto con la bisqueda de herramientas para su predic-  mo objetivo verificar cuantitativamente lo que se conoce como
cién y pronéstico en base a registros pasados. Uno de los prin- el fenémeno de circulacién de Hadley, que explica el compor-
cipales medios para esto dltimo es el modelado matematico, a  tamiento de los vientos del planeta en regiones cercanas a la
menudo mediante sistemas de ecuaciones diferenciales ordina- linea del Ecuador. Para ello, Lorenz propuso un modelo de ba-

rias o parciales. De esta forma es posible representar mediante  jo orden que, en palabras suyas, bien puede ser el modelo mds
leyes fisicas la forma en que cambia el tiempo atmésferico y simple posible que simule la circulacién de Hadley [5]. Este
realizar simulaciones por computadora para pronosticar y ana- modelo es conocido como modelo de Lorenz de 1984, o siste-
lizar resultados a futuro. ma Lorenz-84, y es el que se tratard a lo largo de este trabajo.

Sin embargo, la mayoria de modelos que pueden dar un buen
acercamiento a la realidad tienen miles o millones de variables
de estado, por lo que, en términos de computo, la resolucién
de estos modelos requiere un tiempo de cédlculo absurdamente
grande. Es por esto que algunos investigadores han desarrolla-
do modelos de bajo orden, que cuentan con menos de 100 va-
riables de estado, y que si bien pierden rigor al deshacerse del

Debido a su simplicidad para modelar la circulacién de Hadley,
este modelo ha captado la atencién de los investigadores y me-
teorélogos, de forma que se han logrado ya ciertos resultados.
Poco tiempo después de la publicacién de Lorenz, se presentd
un estudio meteoroldgico donde se afirmaba que la circulacién
de Hadley en tiempo de invierno es mds predecible que la mis-
ma en tiempos de verano [2]. Esto se corroborré usando el mo-
delo propuesto por Lorenz, junto con un andlisis mds extenso

“Asesor, Profesor Investigador ‘ sobre la bifurcacion y predictibilidad del modelo [9]. También
Ren (ﬁ)";;”lsgiif;ézeiz atpaetdar @C‘Za(fslatn't; zi.;:rr(;z:z?igatterme Zapata se han realizado andlisis de estabilidad de Lyapunov para verifi-
N it.edu. s . . . L.
jdcorread@eafit .edu.co (Juan David Correa Duque), car la regularidad del modelo, junto con experimentos numéri-
drojasd@eafit.edu.co (Daniel Rojas Diaz) cos que han encontrado comportamiento caético y periédico de
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los atractores del modelo al variar sus pardmetros ([6], [7], [8]).

Sin embargo, hasta ahora no se han tratado aproximaciones
lineales del sistema Lorenz-84 y su posible aplicabilidad en
métodos de control, como es el caso para el modelo cldsico de
Lorenz en investigaciones recientes ([1], [4], [3]). El objetivo
de esta practica es justamente encontrar una aproximacion li-
neal del sistema original y verificar que el comportamiento de
estos dos sistemas sea similar dentro de cierto periodo de tiem-
po. Ademas, se busca implementar un control en el sistema y
realizar el andlisis de incertidumbre y el andlisis de sensibilidad
correspondiente.

2. Métodos

El modelo se compone por el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias [5]:

X = fyzfzzfaeraF
y=xy—bxz—y+G
t=xz+bxy—z+G

Donde todos los pardmetros son positivos y se debe cumplir
a<lyb>1.

Ahora, la variable x representa la intensidad promedio de las
corrientes de vientos occidentales, mientras que las variables y
y z representan la amplitud de coseno y seno de la fase de los
remolinos generados por la circulacién de Hadley. A continua-
cién presentamos el significado de los pardmetros de nuestro
modelo:

= F: Velocidad promedio de los vientos occidentales

s Gy G': Magnitud de las fuerzas de transporte hacia los
polos del aire en las celdas de Hadley

= a: Coeficiente de amortiguamiento de la corriente de vien-
tos provocada por los remolinos

= b: Coeficiente de intercambio de energia entre y y z

Se referenciard la explicaciéon completa de los pardmetros y
términos del modelo en [10] debido a los detalles técnicos que
esta requiere para abarcarse en su totalidad.

En el mismo articulo donde presenta el modelo [5], Lorenz afir-
ma que, en el caso G’ = 0, los puntos de equilibrio de este sis-
tema vienen dados por las ecuaciones

(1-1)G B btG
=2+ (1+00)2 " 1-2+(1+62)72

x=t y= ey
Donde ¢ viene dado por las soluciones de a(F —¢)(1 —2¢+ (1 +
b*)t?) = G*. De esta forma el nimero de puntos de equilibrio
dependerd de los valores de los pardmetros a, G y b (que
determinan el niimero de soluciones de esta tiltima ecuacion.

Herramientas Computacionales

Para modelar este sistema y hacer las simulaciones co-
rrespondientes se utiliza la herramienta Simulink para graficar
el sistema y ejecutarlo. Ademads se usa el lenguaje de progra-
macién Matlab y algunas de sus toolbox para poder realizar
los analisis correspondientes de los datos y como tal del
comportamiento del sistema.

Analisis de incetidumbre

Para realizar el andlisis de incertidumbre se usa el Tool-
Box GSUA-CSB y matematica simbélica de MATLAB.
Ademds se procede con la generacién de algunos filtros de
montecarlo para su posterior andlisis y poder evaluar que va-
lores cercanos o en qué intervalos pueden estar los pardmetros
sin alterar el comportamiento del sistema.

Punto de equilibrio

Para evaluar el punto de equilibrio se procede a determi-
nar los valores que deben tomar las variables de estado para
que sus tasas de cambio sean nulas. Para ello se procede
analizando analiticamente los valores de estas variables y,
posterorimente, evaluandolos en el sistema y verificando que
su comportamiento si corresponda realmente a una estabilidad
del sistema.

Analisis dimensional

Para el andlisis dimensional del modelo se hizo una bus-
queda en la literatura con el fin de identificar las unidades
de cada una de las variables y pardmetros presentes en el
modelo. Luego, con base en las ecuaciones que modelan
el comportamiento del sistema se concluye que para que el
sistema sea consistente en sus dimensiones se debe crear una
constante que multiplica las ecuaciones que se tenfan tni-
camente con el fin de aportarle robustez dimensional al modelo.

Linealizacion

Se entiende como linealizacion a la aproximacion del sis-
tema original a un sistema lineal definido en una regién en
especifico alrededor de un punto de referencia Xy = (xo,0,20)s
es decir, sobre una vecindad del punto de referencia. El proceso
de linealizacién consiste encontrar las matrices A y B tales que
la aproximancidn al sistema lineal es

AX = AAX + BAU

Con AX el vector de las diferencias de tasas de cambio, AX
el vector de las diferencias de las variables de estado y AU el
vector de las diferencias de las entradas.



Con A y B definidas como

A:%@ﬁ 2)

B=|% % 3)

Nota: La matriz B no se calcula con respecto a la entrada G/,
ya que G’ toma el valor de cero en el punto de equilibrio del
sistema.

Control SISO

Para hacer el control SISO debemos elegir una de las sa-
lidas y una de las entradas del modelo lineal. Si miramos la
matriz B que se obtuvo en la linealizacién, nos damos cuenta
de que la entrada actia sobre el primer estado y por ende lo
elegiremos para controlarlo definiendo C = [1 0 0]. Luego, la
salida elegida es x y la entrada elegida es F'. Ahora, recordemos
que la funcién de transferencia de un sistema lineal en la forma
de espacio de estado viene dada por:

Y(s)
Ul(s)

Funcion de transferencia SISO

G(s) = =C(sI-A)"'B 4)

La funcién de transferencia del sistema simple de control
Pa(s)
} ] Py(s)
P,(s) y Py(s) son el polinomio resultante por la entrada y
el polinomio caracteritico del sistema respectivamente en el

dominio de la frecuencia, entonces se tiene:

H(s) se obtiene de la siguiente forma. Sea G(s) = , donde

B KG(S) _ K'Pn(s)
H(s) = 1+K-G(s)  Pa(s)+K-Pu(s) ©

cuya estabilidad depende del polinomio resultante en el deno-
minador Py(s) + K - P,(s)

Esta seria la funcién de transferencia para nuestro siste-
ma si sélo consideramos la entrada F' y tomamos como salida
la intensidad promedio de las corrientes de vientos occidenta-
les.

Aplicacion del método de Routh-Hurwitz

El objetivo del sistema de control es determinar una fun-
cion de transferencia para el controlador K que otorgue ciertas
propiedades a la funcién de transferencia resultante para el
sistema de control. En este caso, la funcion de transferencia
del sistema de control es una constante desconocida. Ahora, lo
que le pedimos a este controlador es que mantenga el sistema
estable, sin embargo no todos los valores de K necesariamente

resultan en un sistema estable.

Por ello se emplea el método de Routh-Hurwitz para analizar
qué valores de K son los apropiados. En donde el nimero
de cambios de signo en la primera columna de coeficien-
tes en el arreglo de Routh-Hurwitz equivale al nimero de
raices en el semiplano derecho, es decir la regidn inestable. Por
lo que se busca que no hayan cambios de signo en esta columna.

Analisis de sensibilidad

En esta seccién realizamos un analisis de sensibilidad so-
bre nuestro sistema, especificamente de la salida x de acuerdo a
la variacién de los parametros xg, o, 20, 4, b. Adicional se estu-
dia la sensibilidad de la salida x sobre una curva nominal. Los
resultados fueron obtenidos con ayuda de la herramienta SA
(Sensibility Anélisis del Toolbox GSUA-CSB de MATLAB.

Analisis de incertidumbre

En esta seccién se evaluard la manera en que se propaga
la incertidumbre de los factores en las salidas del modelo.
Para ello se definen intervalos pequefios para cada factor. Y se
utiliza el Toolbox GSUA-CSB de MATLAB.

3. Resultados y analisis

3.1.  Punto de Equilibrio

Para evaluar el punto de equilibrio se procede de la siguiente
manera: Para el caso G = 0, encontramos que, al reemplazar en
las ecuaciones de (1), se sigue y = z = 0. Ahora, evaluando la
ecuacion cubica se tiene que

a(F —t)(1 =2t +(1+b6*)*) =0 (6)

Por tanto, tenemos dos casos: o bien F —t =00 1—2r+ (1 +
b*)t? = 0. De esta tltima igualdad se obtiene

(=22 —4(1)(14+b*) =4—4(14b*) = —4p* <0

Siempre y cuando b > 0. Por tanto esta segunda ecuacioén no
tiene soluciones en R, y asi nos quedamos con la tnica solu-
cién ¢ = F. Finalmente, como por (1) se tiene x = ¢, el punto de
equilibrio corresponde al vector (xx,y*,z*) = (F,0,0). A con-
tinuacion se presenta la simulacién del modelo con este estado
inicial. Podemos ver que para los estados x, y y z, con G =0
nos crea unas lineas constantes que es el resultado que espéra-
bamos, y para el espacio de fase espérabamos un punto. El caso
G # 0 se omite debido a la complejidad que genera el compor-
tamiento cadtico del modelo.

3.2. Andlisis de incertidumbre

Se presentan las siguientes graficas que representan los resul-
tados del andlisis. Se define el vector nominal de parametros
(x0,y0,20,a,b) = (1,1,1,0.25,4) para trabajar en el andlisis.
En la Figura 2a se representa el comportamiento del modelo en
100 dias para el vector nominal inicial.
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(a) Punto de equilibrio para los estadosx = F =8,y =0,z=0,con G =0
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(b) Punto de equilibrio en el espacio de fases para los estados x = F =8,y =0, z=0, con
G=0

Figura 1: Resultados obtenidos para puntos de equilibrio, conx=F =8,y =0
yz=0conG=0

Luego se realizan 100 simulaciones para variar los pardmetros
del vector nominal, y los resultados se presentan en la Figura
2b. Notamos que los valores de las variables de estado per-
manecen dentro de un rango cercano al descrito por el vector
nominal (mostrado en rojo), mostrando asi la estabilidad del
sistema para los rangos determinados en la simulacion.

Las figuras 3a, 3b y 3c representan Filtros de Montecarlo pa-
ra cada variable de estado respectivamente. De esta forma se
permite medir la relevancia sobre el modelo que tiene cambiar
los pardmetros a altos o bajos valores. Asi, se evalda la rele-
vancia de cada pardmetro sobre cada variable de estado. Para x
y y, en 3a y 3b, notamos que los pardmetros xp, a y b cobran
gran relevancia. Sin embargo, la dnica variable relevante para
zresulta ser a y b, y el resto de variables no muestran grandes
afectaciones sobre esta ultima, caso contrario al presentado en

xXyy.
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(a) Andlisis de incertidumbre del modelo Lorenz-84 con matematica simbdlica N = 1
N=100
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(b) Analisis de incertidumbre del modelo Lorenz-84 con matematica simbdlica N = 100

Figura 2: Graficas obtenidas del andlisis de incertidumbre

3.3.  Andlisis dimensional
Recordemos el sistema original:

> _ax+aF

y=xy—bxz—y+G
¢=xz+bxy—z+G

x=-y—z

De acuerdo a [10], las variables x, y y z son adimensionales y
la unidad de tiempo es 5 dias.

Sin embargo, que las variables x, y y z no tengan dimensién
hace que el sistema sea inconsistente en su analisis dimensional
porque, de acuerdo a las ecuaciones del sistema, las unidades
de la parte derecha serian 1, haciendo a su vez que las unidades
de las tasas de cambio X, y y 7 sean 1, lo cual no tiene sentido
fisico ni matematico. Es por ello, que definimos una constante
k, invisible en el sistema pero que nos aporta al analisis
dimensional del mismo.
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(a) Filtro de montecarlo para la primera salida (valor de x) del modelo Lorenz-84 con ma-
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(b) Filtro de montecarlo para la segunda salida (valor de y) del modelo Lorenz-84 con ma-
temadtica simbdlica
Montecarlo Filtering for escalar Y with N: 100
| x0 . yo z0
3

5
i P /“
0.8 ~ 0.8 yd 08
Vi 7/
w08 e L 08 f,!" L 06 7
a s =} =1
Cas / So4 s Soa 7
/ / /
02| A 02| A 0z| #
/
/ 4 /
o 0 0
2 0 2 -2 0 2 4 2 ] 2 4
Value Value Value
b
1 a 1
-~ ',79’ Prior
0.8 rivd 08 Low Values
- ! High Values
w06 i L 06 =
9 'y 5 7/
04 i 04 s
LS v o
02| 4 02|
I
P o
0 01 02 032 0 5 10
Value Value

(c) Filtro de montecarlo para la tercera salida (valor de z) del modelo Lorenz-84 con ma-
temdtica simbdlica

Figura 3: Filtros de Montecarlo obtenidos del andlisis de incertidumbre

Definamos ahora el sistema como sigue

X =k(—y*—2* —ax+aF)
y=k(xy—bxz—y+G)
t=k(xz+bxy—z+G)

Sea k la constante definida como k = 1/dia. Luego, como
los pardmetros a y b y las entradas F, G y G’ son tambien
adimensionales (es decir las unidades son 1) se concluye que
las expresiones (—y? —z> —ax +aF), (xy —bxz—y+G) y
(xz+ bxy — 7+ G') también son adimensionales.

Asi, las unidades de las tasas de cambio X, y y Z estin
definidas como 1/dia y el sistema es consistente en sus
dimensiones.

A continuacién se presenta una tabla con el resumen de este
analisis dimensional:

Unidades Descripcién
X 1 (Adimensional) | Intensidad promedio
y 1 (Adimensional) | Amplitud del coseno
z 1 (Adimensional) | Amplitud del seno
t dias Unidad de tiempo: 5 dias
k | (1/dia) = Dia™! Constante para ajustar el andlisis
a 1 (Adimensional) | Coeficiente de amortiguamiento
b 1 (Adimensional) | Coeficiente de energia
F | 1 (Adimensional) | Velocidad promedio
G | 1 (Adimensional) | Magnitud de las fuerzas
G’ | 1 (Adimensional) | Magnitud de las fuerzas
% | (1/dia) = Dia~! Tasa de cambio de x
y (1/dia) = Dia~! Tasa de cambio de y
z (1/dia) = Dia~! Tasa de cambio de z

Tabla 1: Unidades de los pardmetros presentes en el modelo

3.4. Linealizacion analitica

Sistema original:

xX= —yz—zz—ax—I—aF
y=xy—bxz—y+G
t=xz+bxy—z+G

donde0<a<1lyb>1.

Se calcula el punto de equilibrio del sistema a partir de igua-
lar las tasas de cambio a cero, es decirx =0,y=0y z=0.
Resoviendo el sistema de ecuaciones se obtiene:

(1-x)G
y= N2
1—-2x+(1+5%)x
bxG
Z

T 12+ (14+52)22

a(F —x)(1 =2x+ (14+*)*) - G* =0

Donde si tomamos a G = 0 se obtiene que y=0,z=0,x=F.
Asi, calculando las matrices A y B sobre el sistema original,
obtenemos:

—a -2y =2z a 0
A= |y—bz x—1 —bx|,B=1]0 1 @)
z+by bx x—1 0 0



Abhora, si evaluamos las matrices A y B en el punto de equilibrio
conG=0,y=0,z=0,x=F =8,a=0.25y b =4, obtenemos:

—025 0 0 025 0
A=| 0 7 -32/.B=|0 1 ®)
0 32 7 0 0

Y calculando los valores propios de la matriz A se obtiene:

7+32i
732 )
~0.25

eig(A) =

Por tanto, se concluye que se trata de un punto de equilibrio
inestable ya que estos autovalores de la matriz A no se encuen-
tran en la region estable, es decir, el semiplano izquierdo del
plano imaginario.

Mientras que si calculamos la matriz A en el punto de
equilibrio G =0, G’ =0,y =0, z= 0, x = F, pero asignamos
el valor de F a F < 1, especificamente F = 0.5, a =025y
b = 4. Obtenemos:

025 0 0
—05 -2 (10)
0.5

Y calculando los valores propios de esta nueva matriz A se ob-

tiene:
—0.5+2i

—0.5-2i (11)
-0.25

eig(A) =

Donde todos sus autovalores se encuentran en la region estable
del plano (semiplano izquierdo del plano imaginario)). Y por
lo tanto se trata de un punto de equilibrio estable. Confirmando
la hipétesis que Lorenz establecié en [5] donde se menciona
que la solucion es estable si F' < 1 e inestable si F' > 1.

Asti, la aproximacion lineal del sistema en el punto de equilibrio

G=0,G=0,y=0,z=0,x=F=05,a=025y b=4:
queda:
X = AAX + BAU
Ax —0.25 0 0 Ax 025 0 AF
Ay| = 0 -05 =2 Ay|+ 1] O 1 {AG}
Az 0 2 —0.5] [Az 0 O
Donde
Ax X — X0 x—0.25 [x—0.25
Ayl = |y=y|=]| y=0 | = y
Az 2—20 z—0 |z

AF] [F—025] [F—025
AG]T| G-0 || @

Y por tanto, el sistema lineal obtenido es

ATl [-025 0 0 ] [x—025] o025
Ayl=]| 0 -05 -2 y |+] 0
Az 0 2 —05 z 0

Ax —0.25(x—0.25) +0.25(F — 0.25) —0.25x+0.25F
Ay| = —-0.5y—-2z4+G =|—-05y—-2z+G
Az 2y —0.5z 2y —0.5z

Ahora, notemos que al evaluar los valores x = F = 0.5, G =0,
G =0,y=0,z=0,a=0.25y b =4 en el sistema original
obtenemos

= —0%>—07—(0.25)(0.5) +(0.25)(0.5) =
y = (0.25)(0) — (4)(0.25)(0) —0+0=0
2= (0.25)(0) + (4)(0.25)(0) —0+0=0

Obteniendo las expresiones para Ax, Ay y Az en términos de X,
Yy Z como sigue:

Ax
Ay| =
Az

N = =

x—0
y=0| =
z—0

Luego, el sistema lineal asociado al sistema original en el punto
de equilibriox=F =0.5,G=0,G'=0,y=0,z=0,a=0.25
yb=4es:

X =—-0.25x+0.25F
y=-0.5y—2z4+G
z=2y—0.5z

3.5. Linealizacion numérica

Proceso de linealizacion en Matlab

Para ello se evalua el comportamiento del modelo en Si-
mulink para el conjunto nominal de pardmetros dado por
x=1L,y=12=1,a=025b=4F=05G=0y
G' = 0. En la figura 4 se observa que las variables de estado x,
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Figura 4: Comportamiento del modelo de acuerdo a valores para sus pardmetros

Yy z se estabilizan en los valores 0.5, 0 y 0 respectivamente.

g0, se obtiene la respuesta del sistema repitiendo los

0 F—0.
1 [ %g res de la nominal y variando los valores de la entrada F
0

enlel intervalo [0,2]. En la figura 5 se observa que el valor de



Time

Figura 5: Comportamiento del modelo de acuerdo a valores nominales y va-
riando los valores de la entrada F

la variable de estado x se estabiliza en el rango establecido
mientras que los valores de y y z oscilan constantemente. Esto
se debe a la naturaleza cadtica del modelo, ya que dependiendo
de la entrada que definamos €l puede estabilizarse, quedarse
oscilando o no converger. En este caso x se estabiliza y las
otras dos variables de estado no lo hacen.

Ahora extraemos los valores donde se estabilizé el siste-
ma y procedemos a trazar la curva de linealidad. De acuerdo

1.2

Estado 1: x
Estado Z:y | |
Estado 3: z

0.8

0.6

02

0.2

04

Figura 6: Curva de linealidad con las variables de estado x, y y z

a la figura 6 se observa que la variable de estado x se logra
estabilizar en (0,1). Por lo tanto un buen intervalo donde po-
demos variar el pardmetro F manteniendo el comportamiento
original del modelo es F € (0,1). Ademds, es posible tomar en
cuenta el intervalo F € (1,2) que conserva el comportamiento
original pero esta vez unicamente de x. Esto coincide con
el planteamiento del modelo ya que en el equilibrio x toma
el valor de la entrada F mientras que las demds variables se
anulan, y sabemos que si F < 1 el punto de equilibrio del
sistema es estable [5].

Ahora se procede a encontrar las matrices A y B de la aproxi-

macion lineal del sistema.

Para ello se escriben las ecuaciones del sistema original en
matematica simbdlica e igualamos las ecuaciones de las tasas
de cambio X, y y z a cero para encontrar los puntos de equilibrio.
Observando que los valores de x, y y z del punto de equilibrio

egs =

—y—Z+Fa—ax
xy—y—bxz
xz—z+bxy

u=F

so0l

=

M F
v

Figura 7: Puntos de equilibrio con Matlab

coinciden con los valores encontrados analiticamente: x = F,
y=0yz=0.

Sustituyendo en las expresiones anteriores los valores de los
pardmetros requeridos a = 0.25, b =4y F = 0.5 se observa que
los valores de x, y y z coinciden con los valores de estabilidad
x=0.5,y=0y z=0 obtenidos en la Figura 4.

Ahora, para obtener las matrices del sistema lineal se procede
calculando el jacobiano directamente o usando linmod. El el
caso de la matriz A es el jacobiano del sistema respecto a
las variables de estado x, y y z y la matriz B es el jacobiano
respecto a la entrada F. Luego, el sistema lineal asociado al

Figura 8: Matrices A y B calculadas con jacobiano en Matlab

sistema original en el punto de equilibrio x = F = 0.5, G =0,
G =0,y=0,z=0,a=025yb=4es:

X = AAX + BAU
Ax —025 0 0 Ax 0.25

Ay 0 —05 —2||ay|+]| 0 |AF
Az 0 2 05| |Az 0

x=—-0.25x+0.25F
y=-0.5y—-2z
7=2y—0.5z

Ahora, para validar que sea un punto de equilibrio estable se
calcula los autovalores de la matriz A. Como se observa en la
figura 9f todos los autovalores estan en la region estable (es
decir el semiplano izquierdo) puesto que todos tienen parte real
negativa. Concluyendo que se trata de un punto de equilibrio



ans =
-8.5888 + 2.
-8.%888 - 2.
-8.2588 + A.

Figura 9: Autovalores de matriz A con MATLAB

estable, tal y como se observé analiticamente.

Como vimos anteriormente, el resultado del sistema lineal
en Matlab coincide con la aproximacién lineal encontrada
analiticamente en la seccién 4.3.

Ahora, analicemos el comportamiento del sistema lineal
asociado al sistema original en otros puntos de equilibrio. Por
ejemplo veamos el sistema lineal en el punto x = F = 0.7,
G=0,G=0,y=0,z=0,a=0.25y b=4. Enla figura se

a d. >Bed Z.8ga8e
a Z.5eed d.3eae
8 =
a. 1588

Figura 10: Matrices A y B calculadas con x=F =0.7,G=0,G =0,y =0,
z=0,a=025yb=4

a.25ea a B
a 4. 8eed Zd . aeae

4. geas

a8  ld.oeed

Figura 11: Matrices A y B calculadas conx =F =5,G=0,G =0,y =0,
z=0,a=025yb=4

puede observar que el punto de equilibriox =F = 0.7, G =0,
G'=0,y=0,z=0,a=0.25y b =4 es un punto de equilibrio
estable, ya que los autovalores de la matriz A estdn en la regién
estable.

Mientras que en la figura se puede observar que el punto
de equilibriox=F =5,G=0,G =0,y=0,z=0,a=0.25y
b =4 es un punto de equilibrio inestable, ya que los autovalores
de la matriz A no estdn en la region estable.

Esto coincide con la teoria ya que en el punto de equili-
brio G=0,G =0, x=F,y=0y z=0, cuando F < 1 el
sistema es estable y con F > 1 el sistema es inestable. Por
tanto el sistema lineal coincide con su estabilidad en el punto
de equilibrio tal como el sistema original.

3.6. Comparacion sistema no lineal y lineal

Veamos el comportamiento de ambos sistemas en el punto de
equilibrio x=0.5,y=0,z=0con G =0,a=025y b =4,
bajo diferentes valores para las entradas F' y G.

En el caso del sistema no lineal las condiciones iniciales
son xp = 1, yo = 1, zo = 1. Por otro lado, para el sistema
lineal las condiciones iniciales son Axy = 0, Ayg = 0, Azg =0,
pues tomamos como punto inicial el mismo punto de equilibrio.

Realizamos las simulaciones para el sistema no lineal y linea-
lizado respectivamente. En primer lugar verificamos el experi-
mento basico donde los valores de las entradas coinciden con
los valores usados para la construccion del sistema lineal. Pos-
teriormente se realizan simulaciones para diferentes valores de
estas alrededor de la vecindad definida por el punto de opera-
cion F =0.5,G=0

Sist. no lineal y linealizado: valor x

No lineal
Lineal

05

o 20 40 60 a0 100

Sist. no lineal y linealizado: valor y

Nao lineal
Lineal 7

a1 1 L 1 L
o 20 40 60 80 100

Sist. no lineal y linealizado: valor z

Nao lineal
Lineal 1

Figura 12: Comparacion del sistema no lineal y lineal en el punto de operacion
F=05G=0

A partir de las graficas notamos una correspondencia perfecta
entre el comportamiento del sistema no lineal y el comporta-
miento del sistema lineal. Estos resultados son consistentes con
las conclusiones obtenidas a partir de la curva de linealidad
calculada anteriormente, donde el resultado sobre x resulta
tener un comportamiento lineal respecto a los cambios en F,
que se comprueba con estas simulaciones.

Ahora, realizaremos los mismos experimentos, pero esta vez
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(a) Comparacién del sistema no lineal y lineal en el punto de operacién F = 0.25, G =0
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(b) Comparacién del sistema no lineal y lineal en el punto de operacién F = 0.75, G=0

Sist. no lineal y linealizado: valor x
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No lineal
Lineal

sist. no lineal y linealizado: valor y

No lineal
Lineal

0 10 20 30 40

No lineal

0.06
0.04
0.02

Lineal

(a) Comparacién del sistema no lineal y lineal en el punto de operacién F = 0.5, G =0.1
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(b) Comparacién del sistema no lineal y lineal en el punto de operaciéon F = 0.5, G = 0.25

Sist. no lineal y

valor x

No lineal
Lineal

sist. no lineal y linealizado: valor y

No lineal
Lineal

valor z

No lineal

Lineal

L

No lineal
Lineal

No lineal
Lineal

(c) Comparacién del sistema no lineal y lineal en el punto de operacion F = 10, G =0

Sist. no lineal y valor x

No lineal
Lineal

valor y

No lineal
Lineal

valorz

No lineal
Lineal

(d) Comparacién del sistema no lineal y lineal en el punto de operacién F =50, G =0

Figura 13: Comportamiento de los sistemas no lineal y linealizado en el punto
de operacion x =0.5,y=0,z=0, F = 0.5, G =0 con pardmetros a = 0.25 y
b = 4 variando los valores de F

realizando variaciones sobre la componente G del punto de ope-
racion. Los resultados se muestran a continuacion

(c) Comparacidn del sistema no lineal y lineal en el punto de operacién F = 0.5, G = 0.25

. Sist. no lineal y valor x
No lineal
Lineal
o
0
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
i sist. no lineal y valor y
No lineal
Lineal
02
0
0o 10 20 30 40 50 60 70 80 80 100
sist. no lineal y valor 2
02 [ folneal
——— Lineal
01
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(d) Comparacién del sistema no lineal y lineal en el punto de operaciéon F = 0.5, G = 0.25

Figura 14: Comportamiento de los sistemas no lineal y linealizado en el punto
de operaciéon x = 0.5,y =0,z=0, F = 0.5, G = 0 con parametros a = 0.25 y
b = 4 variando los valores de G

3.7. Control SISO

La funcién de transferencia de la planta estd dada por: Este va-
lor de la funcién de transferencia G del sistema de control se
valida usando la herramienta Control System Toolbox de Matlab
pasandole como entrada las matrices A, B, Cy D. Con Cy D
definidas como [1 0 0] y [0] respectivamente. En donde se ob-
serva que realmente corresponden a la misma funcién de trans-
ferencia. Pues si multiplicamos por el nimero 4 arriba y abajo



Figura 15: Resultado funcion de transferencia del sistema

Continucus-time state-space model.

Continucus-time transfer function.

Figura 16: Resultado funcién de transferencia del sistema usando el Control
System Toolbox de Matlab

en esta ultima funcidn, obtenemos la funcion de transferencia
hallada. Ahora estos polinomios P,(s) y P4(s) corresponden al

F'I'I=|.

Pd = ds+1

Pch = k+4s+1
Figura 17: Resultado Polinomio caracteristico

numerador y el denominador de G(s) respectivamente. Luego
podemos definir H(s) (también llamada la funcién de transfe-
rencia del sistema controlado) como

B k
C4s+k+1

H(s) (12)

Y asf, el Polinomio caracteristico del sistema controlado queda
de la siguiente forma:

Polinomio caracteristico = P;(s) + (K - P,(s))
=4s+1+k(1)
—ds+k+1

Luego el arreglo de Routh-Hurwitz nos queda:

s'4

SO k+1
Por tanto, para que no tengamos cambios de signo en la primera
columna de coeficientes tendremos que cumplir que:

k+1>0

k>—1 (13)
Por tanto k > —1. Asi el valor para la constante k debe ser
mayor a -1 para garantizar que ambos términos sean positivos.
De esta forma, no tendremps ningin cambio de signo y
garantizamos que el sistema siga siendo estable.
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A continuacion presentamos los resultados para el control SI-
SO implementado con Simulink. Se toma x como la variable a
controlar con condicidn inicial xo = 0.5. Las simulaciones se
realizaron para diferentes sefiales con controlador k = 100. Se
verifica en la Figura ?? la correspondencia entre los valores de
x deseados y la evolucion real de estos valores en el sistema no

lineal.
[ oo :
Sistema Mo Lineal

-

Figura 18: Diagrama de bloques en Simulink del sistema de control SISO.

r0UD 1 pesired

Gl

%0 Signal

Desired x

\

5
Time (sec)

(a) Comportamiento deseado para la variable x

Sistema 1 - No lineal: valor x

[ - ] 4 6 8 10
(b) Evolucién de la variable x al aplicar el control SISO

Figura 19: Resultados del control SISO para una sefal arbitraria en la variable
x con k=100

En las Figuras 19, 20 y 21 observamos los diferentes resultados
del sistema controlado con algunas perturbaciones en forma de
pulso en la entrada del proceso, es decir en nuestra referencia.
Es de notar que, la evolucion de la salida x corresponde apro-
piadamente al comportamiento deseado por medio del control.
Concluyendo que nuestro control se estd aplicando correcta-
mente.

En las Figuras 23, 24, 25 y 26 observamos los diferentes resul-
tados al variar el valor de k para el control con una misma sefial
de entrada (Figura 22). Es de notar que, a medida que crece el
valor de k, también lo hace la precisién con que el sistema se
ajusta a la sefial establecida por el control.

Este resultado se corresponde con lo obtenido en (12) y (13):
a medida que k — oo, los polos de H (s) permanecen con parte
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(a) Comportamiento deseado para la variable x

i Sistema 1 - No lineal: valor x

(b) Evolucién de la variable x al aplicar el control SISO

Figura 20: Resultados del control SISO para una seifial triangular en la variable
x con k=100

imaginaria nula, mientras que en su parte real tienden a —oo.
Esto quiere decir que, a medida que k se hace mds grande, los
polos de H(s) se alejan cada vez mds de la region inestable. De
la misma forma, para valores pequefios de k, el sistema empieza
a diferir del comportamiento deseado, precisamente porque los
polos de H(s) se acercan cada vez mds a la regién inestable del
sistema.

3.8.  Control de un sistema discreto

En este caso, para evaluar si nuestro sistema permite un control
discreto se calcula la matriz Cy a partir de las matrices A y B del
sistema lineal, de acuerdo a la ecuacion

Co = |[BAB A®B] (14)
Al reemplazar las matrices A y B de nuestro sistema linealiza-
do en el punto de operaciéon x =0.5, y=0,z=0, F = 0.5,
G =0, obtenemos la matriz de controlabilidad, que se presenta
en la figura 27 Notamos que esta matriz no tiene rango comple-
to debido a que estd compuesta por dos filas inferiores de ceros.
Esto indica que los estados y y z no son controlables, por tan-
to nuestro sistema no permite hacer un control discreto ni por
realimentacion sobre él.

3.9.  Andlisis de sensibilidad e incertidumbre sobre espacio de
factores

A continuacién se observara en la figura 28 el andlisis de sensi-
bilidad sobre una sola salida del sistema (en este caso la variable
de estado x) para el espacio de factores. Es decir, se evalua qué
tan sensible es el valor de la variable de estado x a los pardme-
tros a y by los valores iniciales para las variables de estado (xo,
Yo, 20). En este caso se usé el método de sensibilidad escalar
conocido como Xiao. Ademads, en la figura 28f se muestra el
resultado del andlisis de incertidumbre sobre la salida x.
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Desired x

Time (sec)

(a) Comportamiento deseado para la variable x

Sistema 1 - No lineal: valor x

(b) Evolucién de la variable x al aplicar el control SISO

Figura 21: Resultados del control SISO para una sefial de escalones en la varia-
ble x con k = 100

Desired x

Time (sec)

Figura 22: Comportamiento deseado para la variable x

Sistema 1 - No lineal: valor x

Figura 23: Evolucion de la variable x al aplicar el control SISO con k = 10

3.10. Andlisis de sensibilidad e incertidumbre para una curva
nominal

A continuacién se evalua la sensibilidad de la salida x sobre
una curva nominal. En este caso se usé el método de sensibili-
dad vectorial conocido como Saltelli y se realizé sus respectivo
analisis de incertidumbre. Los resultados se muestran a conti-
nuacién en la Figura 29.

Discusion sobre los resultados en el analisis de sensibilidad
e incertidumbre sobre espacio de factores y sobre una curva
nominal
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(c) Grafico de torta indices de sensibilidad total

Bar chart of sensitivity indices for MSE function using Xiao method

Figura 25: Resultados para un control SISO de la variable x para k = 100
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Normalized vectorial sensitivity indices (Xiao)
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(a) Evolucion de la variable x al aplicar el control SISO con k = 300
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Figura 26: Resultados para un control SISO de la variable x para k = 300
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Figura 27: Matriz de controlabilidad para el sistema linealizado en el punto de
operacion 3
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Time.

Podemos notar que, de acuerdo a la figura 28c donde se () Andlisis de incertidumbre sobre el valor de x

observan los resultados de andlisis de sensibilidad sobre
espacio de factores, la salida x es mucho mdis sensible al
pardmetro a que al resto de pardmetros, con un indice de
sensibilidad del 47.8%. Le siguen los parametros b, yo, zo ¥
xo con indices de sensibilidad de 28.5%, 8.75%, 8.66% vy

Figura 28: Resultados obtenidos del andlisis de sensibilidad general y de incer-
tidumbre con confiabilidad 0,9945
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(b) Valores indices de sensibilidad con método Saltelli

Bar chart of sensitivity indices for MSE function using Saltelli method

(c) Grafico de torta indices de sensibilidad total

Normalized vectorial sensitivity indices (Saltelli)

VTV STI=STirsum(STi)
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(d) Gréfico de barras indices de sensibilidad total

N=100
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(e) Andlisis de incertidumbre sobre el valor de x con curva nominal

Figura 29: Resultados obtenidos del analisis de sensibilidad vectorial con méto-
do Saltelli con confiabilidad 0,9791 y su respectivo andlisis de incertidumbre
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6.23 % respectivamente. Notando extranamente que el valor de
la variable de estado x termina siendo mas sensible a los demads
pardmetros que a su propio valor inicial xg. Sin embargo, cabe
aclarar que este comportamiento no ha sido asi durante todo
el periodo de tiempo, pues en un inicio la salida del modelo si
era mucho mds sensible a los valores de yg, zo y xo que a los
valores de a y b. Ver figura 28e

Ademads, podemos notar de acuerdo a la figura 28f que el
valor de la salida x se termina estabilizando en la gran mayoria
de las simulaciones. Donde se estdn variando los valores de
los pardmetros xg, yo, zo, a y b de acuerdo a los rangos [-2, 2],
[-2, 31, [-2, 3], [0, 0.3] y [0, 10] respectivamente. Por tanto,
nuestra salida x sigue siendo estable mientras los pardmetros se
mantengan en esos rangos.

Ahora, en cuanto al andlisis de sensibilidad para la curva
nominal, se puede concluir que, de acuerdo a la figura 29b,
el sistema sigue siendo mucho mds sensible al parametro a
que respecto a cualquier otro pardmetro, con un indice de
sensibilidad total de 69.9 %. Un valor mucho mas alto que para
el mismo indice de sensibilidad del pardmetro a pero en el
caso del espacio de factores. Esta diferencia puede deberse al
cambio de método para hallar estos indices, pues en el caso de
dos factores se usa el método escalar Xiao y en el caso de la
curva nominal el método vectorial Saltelli. Ademds, notamos
que la sensibilidad sobre el pardmetro b resulta ser casi igual a
la de los pardmetros xg, yo Y 2o-

En cuanto a la evolucién de estos indices en el tiempo
(ver figura 29d), notamos que la sesibilidad respecto al
pardmetro a y b es mucho menor al comienzo de la simulacién
pero a medida que avanza esta sensibilidad se hace mucho
mayor, con un comportamiento constante a partir de t = 20
aproximadamente para el caso del pardmetro a mientras que
el pardmetro b aumenta su sensibilidad en el tiempo casi
linealmente.

Finalmente, notamos en la figura 29¢ que el comporta-
miento de la salida x en casi todas las simulaciones se estabiliza
en valores muy cercanos sin importar cuanto cambien los
valores de los pardmetros de acuerdo a los rangos establecidos.
Concluyendo asi que la salida x sigue siendo estable en esos
rangos.

3.11. Andlisis de incertidumbre para el sistema controlado

Ahora realizamos el mismo andlisis para una curva nominal,
pero esta vez usando los resultados del sistema con el control
SISO implementado anteriormente.

En la Figura 30, encontramos los resultados para este andlisis
respecto a una sefial presentada en la seccioén control SISO.
En primer lugar se evidencia la tabla con rangos y valores
nominales para los pardmetros del sistema que serdn evaluados
y con los cuales realizaremos nuestro andlisis. La Figura 30a
muestran las salidas del modelo para el sistema controlado en



sus valores nominales para los factores (nétese que es la misma
salida que en el control SISO).

Luego, se varfan los valores de los factores en un hipercubo
definido por sus intervalos determinados, realizando asi una
exploracién de nuestro espacio de incertidumbre de los factores
y cuyas salidas en el modelo se presentan en la grafica 30c. Las
graficas muestran que el sistema sigue siendo controlable (en
el sentido SISO) atn al variar los factores, excepto por ciertas
traslaciones verticales que pueden influir en el interés del
controlados, pero el comportamiento en esencia sigue siendo
el mismo y el sistema mantiene la estabilidad (un aspecto muy
importante para aplicar en la realidad).

Terminamos con unos filtros de montecarlo obtenidos en la fi-
gura 30d, donde se concluye que la tnica variable que logra
cambios significativos en la salida del sistema es yp, mientras
que los demads logran el mismo efecto practico tanto para altos
como para bajos valores de estos.

4. Conclusiones

Nuestro modelo es vélido y sigue el comportamiento que se
espera tener al variar los pardmetros de acuerdo a los registros
encontrados en la literatura. Ademas, se evidencia un com-
portamiento estable si su entrada F < 1 e inestable si F > 1.
Ademas se verificé que cuando G = 0 su punto de equilibro es
de la forma x = F, y = z = 0. Se realiz6 también un analisis
de incertidumbre al variar los pardmetros xg, Yo, 2o, @ y b del
modelo. Se encontrd que el sistema sigue su comportamiento
estable al varian dentro de los rangos [-2, 2], [-2, 3], [-2, 3],
[0, 0.3] y [0, 10] respectivamente, donde estas regiones fueron
consideradas empiricamente y de acuerdo a los experimentos
realizados en la literatura.

Encontramos que el sistema original como estd expresado
en [10] es inconsistente en sus dimensiones. Para lograr la
consistencia dimensional del modelo se cre6 una constante
k = 1/dia que resulta ser invisible al sistema pero que nos
aporta al andlisis dimensional del mismo, conservando de esta
forma el sentido fisico del sistema y evitando contradicciones
en las respectivas conclusiones que surjan de la experimenta-
cidén de este.

Atn cuando el modelo presenta casi siempre un compor-
tamiento cadtico, es posible aproximar los resultados reales
del modelo mediante un modelo lineal, el cual nos ayuda no
solo a aproximar el modelo original con diferentes valores para
las entradas, sino también para verificar las propiedades del
sistema no lineal permitiéndonos entrar a profundidad sobre la
naturaleza de este.

En cuanto al control del sistema, se comprueba experi-
mentalmente la correspondencia entre el comportamiento de
la funcién de transferencia del sistema controlado mediante
SISO. Se demostré la estabilidad del sistema cuando se elige

14

Range Nominal
1 |x0 2 2 0.5000
2 |y0 -2 3 0
3 [z0 2 3 0
4 0 0.2000 0.2500
5 |b o] 10 4

(a) Tabla de rangos y valores nominales del sistema a evaluar
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(b) Curva nominal para x con el sistema controlado

N=100

x

Time

(c) Andlisis de incertidumbre para valores del espacio de factores del sistema
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(d) Filtros de Montecarlo para Analisis dei ncertidumbre

Figura 30: Resultados obtenidos del anilisis de incertidumbre para el sistema
controlado con una sefial de pulsos

un correcto valor del controlador, el cual hemos encontrado
que corresponde a la regién kK > —1, donde se mejora conside-
rablemente a medida que crece el valor de k. Estos resultados
también se reflejan en el andlisis de incertidumbre, donde se
mantiene la estabilidad al variar los factores que componen



el modelo, y mostrando la factibilidad de un control ain con
la incertidumbre que lleva el conocimiento de los verdaderos
valores para los pardmetros.

De acuerdo al andlisis de sensibilidad podemos concluir
que la variable de estado x es mucho maés sensible al pardmetro
a que al resto de parametros b, yg, zo ¥ Xo. Aunque, en el
comienzo de las simulaciones la salida x es més sensible a los
valores de xg, Yo ¥ zo que al pardmetro a y b, y a medida que
el tiempo pasa es cuando la sesibilidad de a y b incrementa, o
en otras palabras, se pierde sensibilidad en los valores iniciales
de las variables de estado. Ademds, se puede evidenciar que la
salida x sigue teniendo un comportamiento estable mientras los
parametros estén en los rangos establecidos.
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