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Presentacion

La légica proposicional es una parte de la légica cldsica que estudia las variables proposicionales, sus
posibles implicaciones, los valores de verdad de las proposiciones o de conjuntos de ellas formadas a partir
de los conectores l6gicos. Permite validar o no las afirmaciones que se hacen en matemdticas o en otras
ramas del conocimiento. Es por esto que el estudio y comprension de las estructuras que componen la
16gica y la forma como validan o no las proposiciones es fundamental en todas las ramas de las ciencias.

De otro lado, la teoria de conjuntos permite estudiar relaciones y propiedades entre diferentes colecciones
de objetos al compararlas entre si de diversas maneras. La matemética moderna estudia una gran variedad
de clases conjuntos a partir de las propiedades que los componen o define operaciones con los elementos
de los mismos que resultan de interés para las ciencias en general.

El estudio de la l6gica y la teoria de conjuntos le permite al estudiante comprender la forma como se
construyen las propiedades, relaciones, resultados de las diversas ramas del conocimiento en las que se
aplica la matematica.

El médulo tiene los siguientes objetivos:
Objetivo general

Estudiar los conceptos basicos de la I6gica proposicional y la teoria de conjuntos que permitan verificar la
verdad o falsedad de proposiciones elementales.

Objetivos especificos

Determinar la verdad o falsedad de una proposicion.

Utilizar los conectivos 16gicos en la formacién de proposiciones compuestas.

Identificar estructuras légicas en teoremas o problemas matematicos.

Realizar operaciones entre conjuntos.

Determinar el producto cartesiano entre conjuntos.
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= Encontrar el conjunto de partes de un conjunto.

Los conceptos expuestos y los ejercicios planteados permiten comprender conceptos fundamentales de la
l6gica proposicional y los conjuntos.

El tiempo estimado para la solucién del taller es de cuatro (4) horas.

En su estudio y solucion le deseamos muchos éxitos.

1. Lalégica proposicional

La légica proposicional o légica de orden cero es un sistema formal cuyos elementos mas simples re-
presentan proposiciones, y cuyas constantes logicas, llamadas conectivas, representan operaciones sobre
proposiciones, capaces de formar otras proposiciones de mayor complejidad'.

La légica proposicional estudia las sentencias u oraciones del lenguaje corriente o formal, a las que se les
puede asignar un valor de verdad, esto es verdadero (V) o falso (F). Observe las siguientes oraciones del
lenguaje corriente:

a. El sol sale por el oriente.

b. Juan, ;tienes el computador?

c. Rosa es la nifia més linda de la clase.

d. El Nacional ganard el pr6ximo domingo.

e. Antioquia es un departamento de Panama.
Note que en estas frases u oraciones a todas no se les puede asignar un valor de verdad.

a. A la oracion “El sol sale por el oriente”, a la que se le asigna el valor de verdad “verdadero” (V).

b. En “Juan, ;tienes el computador?”’, no le puede asignar un valor de verdad. En general, las oraciones
interrogativas y a las exclamativas no se les puede asignar un valor de verdad.

c. A “Rosa es la nifia mds linda de la clase.”’, no se le puede asignar un valor de verdad. La belleza es
subjetiva y todas las personas de la clase puede que no estén de acuerdo con esa afirmacion.

!Simon Blackburn, ed., Propositional calculus, Oxford Dictionary of Philosophy, Oxford University Press
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d. Para la afirmacion “El Nacional ganard el pr6ximo domingo.”, no se le puede asignar un valor de verdad.

e. La oracion “Antioquia es un Departamento de Panam4.” es falsa, por lo tanto su valor de verdad es
“falso” (F).

La légica proposicional estudia oraciones como la a. o la e. (anteriores) a las que sin ambigiiedad se les
puede asignar un valor de verdad. A tales oraciones se les llama proposiciones y se designan por letras
mindsculas del alfabeto.

Ejemplos:
a: El sol sale por el oriente.
b: Antioquia no es un Departamento de Panama.

Son proposiciones.

Ejercicio

Dadas las siguientes oraciones:

1. La semana tiene siete dias.

2. Me voy de viaje.

3. Una hora tiene sesenta segundos.
Las proposiciones son

a. l.y3.

o

Loy 2.

o

. 2.y 3.

o

o 1,2.y3.

Ejercicios

Discutir con los compaiieros, cudles de los siguientes enunciados son proposiciones.

a. Francia es un pais americano.
b. José es un tipo inteligente.

c. Ningun republicano respeta la libertad.

7+z_
=

e. jEstudia bien!

2
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Conectivo Lenguaje natural | Ejemplo Simbolo | Simbolo alternativo
Negacion no 6 No es primo. - ~
Conjuncién y 6 es pary 7 es impar. A &
Disyuncién 0 2 es primo o0 2 es par. Vv

Condicional material si...entonces | Si2 es primo, entonces es par. — C
Bicondicional siy sélo si 2 es par si y sélo si es divisible por 2. > =
negacidn conjunta ni...ni Ni 2 es primo ni 2 es par. i

Disyuncién excluyente | obien...obien | O bien 2 es primo o bien 2 es impar. o @D

Tabla 1: Conectivos 16gicos.

f. (De donde eres?
g 5x4=20
h. La ciudad del Libano esta en el continente asiatico.

1. Holaaaaa..........

Cuando se utilizan los conectivos 16gicos se pueden crear proposiciones compuestas. El valor de verdad de
las proposiciones compuestas depende del valor de verdad que tenga cada una de las proposiciones simples
y de los conectivos 16gicos que las conforma. Los conectivos 16gicos son: no, y, o, si ...entonces (condi-
cional), si y solo si (bicondicional), ni ... ni (negacion conjunta), o bien ... o bien (disyuncién excluyente).

En la siguiente tabla se presentan los conectivos 16gicos utilizados en la l6gica proposicional:
Ejemplos:

Con las proposiciones:

c: El sol sale por el oriente

f: Los gatos vuelan

t: Los perros ladran

Simbolizar las proposiciones compuestas con los conectivos 16gicos dados en la Tabla 1, de la pagina 4.

El sol No sale por el oriente: —¢
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El sol sale por el oriente y los gatos vuelan: ¢ A f

El sol sale por el oriente o los gatos vuelan: ¢V f

Si el sol sale por el oriente, entonces los perros ladran: ¢ — ¢
El sol sale por el oriente siy solo si los perros ladran: ¢ <> ¢
Ni el sol sale por el oriente ni ni los gatos vuelan: ¢ | ¢

O bien los perros ladran o bien el sale por el oriente: ¢ <+ ¢

Ejercicio

Dadas las proposiciones:

m:24+2=4

t: Las rosas tienen espinas.

s: Un dia de la semana es el martes.

Al simbolizar las siguientes proposiciones:

1. Silas rosas tienen espinas y un dia de la semana es
martes entonces 2 +2 =4

2. Las rosas tiene espinas si y s6lo si 242 # 4 o un
dia de la semana no es el martes.

Se obtiene, respectivamente

a. (tAs)Am,t < (-mA-s)

- (tNs)

b. (tVs)—m,t < (—-mA-s)
c. (tVs)Vm,t<> (-mV-s)
d. (tAs)—m,t <+ (—-mV —s)

2. Calculo proposicional

Al formar proposiciones compuestas a partir del usos de los conectores 16gicos es necesario tener reglas
para saber el valor de verdad de dichas proposiciones. Las siguientes reglas son las que permiten determinar
el valor de verdad de las proposiciones compuestas.

Si p y g son proposiciones, se tienen las siguientes tablas I6gicas para los conectores 16gicos.
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2.1. Lanegacion

Si la proposicién p es verdadera (V) se tiene que —p es (F), se simboliza en la siguiente tabla.

Tabla 2: Negacion.

2.2. La conjuncion

D P
V| F
F| V

La conjuncién relaciona dos proposiciones, cada una de ellas tiene dos valores de verdad posibles (F o V),

por lo tanto, la tabla tiene 4 posibilidades de valores de verdad.

P|4q| PN
V|V Vv
VI|F F
F |V F
F|F F

Tabla 3: Conjuncién.

Note que la conjuncién de dos proposiciones es verdadera cuando las dos son verdaderas.

2.3. Ladisyuncion

La disyuncién relaciona dos proposiciones, cada una de ellas tiene dos valores de verdad posibles (F o V),

por lo tanto, la tabla tiene 4 posibilidades de valores de verdad.

Note que la disyuncién de dos proposiciones es falsa cuando las dos son falsas, en los demds casos es

verdadera.
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Pl q|pVyg
VIV Vv
VI|F Vv
FlV Vv
F|F F

Tabla 4: Disyuncion.

2.4. El condicional

El condicional relaciona dos proposiciones, cada una de ellas tiene dos valores de verdad posibles (F o V),
por lo tanto, la tabla tiene 4 posibilidades de valores de verdad. En el condiciona p — ¢ a p se le llama en

antecedente y a g el consecuente.

P|4q9|P—4
ViV Vv
V|F F
F |V Vv
F | F Vv

Tabla 5: Condicional.

Note que en el condicional tinicamente es falso cuando el antecedente es verdadero y el consecuente falso,

en todos los demas casos es verdadero.

2.5. Elsiy solo si

El si y solo si, relaciona dos proposiciones, cada una de ellas tiene dos valores de verdad posibles (FoV),

por lo tanto, la tabla tiene 4 posibilidades de valores de verdad.

El si y solo si, es verdadero cuando los dos proposiciones tienen el mismo valor de verdad.
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P4 |P—=q
VIV Vv
VI|F F
F |V F
F | F Vv

Tabla 6: Siy solo si.

2.6. La disyuncion excluyente

La conjuncién relaciona dos proposiciones, cada una de ellas tiene dos valores de verdad posibles (FoV),
por lo tanto, la tabla tiene 4 posibilidades de valores de verdad.

pla|prey
viv| F
VIF| Vv
FlVv| Vv
F|F| F

Tabla 7: Disyuncion excluyente.

Note que la disyuncion excluyente (o bien ...o bien) de dos proposiciones es verdadera cuando las dos
proposiciones tienen valores de verdad contrarios.

Ejemplo

Dada la proposicion: los leones son carnivoros o las vacas son herbivoras entonces los leones se alimentan
de vacas.

Realice las siguientes actividades:

a. Simbolizar la proposicion.

b. Realizar la tabla de verdad.

Solucion
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a. Simbolizar la proposicion.

La proposiciéon esta compuesta de tres proposiciones simples, cada una de ellas se simboliza de la si-
guiente manera:

[: Los leones son carnivoros.
h: Las vacas son herbivoras.
a: Las cebras son herbivoras.

I

Los conectivos 16gicos que conforman la proposicién compuesta son la “0” y el “si ... entonces”, por lo
tanto la proposicion se puede simbolizar de la siguiente manera:

(IVh) —a

b. Realizar la tabla de verdad.

La proposicién estd compuesta por tres proposiciones simples, por lo tanto tiene 8 posibles valores de
verdad.

[ Ln]ivh]l = ]a]

< < T <] <

< ] T < <

BB IS SIS NN N

T T S <
T < T <

Una forma rdpida de hacer la tabla de verdad de una proposicion compuesta es determinar el nimero
de filas que tendrd la tabla. Si una proposicion simple tiene n proposiciones simples, el nimero de
posibilidades de valores de verdad es 2". Para la primera proposicion se escribe V en las mitad de las
posibilidades y F' en el resto. Para la segunda, la mitad de la mitad de la primera se escribe V y luego se
va combinando con F. Para las otras proposiciones se continua de la misma manera como se ilustra en
la tabla anterior.

Luego se encuentra el valor de verdad de las proposiciones compuestas.

En la tabla anterior el valor de verdad de toda la proposicién compuesta estd dado por todas las posibili-
dades que se encuentran debajo del conectivo 16gico —.

Nota: Si se sabe el valor de verdad de las proposiciones simples, para saber el valor de verdad de toda
la proposicién compuesta, no hay necesidad de construir toda la tabla. Asi, por ejemplo, sil:V, h: F,
a :V el valor de verdad de la proposicién (I V h) — a es V como se puede observar en la tercera fila, de
arriba hacia abajo, de la tabla anterior.

Ejemplo
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Encuentre el valor de verdad de la proposicion: “Si el sol es amarillo y sale por el oriente entonces se ve
diariamente” Si se sabe que:

s: El sol es amarillo, es verdadera (V).
o: El sol sale por el oriente, es verdadera (V).
d: El sol se ve diariamente, es falsa (F).

Al simbolizar la proposicion se tiene: (s Ao) — d. Al colocar debajo de cada una de las proposiciones
simbolizadas su valor de verdad y operarlos con los conectivos 16gicos, se tiene lo siguiente:

Como se puede ver, el valor de verdad de la proposicion es falso (F).

Ejercicio

Sisesabe p:V,qg:Fyt:F elvalorde verdad de la
proposicion (p — q) «— ((pVgq) A—t), es

a. Vv

b. F

2.6.1. Ejercicios

Simbolice cada una de las siguientes proposiciones y encuentre su valor de verdad.

1. SiJuan no va a clase o no estudia, fracasara en los exdmenes y no serd aplaudido.

2. Sino es el caso que Pedro atiende en clase y estudia en casa, entonces fracasard en los exdmenes o no
serd aplaudido.

3. Unicamente si Rosa atiende en clase y estudia en casa, no se dard que fracase en los exdmenes y no sea
aplaudido.

4. Si no hay ruidos y no estds sordo, entonces debes oirme.

5. Si hay guerra, creceré el paro y la inflacién.

10
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6. Cuando la bolsa baja mucho, entonces es conveniente comparar; y cuando la bolsa sube mucho, es
conveniente vender.

7. Sino sabes mandarin ni japones, te contrato en mi empresa si y sélo si, sabes informadtica o contabilidad.

8. Siun tridngulo tiene tres dngulos, un cuadrado tiene cuatro dngulos rectos. Un tridngulo tiene tres dngulos
y su suma vale dos dngulos rectos. Si los rombos tienen cuatro dngulos rectos, los cuadrados no tienen
cuatro angulos rectos. Por lo tanto los rombos no tienen cuatro dngulos rectos.

2.7. Tautologia, contradiccion y ambivalencia

Las proposiciones que surgen en las ciencias, la I6gica proposicional las clasifica como tautologias, contra-
dicciones o ambivalencias.

Tautologia: es una proposiciéon compuesta en la que para cualquier combinacién de valores de verdad de
las proposiciones simples siempre se obtiene como valor de verdad: verdadero (V). Por ejemplo, la
proposicion (p Ag) «— —(—pV —q) es una tautologia (comprobarlo construyendo la tabla de verdad).

Contradiccion: es una proposiciéon compuesta en la que para cualquier combinacién de valores de verdad
de las proposiciones simples se obtiene como valor de verdad falso (F). Por ejemplo, la proposicion
=[(=pV ¢q) <— (p — q)] es una contradiccién (comprobarlo construyendo la tabla de verdad).

Ambivalencia: es una proposiciéon compuesta en la que dependiendo de la combinacién de valores de
verdad de las proposiciones simples se obtienen valores de verdad que pueden ser verdaderos (V) en
unos casos y falsos (F) en otros. Compruebe que la proposicién (p — q) «— ((pV q) — ¢) es una
ambivalencia.

Ejercicio La proposicién (pV q) «— —(-pA—q), es
una

a. Tautologia
b. Contradiccién

c. Ambivalencia

En las diferentes ramas de la ciencia, las tautologias son las leyes universales o teoremas sobre los que
construye su fundamento tedrico. Es por ello que se hace necesario tener un dominio de las leyes de la
l6gica, pues permiten determinar cudles proposiciones son tatoldgicas, contradictorias o ambivalentes.

11
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2.8. Leyes de la logica proposicional

Las leyes de la 16gica proposicional son tautologias que a partir de un conjunto de premisas (proposiciones
simples o compuestas) se pueden hacer deducciones logicas.

Si se tienen las proposiciones p y p — ¢ una de las leyes légicas permite deducir g.
Ejemplo:

Estd lloviendo

Si estd lloviendo entonces estd nublado

La deduccién es: estd nublado.

Las proposiciones p : estd lloviendo, p — ¢ : si estd lloviendo entonces estd nublado, son las premisas y ¢ :
estd nublado, es la conclusién o deduccion.

Hay varias formas de representar estd ley 16gica, entre las que se encuentran:

(pAN(p—4q)—q

(pAN(p—4q)tq

En los tres casos se lee “‘si se tiene p y p — ¢ se sigue (se deduce) ¢”. El simbolo I~ se lee como, ““se sigue”
o “deduce”.

Compruebe que (pA(p — q)) — g es una tautologia. Esta ley 1dgica se llama “Modus ponens” y reconocerla
en los teoremas y ejercicios propuestos en matemadticas es fundamental para su comprensién y solucion.

2.9. Algunas leyes de la logica proposicional

La siguiente es una lista basica de las leyes l6gicas que es utilizan mds a menudo en matematicas.
Modus ponens: ((p — g) A p) b g, se lee “si p entonces g; p; por lo tanto ¢”.

12
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Modus tollens: ((p — g) A—q) F —p, se lee “si p entonces ¢; —g; por lo tanto —p”.

Silogismo Hipotético: ((p — g)A(¢—r))F (p — r), selee “si p entonces g; si g entonces r; por lo tanto,
si p entonces r”.

Silogismo Disyuntivo: ((pV q)A—p)F g, selee “si p o ¢; no p; por lo tanto, g”.

Dilema Constructivo: ((p — g) A (r—s)A(pVr))F (qVs), selee “si p entonces g; y si r entonces s;
pero p o r; por lo tanto g 0 ™.

Dilema Destructivo: ((p — g) A (r—s)A(—gV-s))E (—pV-r), se lee “si p entonces g; y si r entonces
§; pero no g o no s; por lo tanto no p o no r”.

Dilema Bidireccional: ((p — g)A(r—s)A(pV-s))E (gV—r), se lee “p entonces g; y si r entonces s;
pero p o no s; por lo tanto g o no r”.

Simplificacion: (p Ag) F p, se lee “p y g son verdaderos; por lo tanto p es verdadero”.

Conjuncién: p,q+ (pAgq), selee “py g son verdaderos separadamente; entonces son verdaderos conjun-
tamente.”.

Adicion: pF (pVq), se lee “p es verdadero; por lo tanto la disyuncién (p o g) es verdadera”.

Composicion: ((p —g)AN(p—r))F(p— (gAr)), selee “si p entonces g; y si p entonces r; por lo tanto
si p es verdadero entonces g y r son verdaderos”.

Teorema de De Morgan (1) —(pAgq) - (-pV —q), se lee “la negacién de (p y g) es equivalente a (no p o
no q)”.

Teorema de De Morgan (2): —~(pVq) F (=p A—q), se lee “la negacién de (p o ¢) es equivalente a (no p
ynogq)”.

Conmutacion (1): (pVq)F (gV p), en general “(p o g) es equivalente a (g o p)”.
Conmutacion (2): (pAg)F (¢ p),en general “(py g) es equivalente a (¢ y p)”.

Conmutacion (3): (p <> q)F (g <+ p), en general “(p es equivalente a g) es equivalente a (¢ es equivalente
ap).

Asociacion (1): (pV(gVvr)F ((pVg)Vr),en general “p o (qor)esequivalente a (p o g) o r”.
Asociacion (2): (pA(gAr)F ((pAg)Ar),en general “py (qyr)esequivalentea (pyq)yr”.

Distribuciéon (1): (pA(¢gVr)E((pAg)V(pAr)),en general “py (qor)esequivalentea(pyg)o(py
r)’.

Distribucion (2): (pV (¢gAr))F ((pVg)A(pVr)),en general “p o (qy r)esequivalentea (pog)y (po
r)”.

Doble Negacion: p - ——p, en general “p es equivalente a la negacion de no p”.

Transposicion: (p — ¢q) F (—g — —p), en general “si p entonces ¢ es equivalente a si no g entonces no p”.

13
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Implicacién material: (p — g)F (—pV q), en general “si p entonces ¢ es equivalente ano p o ¢”.

Equivalencia material (1): (p <> ¢q)F ((p — ¢) A(¢ — p)), en general “(p si 'y solo si ¢) es equivale a (si
p es verdadero entonces g es verdadero) y (si g es verdadero entonces p es verdadero)”.

Equivalencia material (2): (p <> ¢q)F ((pAq)V (—pA—q)), en general “(p si ¢) es equivale a cualquiera
de los dos (p y ¢g son verdaderos) o (tanto p como ¢ son falsos)”.

Equivalencia material (3): (p <> ¢q)F ((pV —=9) A(—pV q)), en general “(p si q) es equivale a tanto (p
como no g son verdaderos) y (no p o g es verdadero).

Exportacion: ((pAg) — r)F (p — (¢ — r)), se tiene “desde si p y g son verdaderos, entonces r es
verdadero) se puede probar que (si g es verdadero entonces r es verdadero, si p es verdadero)”.

Importacion: (p — (¢ —r))F ((pAg) — r), se tiene “si p entonces (si g entonces r) es equivalente a si
Py q entonces r”.

Tautologia (1): p+ (pV p), en general “p es verdadero es equivale a p es verdadero o p es verdadero”.
Tautologia (2): p+ (p A p), en general “p es verdadero es equivale a p es verdadero y p es verdadero”.
Tertium non datur” (Ley de Tercero Excluido): - (p\ —p), en general “p o no p es verdadero”.

Principio de no contradiccién: + —(pA—p), en general “p y no p es falso, es una proposicion verdadera”.

La regla l6gica del Modus tollens, también se conoce con el nombre de razonamiento indirecto, es muy
utilizada en las ciencias para hacer deducciones. Se puede escribir de las siguientes maneras.

((p—=>q)A=g) = —p

pP—q
L
—p

(p—=q)N—q)F—p

En el lenguaje natural se lee de la siguiente manera: “si p implica g, y ¢g es falso, entonces p también es
falso”.

Comprobacion: escribir cada una de las leyes 16gicas de diferentes maneras y utilizando las tablas 16gicas
comprobar que son tautologias.

14
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2.9.1. Ejercicios

Aplicando las reglas de la 16gica, comprobar que de las premisas dadas se deduce la inferencia dada. Justi-
fique cada uno de los pasos dados, escribiendo la regla o reglas 16gicas utilizadas en cada paso.

q
1. (pVvgq) —t
tVs

pP—q
2. p
PNq

PNg
3. p—r
rvs

PNq
4. p—r
rvs

PNg
-
(pAr)—s

rVq
p—c
q—c

(pNg)—c

pP—q
q—r
7. s—t
sVp
rvVt

pP—q

(gVr)—s
8. s—(t—m)

pA——t

P49
9. (-p—>—g)As

15
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p—(gAr)
gnNr
r—s
p—s

10.

11. Aplicando reduccién al absurdo.

p— —r
gNr
-p

3. Conjuntos

La teoria de conjuntos es la base de la mateméatica moderna. Las relaciones, teoremas, leyes o proposiciones
se realizan sobre las caracteristicas de los elementos de un conjunto o de varios conjuntos. Por ejemplo, la
definicion de funcién relaciona dos conjuntos, uno llamado dominio y el otro el rango de la funcion.

Para definir las propiedades de los conjunto se requiere el estudio de la 16gica de predicados en la que se
utilizan los cuantificadores existencial (3) y universal (V).

3.1. Cuantificadores existencial y universal

En el lenguaje corriente se utilizan frases como “Existe un estudiante que perdi6 el curso de deportes” o
“Todos los estudiantes ganaron el afio”.

Estos enunciados corresponden a la 16gica de predicados y se caracterizan por hacer uso de los cuantifica-
dores existencial y universal.

3.1.1. Estructura general de los enunciados de la légica de predicados

En general, en los enunciados de la 16gica de predicados, se tienen elementos que cumplen o no una propie-
dad determinada. En su simbolizacién, los individuos se denotan con letras mindsculas x, y, z, entre otras.
Las propiedades con letras mayusculas A, B, C,P, Q, entre otras.

Ejemplo:

El enunciado “Existe un estudiante que perdié el curso de deportes”, se puede simbolizar de la siguiente
manera:
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Ex: x es un estudiante.

Dx: x perdi6 el curso de deportes.

Simbolizacién: (3x)(Ex — Dx)

Ejemplo:

El enunciado “Todos los estudiantes ganaron el aio”, se puede simbolizar de la siguiente manera:
Ey: y es un estudiante.

Gy: y gano el afio.

Simbolizacién: (Vy)(Ey — Gy)

Ejemplo:

El enunciado “Todos los carros que utilizan combustibles fosiles contaminan”, se puede simbolizar de la
siguiente manera:

Cz: z es un carro.
Fz: z utiliza combustibles fosiles.
Kz: z contamina.

Simbolizacién: (Vz)((Cz A Fz) — Kz)

Ejercicio

Para el enunciado “Ningtn rey es futbolista”, si
Rx: x es un rey

Fx: x es futbolista

Su simbolizacién es

a. (Zx)(Rx — Fx)
b. (3x)(Rx — —Fx)
c. (Vx)(Rx — Fx)

d. (Vx)(Rx — —Fx)
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Ejercicio

Para el enunciado “Algunos perros no saben cantar”,
si

Px: x es un perro

Cx: x sabe cantar

Su simbolizacidén es

a. (Vx)(Px — Cx)
b. (Vx)(PxV —Cx)
c. (Ix)(PxA—Cx)
d. (3x)(Px— Cx)
Ejercicio

Para el enunciado “Hay hombres que ni son libres ni
sienten ningtn deseo de serlo”, si

Hx: x es un hombre

Lx: x es libre

Dx: x siente deseo de ser libre

Su simbolizacién es

a. (3x)(Hx A Lx A\ —Dx)

- (F)(

b. (3x)(Hx A —=Lx A —Dx)
c. (Vx)(Hx A\ —LxA\—Dx)
d. (Vx)(HxALxA—Dx)
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Ejercicio

Para el enunciado “El alma feliz a es alma alegre, pa-
ciente, humilde y servicial”, si

Fx: x es un alma feliz

Ax: x es un alma alegre

Px: x es un alma paciente

Hx: x es un alma humilde

Sx: x es un alma servicial

Su simbolizacién es

a. (Vx)(Fx — (Ax A Hx A Px A Sx))
b. (Vx)(FxV (Ax ANHx A\ PxASx))

c. (Ix)(Fx — (AxAHxA\PxASx))
d. (Zx)(Fx — —~(Ax A Hx A PxASx))

3.2. Ejercicios

Simbolizar cada uno de los siguientes enunciados.

[S—

Todos los hombres son mortales.

Todo ndmero al cuadrado es positivo.

En cualquier fraccién el denominador debe ser diferente de cero.
En las raices pares el argumento debe de ser positivo.

Existen casas flotantes y colgantes.

Si una flor es roja y es una rosa entonces tiene espinas.

Algunos estudiantes llegan tarde a clase.

Maria es una mujer o Maria tiene el pelo largo.

Y 2 kWD

Algunos equipos de futbol contratan jugadores extranjeros.

3.3. Negacion de los cuantificadores existencial y universal

En el lenguaje corriente un predicado puede ser negado. Por ejemplo: “Todos los dias hace calor” lo nega-
mos diciendo “Existe un dia en el que no hace calor”. Al simbolizar los dos expresiones se tiene:
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Dx: x es un dia
Cx: en x hace calor.
(Vx)(Dx — Cx) y su negacién (3x)(Dx A —Cx)

La negacion del cuantificador universal (Vx)(Px) es =(Vx)(Px) que 16gicamente equivale a (3x)(—Px). En
palabras se expresa como: la negacion de la universal afirmativa es la existencial negativa.

La negacion del cuantificador existencial (3x)(Px) es —(3x)(Px) que 16gicamente equivale a (Vx)(—Px). En
palabras se expresa como: la negacion de la existencial afirmativa es la universal negativa.

Ejemplos:

1. Escriba de dos maneras equivalentes la negacion de (Vx)(PxV Qx)

—(Vx)(PxV QOx) <— (3x)(=(PxV Qx)) Negacion del universal
<— (3x)(=Px A —=Qx) De Morgan

2. Escriba de dos maneras equivalentes la negacién de (3x)(Px — QOx)

—(3x)(Px — Ox) <«— (Vx)(—=(Px — Qx)) Negacion del existencial
+—  (Vx)(=(=PxV QOx)) Implicacién material
+— (Vx)(PxA—Qx)) De Morgan y doble negacién

Nota: de los ejemplos anteriores se puede deducir que no existe una sola manera de expresar un mismo
predicado. Con los cuantificadores existencial y universal, siguen siendo validas las leyes l6gicas estudiadas
anteriormente.

Ejercicio

Al negar el predicado (Vx)(—Px A Ox) se obtiene

a. (3x)(Qx A Px)
b. (Tx)(QxV Px)
c. (In)(Px — Ox)
d. (3x)(Qx — Px)
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Ejercicio

Al negar el predicado (3x)(Px — (Qx — Rx)) se ob-
tiene

a. (Vx)(PxA Qx A —Rx)

)
b. (Vx)(PxA—QxARx)
)
)

Vx)(—=Px A Qx A Rx)

Vx)(—Px A —~Qx A Rx)

3.4. Definicion de conjunto y operaciones entre conjuntos

Un conjunto es una coleccién de elementos, que es considerada en si misma como un objeto. Los elementos
pueden ser nimeros, letras, animales, plantas, entre otros. Los elementos de un conjunto se representan con
letras mintsculas del alfabeto (a, b, c,..., z) y los conjuntos con letras mayusculas (A, B, C,..., Z).

Si x es un elemento y pertenece al conjunto A, simbdlicamente se representa como x € A y se lee “x pertenece
aA”. El simbolo “€” se lee como “pertenece”. Si el elemento x no pertenece al conjunto A se escribe x ¢ A
y se lee como “x no pertenece a A”. El simbolo “¢” se lee “no pertenece”.

3.4.1. Representacion de conjuntos

Para representar un conjunto y sus elementos se tienen diferentes formas. Entre las mas utilizadas, se
encuentran:

Extension: es cuando se nombran todos los elementos de un conjunto. Por ejemplo A = {a, e, i, 0, u},
representa el conjunto de todas las vocales del alfabeto castellano. En este caso A es el nombre del
conjunto y a, e, i, o, u son cada uno de sus elementos.

Comprension: es cuando se da una férmula verbal o matematica que determina cada uno de los elementos
del conjunto. Por ejemplo: A = {x/x es una vocal del alfabeto castellano}
El simbolo {x/Px} o {x : Px} se llama el discriminante y se utiliza para definir conjuntos por exten-
si0n.

Diagrama de Venn: en una figura cerrada se colocan al interior los elementos del conjunto y por fuera de
ella el nombre.
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Ejercicio

El conjunto W ={0, 1,2,3,4,5,6,7, 8,9}, por comprension, se pue-
de determinar como

a. W ={x/x es un elemento de los diez primeros nimeros naturales }
b. W = {x/x es un elemento del sistema posicional de base base 9}
c. W = {x/x es un niimero natural }

d. W = {x/x es un elemento del sistema posicional de base base 10}

3.4.2. Cardinalidad de un conjunto

El cardinal de un conjunto se define como el nimero de elementos que tiene el conjunto. Si A es un conjunto,
el cardinal de A se denota como #(A).

Por ejemplo, si N = {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9} el cardinal de N es #(N) = 10, que corresponde al nimero
de elementos que contiene el conjunto N.

El cardinal de un conjunto puede ser finito o infinito. Es finito, cuando se le puede asignar un nimero
natural finito, 5, 10, 1000, 10000000, entre otros. Es infinito, cuando no se le puede asignar un nimero
natural finito.

Para representar por extension un conjunto infinito, se acostumbra escribir los primeros elementos del con-
junto y utilizar tres puntos (...), para representar que los elementos se podrian continuar escribiendo de esa
forma.

Ejemplos:
N={1,2,3,...,} representa al conjunto de todos los niimeros naturales.
7Z=A...,-3,-2—-1,0,1,2,3,..., } representa al conjunto de todos los nimeros enteros.

Cuando el conjunto tiene cardinalidad infinita y existe una férmula para describirlo, se puede hacer por
comprension.

Ejemplos:
Q={%:a€Z,b € ZNb# 0} representa al conjunto de todos los niimeros racionales.

Q* = {x:x no se puede escribir como una fraccién de nimeros enteros} representa al conjunto de todos los
ndameros irracionales.

P = {p =2n/n € N} representa al conjunto de todos los nimeros naturales pares.
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I ={i=2n+1/n € N} representa al conjunto de todos los nimeros naturales impares.

Ejercicio

El conjunto P = {p = 2n/n € N}, por extension, se puede determinar
como

a P=1{3,4,7,..}
b. P=1{2,6,12,...}
c. P={2,4,6,...}
d P=1{1,2,3,...}

Ejercicio

El conjunto I = {i = 2n+ 1/n € N}, por extension, se puede determi-

nar como
a. 1={3,4,7,...}
b [=1{3,57,..}
c. 1={1,4,6,..}
d 1=1{1,59,...}

3.4.3. Conjunto universal

Un conjunto universal o de referencia, se escoge de acuerdo al tipo de conjuntos que se estén trabajando.
Ejemplos:
En el Calculo de variable real, el conjunto universal son los nimeros reales R.

Cuando se trabaja con diagramas de Venn, el conjunto universal o de referencia se suele representar con un
recuadro y fuera de el se le escribe el nombre de ese conjunto, como se puede ver en la siguiente grafica:

Hay que tener en cuenta que el conjunto universal, o de referencia hay que tomarlo del contexto del que se
estén tomando los conjuntos a analizar.

Ejercicios: Para los siguientes conjuntos determinar un conjunto universal.
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a. El conjunto de los animales cuadripedos.
b. El conjunto de los hinchas del Medellin.

c. El conjunto de los estudiantes del noveno grado de su colegio.

Ejercicio

Para el conjunto: Plantas de flores amarillas, un posible conjunto uni-
versal es

o

. El conjunto de todas las plantas.

o

. El conjunto de las plantas amarillas con pistilo blanco.

o

. El conjunto de plantas rojas y amarillas.

o

. Las plantas que visitan las abejas.

3.4.4. Conjunto vacio

El conjunto vacio es el conjunto al que no pertenece ningtin elemento. Se denota por & (conjunto vacio) o
por { } (conjunto vacio), en algunos textos se encuentra la relacion & = { }.

g={x/x#xt={}

(Vx)(x € & <> x #x)
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Ejercicio

El conjunto: el conjunto de los nimeros naturales, multiplos de 10 que
son primos, es

a. Es el conjunto universal para los nimeros primos.
b. Es vacio, no existe ningtin nimero primo mdltiplo de 10.

c. Es un conjunto con cardinal 1.

d. Es un conjunto finito.

Ejercicios: Determinar si los siguientes conjuntos son vacios, en caso contrario listar sus elementos.

a. El conjunto de todos los nimeros impares que es divisible por dos.
b. El conjunto de todos los primos que son pares.

c. El conjunto de todos los hombres que vuelan.

3.4.5. Relacion de contencion entre conjuntos

Si Ay B son dos conjuntos la relacion de contencion de A en B se define como:

ACB<+ (Vx)(x€eA—x€B)

En palabras se lee: A estd incluido en B si y solamente si todos los elementos de A también son elementos
de B. El simbolo “C” se lee como “contenido”.

En un diagrama de Venn se representa de la siguiente manera:

B
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Si el conjunto A no estd incluido en el conjunto B, se escribe:

AZ B+ (Ix)(xeAANXEB)

Que en palabras se puede leer como: El conjunto A no estd incluido en el B si y solo si existe x que esta en
AyxnoestienB.

Graficamente se puede representar como:

Propiedades de la inclusion entre conjuntos. Si A, B, C son dos conjuntos cualquiera, U es el conjunto
universal y & el conjunto vacio, se tiene:

a. @ C A, el vacio estd incluido en cualquier conjunto.

b. A C U, todo conjunto estd incluido en el universal.

o

. SiA C By B C A entonces A = B, si dos conjuntos se contienen entre si, los dos conjuntos son iguales.

d. A C A, cualquier conjunto estd incluido en si mismo.

[¢]

. ((ACB)A(BCC))— (A CC),lainclusién es transitiva.

Ejemplo:
Determinar si el conjunto A = {1, 2, a, b, 3} estd contenido en el conjunto B=1{1,2, ¢, b, 3,d,4}.
Solucion:

Note que a € A, pero a ¢ B, por lo tanto A no estd incluido en B. Se puede escribir como A ¢ B.

26



Universidad EAFIT Pedro Vicente Esteban Duarte

Ejercicio
ParaD={1,3,4,5,6}yE=1{1,3,4,5,6,7,8,},setieneque D C E.

a. Verdadero, puesto que todos los elementos D estdn en E.

b. Falso, hay elementos de D que no estdn en E.

3.4.6. Union entre conjuntos

Si A 'y B son dos conjuntos cualquiera, la unién entre ellos se define como:

AUB={x/x€AVxe€B}

(Vx)(x € (AUB) <> x€AVxEB)

En palabras se puede expresar como: la unién entre el conjunto A y el B estd formado por todos los ele-
mentos de A y todos los de B. Si los dos conjuntos tienen elementos en comtn, en la unién no se repiten.
Graficamente se representa como:

U

AUB

Propiedades de la union entre conjuntos. Si A, By C son conjuntos cualquiera, U es el conjunto uni-
versal y @ el vacio, se tiene que:

a. AUA = A, launién de un conjunto consigo mismo es el mismo conjunto.

b. AUZ = A, al unir cualquier conjunto con el vacio se obtiene el mismo conjunto.
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c. AUU = U, al unirle al universal cualquier conjunto se obtiene el universal.

d. AUB = BUA, launién entre conjuntos es conmutativa.

e. (AUB)UC =AU (BUC), launién entre conjuntos es asociativa.

f. AC B— AUB = B. Launién de un conjunto B con un subconjunto suyo A lo deja inalterado.
g. AC (AUB), B C (AUB), tanto A como B estan incluidos en A unién B.

h. ANB = &, si la interseccidn de dos conjuntos es el vacio, se dice que los dos conjuntos son disjuntos o
disyuntos.

Ejercicios: Mediante diagramas de Venn compruebe todas las propiedades anteriores.
Ejemplo:
SiA={1,2,3,4,5}yB=1{1,2,3,4,5,6,7,8}, encuentre AUB.
Solucion:

Como A C B, de acuerdo con una de las propiedades anteriores AUB = B.

Ejercicio

SiA={a,2,b,3,c}yB={4,d,5,¢,6, f,7,g},AUBes
a. AUB={2,3,4,5,6,7,a,b,c,d,e, f,g}

b. AUB={3,4,5,6,7,a,b,c,d,e, f, g}

c. AUB=1{1,2,3,4,5,6,7,a,b,c,d, e}

d. AUB=1{1,2,3,4,5,¢c,d,e, f,g}

3.4.7. Interseccion entre conjuntos

Si A 'y B son dos conjuntos cualquiera, la interseccion entre ellos se define como:

ANB={x/x€ANx € B}

(Vx)(x € (ANB) <> x € AAx € B)

En palabras se puede expresar como: la intercesion entre el conjunto A y el B estd formada por todos los
elementos de A y todos los de B que son comunes a ambos conjuntos. Graficamente se representa como:
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Propiedades de la interseccion entre conjuntos. Si A, By C son conjuntos cualquiera, U es el conjunto
universal y & el vacio, se tiene que:

a. ANA = A, la intercesién de un conjunto consigo mismo es el mismo conjunto.

b. ANY = @, al interceptar cualquier conjunto con el vacio se obtiene el vacio.

c. ANU = A, al interceptar al universal con cualquier conjunto se obtiene el conjunto.
d. ANB = BNA, laintercesion entre conjuntos es conmutativa.

e. (ANB)NC=AN(BNC), laintercesién entre conjuntos es asociativa.

f. ANBCA,ANB C B, lainterseccion de A y B estd incluido en A y estd incluido en B.

g. AC B— (AUB) C A, la interseccién de un conjunto A con un conjunto B que lo contenga, deja a A
inalterado.

h. AN(BNC)=(ANB)U(ANC), lainterseccién de conjuntos distribuye con la unién de conjuntos.

i. AU(BNC)=(AUB)N(AUC), la unién de conjuntos distribuye con la interseccién de conjuntos.

Ejercicios: Mediante diagramas de Venn compruebe todas las propiedades anteriores.

Ejemplo:
SiA={1,2,3,4,5}yB=1{1,2,3,4,5,6,7, 8}, encuentre AN B.
Solucion:

Como A C B, de acuerdo con una de las propiedades anteriores ANB = A.
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Ejercicio
SiA={a,2,b,3,c}yB={4,d,5,¢,6, f,7,8},ANBes
a. g

b. A

c. B

d. AnNB={1,2,3,4,5,¢c,d,e, f,g}

3.4.8. Diferencia entre conjuntos

Si A 'y B son dos conjuntos cualquiera, la diferencia A — B se define como:

A—B={x/xc ANx¢B}

(Vx)(xe (A—B) <> x€AAX¥B)

En palabras se puede expresar como: la diferencia del conjunto A con el conjunto B estd formada por todos
los elementos de A que no estan en el conjunto B. Graficamente se representa como:

U U

Nota: La diferencia entre conjuntos no es conmutativa, como se puede observar en las graficas anteriores.

Propiedades de la diferencia entre conjuntos. Si A, B y C son conjuntos cualquiera, U es el conjunto
universal y & el vacio, se tiene que:

a. A—A = g, la diferencia de un conjunto con el mismo es el vacio.
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b. A— @ = A, la diferencia entre un conjunto y el vacio es el conjunto.

c. ¥ —A = g, la diferencia entre el vacio y un conjunto cualquiera en el vacio.
d. A—U = @, el conjunto A menos el conjunto universal es el vacio.

e. U—A=A, el conjunto U menos A es igual al complemento de A.

f. A—B+# B— A, la diferencia entre conjuntos no es conmutativa.

g. A—B =0 < A C B, si la diferencia entre conjuntos es el vacio, entonces uno de ellos estd incluido en
el otro.

hh A-B=A~ANB=2.

i. A—B=ANB ladiferencia A — B es igual a A interceptado con el complemento de B.

Ejercicios: Mediante diagramas de Venn compruebe todas las propiedades anteriores.

Ejemplo:
SiA={1,2,3,4,5} yB=1{1,2,3,4,5,6,7, 8}, encuentre A — B.
Solucion:

Como A C B, de acuerdo con una de las propiedades anteriores A — B = .

Ejercicio
SiA={a,2,b,3,c}yB={4,d,5,¢,6,f,7,8},A—Bes
a o

b. B

c. A

d. A-B=1{2,3,4,5,c,d,e, f, g}

3.4.9. Complemento de un conjunto

Si A es un conjunto cualquiera, U es el conjunto universal y A C U, el complemento de A se define como:

A=A=U-A={x/xcUNxgA}
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(Vx)(x €A < (xeUAx ¢ A))

En palabras: el complemento del conjunto A son todos los elementos que no pertenecen a A. Graficamente
se representa como:

U

A/

Propiedades del complemento de un conjunto. SiA es un conjunto cualquiera, U es el conjunto univer-
sal y & el conjunto vacio, se tiene:

a. AlcU
b. @' =U

c. U =g

Ejemplo:
SiU={xeN/1<x<10}yA={1,2,3,4,5,6}, encuentre A’.
Solucion:

Recordemos que el complemento de un conjunto, son todos los elementos que no pertenecen al conjunto.
Luego A’ ={7,8,9, 10}.
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Ejercicio

Si U = {x/x es una letra del alfabeto latino} y
E = {x/x es una consonante del alfabeto latino},
el complemento de E es

a. F={a,i,o,u}
b. A={a,e, i,o,u,l}
c. A={a,e,i,o,u}

d. A={m,a,e i o u}

3.4.10. Diferencia simétrica entre conjuntos

La diferencia simétrica entre los conjuntos A y B estd dada por:

AAB={x/x€ (A—B)Vxe (B—A)}

(Vx)(x € (AAB) <»x€ (A—B)Vxe (B—A))

En palabras se puede expresar como: la diferencia simétrica entre los conjuntos A y B estd dada por los
elementos que estdn en A — B o en B — A. Graficamente se puede representar como se puede observar en la
siguiente figura:

U

Propiedades de la diferencia simétrica entre conjuntos. Si A, By C son conjuntos cualquiera, U es el
conjunto universal y & el vacio, se tiene que:
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a. AAA = &, la diferencia simétrica de un conjunto con el mismo es el vacio.

b. AA@ = A, la diferencia simétrica entre un conjunto y el vacio es el conjunto.

c. AAU = A’, el conjunto A diferencia simétrica con el conjunto universal es el complemento de A.
d. UNA =A’, el conjunto U diferencia simétrica con A es igual al complemento de A.

e. AAB = BAA, la diferencia simétrica entre dos conjuntos es conmutativa.

f. AAB=(AUB)—(ANB)

g. AA(BAC)= (AAB)AC

h. ACB—AAB=B—A

i. AAB = BAA, la diferencia simétrica es conmutativa.

j. AN(BAC) = (AAB)N(AAC), la interseccion de conjuntos distribuye con la diferencia simétrica.

Ejercicios: Mediante diagramas de Venn compruebe todas las propiedades anteriores.
Ejemplo:
SiA={1,2,3,4,5}yB=1{1,2,3,4,5,6,7, 8}, encuentre AAB.

Solucion:

Como A C B, de acuerdo con una de las propiedades anteriores A—B =A" = {6, 7, 8}.

Ejercicio

SiA={a,2,b,3,c}yB={4,d,5,¢e,6, f,7,8},AABes
a. {2,3,4,5,6,7,a,b,c,d,e, f, g}

b. {3,4,5,6,7,a,b,c,d,e, f, g}

c. {1,2,3,4,5,6,7,a,b,c,d, e}

d. {1,2,3,4,5,¢,d,e, f, 8}

3.4.11. Conjunto potencia

Si A es un conjunto el conjunto potencia de A estd formado por todos los subconjunto de A. El conjunto
potencia de A se denota por P(A).

Ejemplo:
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El conjunto potencia de A = {1,2} estd dado por el conjunto P(A) = {@, {1}, {2},{1,2}}

En general, al conjunto potencia de A pertenecen el conjunto & y el mismo A. Note que los elementos de

P(A) son conjuntos.

El cardinal del conjunto potencia de A, P(A) estd dado por 2", en donde n es el cardinal del conjunto A.

a. #(P(B)) =8
b. #(P(B)) = 16
c. #(P(B)) =32
d. #(P(B)) = 64

Ejercicio

Si B={a, b, c}, el conjunto potencia de B es

a. P(B) ={2, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {b,c}, {a, ], c}}

b. P(B) ={2,{a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}}

c. P(B)={{a}, {b},{c}, {a, b}, {a c},{b,c} {a,b,c}}

d. P(B) ={@,{a}, {b}, {c} {a,b},{a,c}, {b,c} {a b c}}
Ejercicio

SiD={1,2,3,4,5}, el cardinal del conjunto potencia de D es

3.4.12. Producto cartesiano entre conjuntos

Si A'y B son dos conjuntos el producto cartesiano de A por B se define como:

AxB={(x,y)/x€e ANy € B}

(Vx)(¥y)((x,y) EAXB<>x € ANy EB)

El producto cartesiano de dos conjuntos se representa por todas las parejas ordenadas (x,y), en donde x

pertenece al primer conjunto y y al segundo conjunto.
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Ejemplo:
Graficamente se puede representar como:

SiA=1{1,2,3,4} B={a, b}, el producto cartesiano A x B se puede representar como graficamente como:

0 por:

AxXB|1 2 3 4
y como conjunto por:

AxB={(l,a),(2,a),(3,a),(4,a),(1,b),(2,b),(3,b),(4,D)}

Si (x,y) € A X B se lee x estd relacionado con y y se escribe xRy y se lee: x estd relacionado con y, a R se le
llama una relacion y cualquier relacién es un subconjunto del producto cartesiano.

Propiedades del producto cartesiano. Si A, B son conjuntos y & es el vacio, las siguientes son algunas
de las propiedades del producto cartesiano:

A AXDT=0OxXA=0

b. AXB#BXxA

Ejercicio

SiA={&, &} yB={xk,B},AXBes

a. AxB={(%,%), (%, %), (H &) (L&)
b. AxB={(d, %), (%, %) (H&), (H4))}
c. AXB={(, %), (%), (& M), (H&))}
d. AXB={(, %), (%), (& H), (&8}
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