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Prefacio

El célculo estocastico tiene muchas aplicaciones en las areas de Biologia, Sociologia, De-
mografia, Economia y Finanzas. Por otro lado, las series de tiempo son una herramien-
ta estadistica muy utilizada en el estudio de series financieras y econémicas. Estas dos
herramientas pueden emplearse conjuntamente para estudiar la dinamica de precios de
algunos commodities con caracteristicas especiales. En este trabajo se presetan de man-
era formal los elementos matematicos de las Ecuaciones Diferenciales Estocésticas con
un enfoque dirigido a la Dinamica de Portafolios y la Valoracién de Opciones segin
Black-Scholes. Debido a que algunos precios de commodities, como el aluminio, presentan
efectos GARCH, se propone hacer una fusion entre procesos de reversién a la media del
tipo Ornstein Uhlenbeck y los procesos GARCH.

En el primer capitulo se presentan algunos preliminares mateméaticos que serviran como
insumo teorico para el desarrollo de los demés capitulos.

En el capitulo 2, se hara una descripcion formal del Movimiento Browniano Estandar y de
las Integrales Estocasticas con sus propiedades fundamentales y, por ultimo, se estudiara
la férmula de It6 multi-dimensional.

Para el siguiente capitulo se establecen los criterios de existencia y unicidad de las solu-
ciones de EDE y se presentardn, de manera formal, las ecuaciones de Kolmogorov para
EDP, la representacion estocastica de Feynman-Kac y las soluciones explicitas de EDE
matriciales con las aproximaciones numéricas de Euler y Milstein para el caso unidimen-
sional.

Los capitulos 4 y 5, Dinamica de Portafolios y La Formula de Black-Scholes respectiva-
mente, hacen referencia al contexto financiero en el cual pueden ser aplicados los conceptos
estudiados en los capitulos anteriores.

Los capitulos 7 y 8 son claves para la implementacién de los procesos de reversion a la
media con efecto GARCH, en los que se utiliza el Método de Maxima Verosimilitud para
la estimacion de los parametros del proceso de reversién a la media del tipo Ornstein Uh-
lenbeck y del proceso GARCH(1,1). También se hace una breve revisién de otros métodos
de estimacién de modelos de difusién importantes, aunque son un poco mas complejos al
momento de su implementacion.

En el dltimo capitulo se lleva a cabo una aplicacion sencilla basada en resultados previos de

IX



X PREFACIO

simulaciones realizadas para algunas series con caracteristicas apropiadas, donde se utiliza
la combinacién de series de tiempo no lineales y las Ecuaciones Diferenciales Estocasticas
para el estudio de la dindmica de precios diarios del aluminio.



Capitulo 1

Conceptos Preliminares

1.1. Introduccion

En este capitulo se hard una breve revisiéon de las notaciones y elementos basicos de la
teoria de la probabilidad, la teoria de la medida y de los procesos estocésticos.

También se daran algunas definiciones, teoremas y proposiciones importantes que serviran
como base tedrica para la presentacion de definiciones y teoremas en los capitulos poste-
riores.

Definicién 1.1.1. Un experimento se dice que es aleatorio si su resultado no puede ser
determinado de antemano. Para desarrollar un modelo matematico adecuado, los posibles
resultados de un experimento aleatorio deben estar bien definidos y ser observables.

Definicién 1.1.2. El conjunto €2 de todos los resultados de un experimento aleatorio se
llama espacio muestral y los elementos w € € se llaman puntos muestrales.

Definicién 1.1.3. Sea €2 un conjunto arbitrario. Una familia § de subconjuntos de €2 es
una o-algebra sobre €2 si se cumplen las siguientes condiciones:

1) ) € FyQeF donde P representa el conjunto vacio

1) VA € § = A° € § donde A° es el complemento de A en )

m) Ay, As, ... €F= A= ‘U A, eF

1=1
IV) Al,AQ,... eg= A= m A el
1=1

Nota 1. De este modo una o-algebra sobre {2 es una familia de subconjuntos de €2 que
contiene a €2 y es cerrado bajo complementacién bajo la formacién de uniones contables y
bajo la formacién de intersecciones contables. Ademas, la cerradura bajo complementacion
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y bajo la formacion de uniones contables implican cerradura bajo la formacion de intersec-
ciones contables puesto que [ 4; = (|J A¢)°. De esta forma se puede definir una o-dlgebra
sélo con las condiciones 1), 1) y 4i1).

Definicién 1.1.4. Si U; y Us son dos o-dlgebras sobre €2 tales que Uy C Us, se dice que

U, es una subo-algebra de Us.

Definicién 1.1.5. Sea € una familia de subconjuntos de €2, existe una o-algebra minimal
o(€) sobre 2 que contiene a €. A ¢(€) se le llama o-algebra generada por €.

Definicién 1.1.6. Si Q = R" y € es la familia de todos los conjuntos abiertos en R",
entonces B" = ¢ (&) se conoce como o-dlgebra de Borel y los elementos de 8" se llaman
conjuntos de Borel.

En general una funciéon que toma valores reales X : {2 — R se dice que es F-medible si
{w: X(w) <a} € § para toda a € R.

La funcién X también se conoce con el nombre de variable aleatoria de valor real
(§-medible). Una funcién de valor en R" X(w) = (X1(w), Xa(w), ..., X, (w))"" se dice
§-medible si todos los elementos X; son §-medibles.

Lema 1.1.1. Si X, Y : Q — R" son dos funciones dadas, entonces Y es o(X)-medible si
y solo si existe una funcion Borel-medible g : R™ — R" tal que Y = g(X).

1.2. Espacio de Probabilidad

Definicién 1.2.1. Una medida de probabilidad sobre un espacio medible (£2,§) es una
funcion p : § — [0, 1] tal que:

D p) =0
1) p(€) =1
1) SiAy, A, ... € Fy{A;}2, es unasucesion de conjuntos disjuntos dos a dos entonces,

p(U 4) = T p(4)

Definicién 1.2.2. La tripleta (€2, §, p) se llama espacio de probabilidad. Si (€,,p) es un
espacio de probabilidad, témese § = {A C Q2 : 3B,C € § tales que B C A C C, p(B) =
p(C)}. Entonces § es una o-élgebra y se conoce como la completacién de §.

Definicién 1.2.3. Si § = §, se dice que el espacio de probabilidad (€, , p) es completo,
si no, se puede extender p a § definiendo p(A) = p(B) = p(C) para A € §, donde B,C € §
con las propiedades B C A C C'y p(B) = p(C). (Q,F,p) es un espacio de probabilidad
completo llamado completacién de (€2, §, p).

1La T simboliza la transpuesta de la matriz
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Definicién 1.2.4. Si X es una variable aleatoria de valor real y es integrable con respecto
a la medida de probabilidad p, el nimero E[X] = [, X(w)dp(w) se llama esperanza de X
con respecto a p. Adicionalmente el nimero V[X]| = E(X — F[X])? se llama varianza de
X.

Si Y es otra variable aleatoria de valor real, cov[X,Y]| = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] se
llama covarianza de X y Y.

Si cov[X, Y] = 0 se dice que X y Y estan incorrelacionados. Para una variable aleatoria
de valores en R™, X = (X, X, ..., X,,)T se define F[X]| = (E[X,], E[X3),..., E[X,.])T,
analogamente para una variable aleatoria matricial X = (Xj;)nxm de dimensién n x m se

define E[X] = (E[X5;])nxm.

Si X y Y son ambas variables aleatorias de valores en R", la matriz simétrica definida no
negativa de dimensién n x n dada por cov[X,Y] = E[(X — E[X])(Y — E[Y])T] se llama
matriz de covarianzas.

Cuando se relacionan mediante la covarianza variables aleatorias cuyos valores son de
escalas muy diferentes, es recomendable estandarizar la covarianza con el fin de lograr una
relacion que se pueda interpretar de manera mas adecuada. Luego se tiene el concepto de
correlacion entre dos variables aleatorias X7 y X5, el cual se define como

cov| Xy, X E[(X1 — px,)(Xo — pix,
corr[ Xy, Xy := UE{;X 2]: [(Xi (/TA;(C)T(XQ ,UX)]'

Definicién 1.2.5. El nimero E[X]? con p > 0 se llama el p-ésimo momento de X. Para
p € (0,00), sea LP = LP(2, R™) la familia de variables aleatorias X con valores en R" con
EIX]P < 0.

A continuacién se presentaran cuatro conceptos de convergencia muy importantes.

Sean X y Xj, con k > 1, variables aleatorias con valores en R".

1) Si existe un conjunto P-nulo (Conjunto con medida de probabilidad P = 0), 0y € §
tal que para cada w ¢ Qp, la sucesién {X;(w)} converge a X(w) en el sentido
usual en R™, entonces { X} se dice que converge a X casi seguramente (c.s.) o con
probabilidad 1, y se escribe klggo X=X cs.

11) Si para cada € > 0, P{w : | Xy(w) — X(w)| > €} — 0 conforme k — oo, entonces se
dice que {X}} converge a X estocdsticamente o en probabilidad.

1) Si Xy y X pertenecen a LP y E|X; — X|P — 0, entonces se dice que { X} converge
a X en el p-ésimo momento o en LP.

1v) Si para cada funcién g acotada y continua definida sobre R", ka E (X)) = Ey(X),

entonces se dice que {X}} converge a X en distribucién.
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Teorema 1.2.1 (Teorema de convergencia Monétona). Si { Xy} es una sucesion decre-
ciente de variables aleatorias no negativas, entonces

lim E[X,] = B(lim Xy)
Teorema 1.2.2 (Teorema de convergencia Dominada?). Sea p > 1, {X;} C LP(Q; R")

yY € LP(2;R). Suponga que | Xi| <Y c.s. y que {Xi} converge a X en probabilidad.
Entonces X € LP(Q; R™)

Definicién 1.2.6. Dos conjuntos A, B € § se dice que son independientes si P(A
B) = P(A)P(B). Tres conjuntos A, B,C' € § se dice que son independientes si P(A
B) = P(A)P(B); P(AnC) = P(A)P(C); P(BNC) = P(B)P(C)y P(AnBNC(C)
P(A)P(B)P(C).

o>

Definicién 1.2.7. Si X y Y son dos variables aleatorias independientes e integrables de
valor real, entonces XY también es integrable y ademés E[XY| = E[X]|E[Y].

Si X,Y € L?(Q;R) estan incorrelacionados entonces V[X + Y| = V[X] + V[Y].

Definicién 1.2.8. Sean A,B € § con P(B) > 0. La probabilidad condicional de A

condicionado a B estd dada por P(A/B) = Pgé;?).

Proposicion 1.2.3. Si X, y X5 son dos variables aleatorias independientes, entonces
cov[ Xy, Xo] = 0.

1.3. Esperanza Condicional

Definicién 1.3.1. Sea X € L'(Q;R). Sea G C § una subo-élgebra de F, de este modo el
espacio (£2;G) define un espacio medible. En general X no es necesariamente G-medible.
Existe una variable aleatoria Y G-medible unica c.s. tal que Y = E[X/G]| y se llama
esperanza condicional de X bajo la condicion G.

Si G es la o-dlgebra generada por la variable aleatoria Y, se puede escribir F[X/G] =

E[X/Y).

1.3.1. Propiedades elementales de la esperanza condicional

A continuacion se presentaran algunas propiedades relevantes de la esperanza condicional.

Sea ) un conjunto arbitrario y G una o-dlgebra sobre (2.

a) E[E[X/G]] = E[X]

2Cuando Y es acotado, este teorema también se conoce como el teorema de convergencia acotado.
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b) |E[X/G]| < E[|X]/G] cs.

c) Si G = {®,Q} entonces E[X/G] = E[X]

d) Si X > 0 entonces E[X/G] > E[X]

e) Si X es G-medible entonces E[X/G] = X

f) Si X = C = constante entonces E[X/G] = C

g) Sean a,b € R, E[aX + bY/G] = aE[X/G] + bE[Y/G]
h) Si X <Y entonces E[X/G] < E[Y/G]

i) Si X es G-medible entonces E[XY/G] = X - E[Y/G], en particular, E[E[X/G]Y/G]| =
EIX/GIEY/d]

j) Sio(X),G son independientes entonces E[X/G] = E[X]
k) Si G C Gy C § entonces E[E[X/Gs]/G1] = E[X/G]

1) Sea X = (X1, X,...,X,,)T € LY(Q; R"), su esperanza condicional bajo G estd definida
por E[X/G] = (E[X1/G],..., E[X,./G])T.

1.4. Procesos Estocasticos

Definicién 1.4.1. Sea (€2, §, P) un espacio de probabilidad. Una filtracién es una familia
{S+}+>0 creciente de subo-algebras de F, es decir, §s C §; C § paratoda 0 < s <t < o0.

La filtracion se dice continua a derecha si §s = [ & para toda S > 0.
t>S

Cuando el espacio de probabilidad es completo, se dice que la filtracién satisface las
condiciones usuales siempre que sea continua a derecha y §, contenga todos los conjuntos
P-nulos.

Definicién 1.4.2. Una familia {X;};c; de variables aleatorias de valores en R™ se llama
proceso estocdstico con parametro t y espacio de estado R™.

Habitualmente el parametro ¢ € I es la semirrecta Ry = [0, 00), pero en algunas ocasiones
también puede ser un intervalo [a, b] de enteros no negativos.

Definicién 1.4.3. Se dice que un proceso estocastico {X;} es {F:}-adaptado o simple-
mente adaptado si para cada t, X; es §;-medible.

Definicién 1.4.4 (Martingala). Un proceso {.#;},—¢ integrable §-adaptado de valores
en R” se dice que es una martingala con respecto a {§;} (o simplemente martingala), si
E[A#|Fs] = M para toda s,t € [0,00).
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Definicién 1.4.5 (Vector Aleatorio Gaussiano). Un vector aleatorio normal o Gaussiano
es un vector que sigue una distribucién normal o Gaussiana.

La distribucién normal n-dimensional o Gaussiana es dada por la densidad:

1 1 -1 N n. n
fx(X) = (QW)%(detE)%exp{_§(X_u>z X—p'}h XeR

con parametros u € R" y X, donde = pux es la esperanza de X.

Ademds ¥ es una matriz n x n simétrica definida positiva, X! es la inversa y det(Z) es
el determinante de X.

Como la densidad de un vector aleatorio Gaussiano multivariado X esta dada por el
parametro p que es la esperanza pux de X y X es la matriz de covarianza Y x, la densidad
de un vector Gaussiano estd completamente determinada por su esperanza y su matriz de
covarianza. En particular, si p = 0 y ¥ es la matriz identidad n-dimensional I,,, tenemos
que det(I,) =1y X' = I,,. La densidad fx es simplemente el producto de n densidades
normales estandar: fx = (21, %2,...,2,) = @(x1)e(x2) ... p(z,).

Se escribe N (p, X)) para la distribucién de un vector aleatorio Gaussiano n-dimensional X
con esperanza f y matriz de covarianza X..

Definicién 1.4.6. Las distribuciones de dimensién finita (fidis) de un proceso estocastico
X son todas las distribuciones de los vectores de dimensién finita (X, , Xy,,..., Xy, ) con
TL:1,2,... ytl,tQ,...,tneT.

Definicién 1.4.7 (Proceso Gaussiano). Un proceso estocastico se llama proceso Gaus-
siano si todas fidis son Gaussianas multivariadas. Por tanto la distribucién de un proceso
estocédstico Gaussiano esta determinado solamente por la coleccion de las esperanzas y las
matrices de covarianza de las fidis.

Un proceso Gaussiano simple sobre T = [0, 1] consiste de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas (iid) con una distribucién Normal con media 0 y
varianza 1 N(0,1). En este caso las fidis estdn caracterizadas por las funciones de dis-
tribucién

P(th S $1,Xt2 S Lo, . .. ,th S l’n) = P(th S (L’1>P(Xt2 S 1'2) .. P(th S In)
= O(11)D(22) ... P(xy).



Capitulo 2

Movimiento Browniano e Integrales
Estocasticas

2.1. Introduccién

En este capitulo se abordaran algunos conceptos centrales que son muy importantes en
la teoria de los procesos estocasticos, la fisica y las finanzas.

Primero se hara una descripcion formal del Movimiento Browniano, junto con sus prin-
cipales caracteristicas, ademas de algunos procesos asociados al Movimiento Browniano.
Luego se definird la integral estocastica con sus propiedades, y por ultimo se presen-
tara formalmente un resultado de suma importancia para el calculo estocédstico y sus
aplicaciones, el lema de Ito.

Definicién 2.1.1. Sea (€2, §, P) un espacio de probabilidad con una filtracion {§:}:>o.
Un movimiento Browniano Estdndar unidimensional {B;};>0, es un proceso §;-adaptado,
continuo de valor real con las siguientes propiedades:

I) B(] =0.

. : . . : d
11) El proceso {B;}+>¢ tiene incrementos estacionarios, es decir, B; — By = By, — Bt
para toda s,t € Ty para toda s+ h,t + h €T

11) El proceso {B;}>o tiene incrementos independientes, es decir, para cada eleccién
det;€eTcont; <ty <...<t,yn=>1, By, —By,...,B, — By, , son variables
aleatorias independientes.

1v) Para 0 < s <t < oo, el incremento B; — Bj sigue una distribucién normal con media
cero y varianza t — s.

., d . . e I
La notacién By — Bs = By, — By establece una identidad distribucional entre los dos términos, en
general By — Bs # By
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V) {B:}i>0 tiene trayectorias continuas y es en ningin punto diferenciable.

Muovwirniento Browniano Estandar

01 oz 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 2.1: Una trayectoria de un Movimiento Browniano Estandar

En una funcién diferenciable, cada punto x de la gréfica puede ser aproximado por una
funcién lineal unica que es tangente a la funcién en dicho punto x. Para el caso del
Movimiento Browniano, existen infinitas rectas tangentes a la “curva” en cada punto,
hecho que compromete la diferenciabilidad de la trayectoria browniana.

5

1

4.48F

4+

3ar

3

2a8r

Dar

Figura

08t .
06} .
04} .

-~
nzt e - i

_ ™~ e —

e T -
Ol TR T J

e TN

. -
0zt g R i

e .\
04t .
06 .
a8t .

s o 1 1 1 I 1 1 R 1 1 1 1 1 1 1 1 1

03 04 05 0B 07 0a 0s 1 1 08 0F 04 02 0 02 04 0B 08 1

2.2: Izquierda: funcion diferenciable. Derecha: Funcién no diferenciable en x = 0,

existen infinitos tangentes que se pueden cruzar por el punto.

Algunas propiedades relevantes del Movimiento Browniano:

1) El Movimiento Browniano es un proceso Gaussiano.
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11) La covarianza del Movimiento Browniano es cov(Bg, B;) = min{s,t}.

1) El Movimiento Browniano es 0.5-autosimilar, es decir,

4

(T%Btu cee JT%Btn) (BTtN AR BTu,,)-

Cuando se habla de autosimilaridad, se quiere decir que los patrones a escala de una
trayectoria browniana en algin intervalo de tiempo grande o pequeno, conserva una forma
similar, pero no son idénticos. En la 2.3 se muestra graficamente el concepto intuitivo de
ser autosimilar.

20k

25 1 1 1
0 0.1 02 03

D.I? D.IB D.IQ 1
Figura 2.3: Movimientos Brownianos en los cuales se resalta la forma similar a escala.

Existen algunos procesos asociados al Movimiento Browniano, como por ejemplo el
Movimiento Browniano Bridge, el Movimiento Browniano Drift, y uno conocido por su
relacién con la dinamica de precios de un activo, el Movimiento Browniano Geométrico.

Definicién 2.1.2. El proceso {X;}:>o dado por X; = exp (at + AB;) donde B; es un
Movimiento Browniano Estandar, A > 0 y a € R; se conoce como Movimiento Browniano
Geométrico.

El Movimiento Browniano Geométrico no es un proceso Gaussiano y tiene las siguientes
caracteristicas:

1) B[X;] =exp(a+ ’\2—2)t

1) V[X,] = exp (2a + At (exp(A\t) — 1)

1) cov(Xs, Xi) = exp (a+ 2)(t + s) (exp A%s — 1).
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hlovimiento Browniano Gedmetrico
1.007 T T T T T T T T T

1.006 -

1.005 -

1.004 -

1.003 |

1.002

1.001F

0.9939
]

0.1 0z 0.3 0.4 0.4 06 0.7 0.8 09 1
Figura 2.4: Trayectoria de un Movimiento Browniano Geométrico.

2.2. Integrales Estocasticas

En esta seccion se definird la integral estocéstica f(f f(s)dBy con respecto al Movimiento
Browniano B;. Como se ha dicho anteriormente, una trayectoria browniana es en ningtin
punto diferenciable y la integral no puede ser definida en la forma habitual. Sin embargo,
se puede definir la integral para una extensa clase de procesos estocasticos usando la
naturaleza estocastica del Movimiento Browniano. Esta integral fue definida por Kiyoshi
[t6 en 1949, y se conoce como Integral de Estocastica de Ito.

Sea (€2, 3§, P) un espacio de probabilidad con una filtracién {§;}+>o.

Sea {B;}+>0 un Movimiento Browniano unidimensional definido sobre el espacio de prob-
abilidad adaptado a la filtracion.

Definicién 2.2.1. Sea 0 < a < b < oo. Se denota por .#Z*([a,b];R) al espacio de
todos los procesos f = {f(t))}a<t<p medibles y {§F}-adaptados de valor real tales que

£y = B[} 1F(0)dt] < o0

Definicién 2.2.2. Un proceso estocastico de valor real g = {g(t) }a<i<p se llama proceso
simple, si existe una particiéon a =ty < t; < ... < t;, = b en [a,b], y variables aleatorias
acotadas &;,0 <17 < k — 1 tal que & es §,-medible y

k—1
g(t) = €Ol[t07t1](t> + Zé'i](thtu»l](t) (21>
=1

Se denota por #y(la,b;R) a la familia de todos estos procesos, donde

[0, 0 R) © .4([a,b]: R

2| - |la,p define una métrica sobre .#>([a,b]; R) y el espacio es completo bajo esta métrica.
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Definicién 2.2.3 (Integral de It6 parte I). Para un proceso simple g de la forma 2.1 en
M,([a,b];), se define la integral de It6 como

b k—1
/ g(t)dBt = Zé.i(Bti+l - Bti)

=0

Definicién 2.2.4 (Media Cero e Isometria de It6 para procesos simples)

. Sea
g € My([a,b]; R) entonces se tiene que

E|fg (B = EL[? g(0)de

Demostracién. 2.2.4

1) Como &; es §y,-medible y ademds By, | — By, es independiente de §,, [ f g(t dBt]

k—1 k—1
es igual a 3 Bl&(Buy, — Bu)l = 2 BIGIEI(Buyy = Bi)] = 0.

=0

11) Nétese que By, — By, es independiente de §;; (BtlJrl — Bti) si 7 < j. De este modo

Z L [&5] (Bti+1 - Bti) (B'fJ+1 B BtJ)]

z+1 - t¢>2]

Lema 2.2.1 (Linealidad de la Integral de It0). Sean g1, g2 € #o([a,b];R) y sean c1,co
dos nimeros reales entonces c191 + cage € Mo(la,b);R) y

b b b
/ [Clgl(t) +0292(t)] dB; = 01/ gl(t)dBt+C2/ 92(t)dBt

Lema 2.2.2. Para cualquier f € #*([a,b];R), existe una sucesion {g,} de procesos
b
simples tales que Hm E[[|f(t) — g.(t)]> dt] = 0
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La segunda definicion de integral de Ito, que se presentara a continuacion hace referencia
a una extensién de la integral de It6 de procesos simples g € .#;([a, b]; R) a procesos mas
generales g € .#*([a,b]; R) y estd basada en la siguiente aproximacién.

Definicién 2.2.5 (Integral de Ito parte II). Sea f € .#?([a,b]; R). La integral de Ito de
f con respecto a {B;} es definida por

b b

Donde {g,} es una sucesién de procesos simples tales que

b
ltm B / () — gu(t) ] = 0

n—oo

En la definicién 2.2.5 el limite se mantiene independiente de la sucesién particular {g,}.
Por ejemplo, si {h,, } es otra sucesién de procesos simples que converge a f en el sentido que

lim E[f; | f(t) — h,(t)]?dt] = 0, entonces la sucesién {@,}, donde Yo, 1 = gn ¥ Yon = hn

son también convergentes a f en el mismo sentido.

Teorema 2.2.3. Sean f,g € .#*([a,b];R) y sean «, 3 dos niimeros reales, entonces
b
1) [ f(t)dBies Fy-medible
u) E [°f(t)dB, =0
b 2 b 2
) E(fa F)AB| =B [Mf(t)) dt

) [Plaf(t) + Bg(t)] dB, = a [* f(t)dB, + 5 [ g(t)dB;
Teorema 2.2.4. Sea f € .#*([a,b];R). Entonces E [f: f(t)dBt/Sa} =0:

[ swan,

2
E /8

3l b O

- / E (|0 /3a] dt.

Lema 2.2.5. Si f € #*([a,b;R) y £ es una variable aleatoria §,-medible de valor real,
entonces £f € M?(a,b;R) y f: Ef(t)dB; = §fabf(t)dBt.

Es claro que si f € .#?([a,b]; R) entonces f € .#?([a,b];R). Si f es un proceso simple
entonces la igualdad anterior es inmediata por la definicién de integral estocastica. Para
el caso general en el que f € .#%([a,b]; R), se toma {g,} como una sucesién de procesos
simples que satisfacen 1im,, ., Ef;7 |Ef(t) — Egn(t)]?dt = 0. De igual modo la igualdad se
mantiene y la variable aleatoria & actiia como una constante.
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Deﬁnicién 2.2.6. Sea f € .#([0,T);R). Se define I(t) = [} f(s)dB, para 0 < t < T,

donde (0 fo s)dBs = 0. I(t) se conoce con el nombre de integral indefinida de Ito
sobre f.

2.2.1. La Férmula de Ito

Cuando se intenta evaluar una integral estocédstica, no es muy apropiado utilizar la defini-
cion rigurosa. Esta situacion es similar al caso de evaluar una integral ordinaria realizando
las sumatorias de Riemann, en lugar de utilizar el teorema fundamental del calculo y la
regla de la cadena.

A diferencia del célculo ordinario, que comprende teoria de diferenciacion e integracion,
este contexto solo posee teoria de integraciéon; sin embargo resulta posible establecer una
version de la regla de la cadena para integrales de It6, la cual se conoce como la Féormula
de Ito.

Sea { B, };>0 un Movimiento Browniano Unidimensional definido sobre un espacio de prob-
abilidad (2, §, p) adaptado a la filtracién {F;}i>0. £ (R, R") denota la familia de todos
los procesos f = {f(t)}+>0 que son {§;}-adaptados medibles, de valores en R" tales que

fOT |f(t)|dt < oo para toda T > 0.

Definicién 2.2.7. Un proceso de Ito unldlmensmnal es un proceso {x(t)}~o adaptado
continuo de la forma z(t) ) + [y f(s)ds + [} g(x)dB;, donde f € L' (Ry,R) y
g € Z*(Ry,R). Se dice que x(t) tiene dzferencml estocdstica dx(t);t > 0 dada por
dz(t) = f(t)dt + g(t)dB;.

C*Y(R"™ x Ry;R) denota la familia de todas las funciones V(z,t) de valor real definidas
sobre R™ x R que son al menos dos veces continuamente diferenciables en x y una vez en
t. SiV e C*1(R" x R;;R) se tomard

ov ov oV oV
Vi=—- V;ﬁ = ) PRI )
Y <8m1 Oy 8%)
oy o
( 82V ) 8331 83313.%,1
8@8% nxn 92V 92V
dzndxr, = 022

Teorema 2.2.6 (Férmula de It6 Unidimensional). Sea {x(t)}:>0 un proceso de Ité con
diferencial estocdstica dz(t) = f(t)dt + g(t)dBy, donde f € LY (R;R) y g € L3Ry R).
Se tomard V € C*'(R x Ry;R). Entonces V(x(t),t) define un nuevo proceso de Ité con
diferencial estocdstica dada por

AV (z(t),t) = |Vi(z(t), t) + Va(z(t), t) f(t) + %Vm(x(t), £)g2(t)| dt + Vi (x(t), t)g(t)dB.
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La férmula de It6 puede extenderse a una version Multidimensional, pero antes se debe
definir el Movimiento Browniano Multidimensional.

El proceso estocdstico B(t) = (By(t), Ba(t), ..., Bn(t))T,t > 0 se conoce como Movimien-
to Browniano m-dimensional y es definido sobre un espacio de probabilidad completo
(Q,F,p) adaptado a la filtracion {F;}i>o.

En general Z"([a, b]; R™) denota la familia de todos los procesos f = {f(t)}a<t<» que son
{3+ }-adaptados medibles, de valores en R" tales que f: |f (&) Pdt < 0.

Definicion  2.2.8. Un proceso de It6 n-dimensional es un  proceso
z(t) = (x1(t),22(t),...,2,(t))";t > 0 adaptado, continuo y con valores en R" de
la forma .

0
donde f = (f1, fo,..., fu)' € LY R R y g = (9ij)nxm € Z*(Ry; R™™). Se dice que

x(t) tiene diferencial estocdstica dx(t);t > 0 dada por dz(t) = f(t)dt + g(t)dB; donde
B(t) es un Movimiento Browniano m-dimensional.

2(t) = 2(0) + /D F(s)ds + / o(s)dB(s),

Teorema 2.2.7 (Férmula de It6 Multidimensional). Sea z(t) en proceso de It6 n-
dimensional con t > 0 con diferencial estocdstico dado por dx(t) = f(t)dt + g(t)dB(t),
donde f € LY (R ;R") y g € L*(Ry; R™™). Considere V€ C*'(R™ x Ry;R) entonces
V(z(t),t) define un nuevo proceso de Ité con diferencial estocdstica dada por

AV (1), 1) = |Vi(o(t),0) + Va(e(t), 0 (1) + 5 traza (g ()Vaulr(r), Dg(1)) | dt
T Vale(t), )g(t)dB(?) (2.2)

En la ecuacion 2.2 se introduce la tabla de multiplicaciéon formal:

dt-dt =0; dB;-dt =0; dB;-dB; =dt; dB;-dB; =0 sii# j.
Las integrales estocdasticas también tienen una version de integraciéon por partes analoga
a la integracién por partes del célculo ordinario. Se vera a continuacion esta version:

Teorema 2.2.8 (Férmula de Integracion por partes). Sea {z(t)}i>0 un proceso de Ité
Unidimensional con diferencial estocastico

dz(t) = f(t)dt + g(t)dB,

donde f € LY (R;R) y g € LRy ;R™™). Sea {y(t)}iso un proceso adaptado continuo
de valor real con varitacion finita. Entonces,

dlz(t)y(t)] = y(t)dx(t) + x(t)dy(t),

en otras palabras, x(t)y(t) — z(0)y(0) = fgy(s)[f(s)ds + g(s)dBy] + fotx(s)dy(s), donde
esta ultima integral se conoce como la integral de Lebesque-Stieltjes.



Capitulo 3

Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

Las Ecuaciones Diferenciales Estocasticas (E.D.E) tienen multiples aplicaciones en
Matematicas, Fisica, Demografia y Finanzas. Estas tienen un tratamiento similar a las
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias en el momento de hallar soluciones explicitas.

En este capitulo se presentaran algunos conceptos basicos y los teoremas de existencia y
unicidad. También se haré la descripcién de algunos métodos de solucién, se daran algunas
soluciones explicitas para Ecuaciones Diferenciales Estocasticas Lineales y se presentaran
los métodos de aproximacion numérica de Euler y Milstein.

Sea (€2, F,p) un espacio de probabilidad completo con una filtracién §; > 0.

Sea B(t) = (Bi(t), Ba(t), ..., Bn(t))T,t > 0 un Movimiento Browniano m-dimensional
definido sobre este espacio.

Tome 0 <ty < T < 0.

Sea o una variable aleatoria de valores en R™ §,-medible tal que E|zo|* < oo.

Sea f:R? x [ty,T] = R"y g : R" x [tg, T] — R™ ™ ambas Borel-medibles.

Considere la Ecuacion Diferencial Estocastica n-dimensional del tipo

dz(t) = f(a(t), )dt + g(x(t), )dtB(t); to <t <T (3.1)

Con valor inicial z(ty) = . Por definicién de diferencial estocastica, esta ecuacién es
equivalente a la ecuacion integral estocastica dada por:

z(t) = xo +/t f(z(s),s)ds —l—/ g(x(s),s)dB(s); to <t <T (3.2)

to

Definicién 3.0.9. Un proceso estocéstico {z(t)}y,<i<r con valores en R" se conoce como
solucién de la ecuacién (3.1) si tiene las siguientes propiedades:

1) {x(7)} es continua y §; adaptada

15
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) {f(z(t). 1)} € L([to, THR") v {g(2(t),1)} € L2([to, TJ; R™™)

1) La ecuacion (3.2) se cumple para todo t € [tg, T], con probabilidad 1.

Una solucion {z(t)} se dice es unica si cualquier otra solucién {Z(t)} es idéntica a
{z(t)}, es decir:
Plz(t)=z(t)} =1; t € [to,T]

La soluciéon de la ecuacién (3.1) puede denotarse por x(t;tg, o). Ademds de la ecuacién
(3.2) es claro que para toda S € [to, T,

t

x(t) = z(95) +/S f(oc(r),r)clr%—[9 g(x(r),r)dB(r); S< t<T

Pero esta tltima ecuacién es una Ecuacién Diferencial Estocéstica sobre [S,T] con valor
inicial z(S) = x(S; to, o), cuya solucién puede escribirse como x(t; S, z(S; to, zo)). De este
modo puede observarse que la solucién de la ecuacién (3.1) satisface la propiedad

x(t;to, wo) = x(t; S, z(S; to, x0)); to < S <t <T

3.1. Existencia y Unicidad de las Soluciones

Teorema 3.1.1. Suponga que existen dos constantes positivas K y K tales que:

1. Condicion de Lipschitz: Para toda x,y € R™ y t € [to, T
[ t) = fly. O VIgla,t) = gly. O < K |z —y|’
2. Condicion Lineal de Crecimiento: Para toda (z,t) € R™ X [to, T
(@, )"V Ig(a, O < K(1+|a]*)

Entonces existe una unica solucion z(t) a la ecuacion (3.1) y la solucion pertenece a
%2([250, T}, Rn)

Teorema 3.1.2. Suponga que la condicion de crecimiento lineal se cumple, pero la condi-
cion de Lipschitz se reemplaza por la siguiente Condicion de Lipschitz Local:

Para cada entero n > 1 | existe una constante positiva K, tal que para toda t € [to,T] y
toda x,y € R™ con |z| V |y| < n,

f(x,t) = F, )V [g(z,t) — g(y. t)]* < Ky |z — y/?

Entonces existe una solucion tinica x(t) a la ecuacion (3.1) en A *([to, T]; R").
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Teorema 3.1.3. Suponga que la condicion de Lipschitz local se cumple, pero la condicion
de crecimiento lineal se reemplaza por la siguiente Condicion Mondtona:
FEziste una constante positiva K tal que para toda (x,y) € R™ X [to, T

1
o f ) + 5 gz, )" < K(1+|af?)
Entonces existe una tnica solucién z(t) a la ecuacion (3.1) en 4 *([ty, T); R"™)

La condicién local de Lipschitz garantiza que la solucién existe en [tg, Too], donde
Too = lim 7,. Pero la condicién monodtona en lugar de la condicién de crecimiento

n—oo

lineal, garantiza que 7., = T, es decir, que la solucién existe sobre el intervalo [to, T)].
Considere la E.D.E dada por
dx(t) = f(x(t), t)dt + g(z(t),t)dB(t) (3.3)

con valor inicial z(7Ty) = xg. Si las suposiciones de existencia y unicidad se cumplen para
cada subintervalo finito [to, T de [to, 00), entonces la ecuacién (3.3) tiene una solucién
unica x(t) sobre el intervalo completo [t, 0o]. Esta solucién, se llama Solucién Global.

Teorema 3.1.4. Suponga que para cada niumero real T > to y para cada entero n > 1,
existe una constante positiva Kr,, tal que para toda t € [to,T] y toda x,y € R"™ con
2| V [y| < n, se tiene | f(x,t) = f(y,0)]* V |g(x,t) = g(y, )" < K|z —y[*

Suponga ademas que para toda T > ty, existe una constante K positiva tal que para toda
(x,t) € R™ X [to, T,

2 f(a 1)+ 5o D < Kr(L+ Jaf?)

Entonces existe una unica solucion global x(t) de la ecuacion (3.3) y la solucidn pertenece

a M*([ty, 0o]; R™).

3.2. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas Lineales

En general, las Ecuaciones Diferenciales Estocasticas No Lineales no tienen solucién ex-
plicita y en la practica, pueden utilizarse soluciones aproximadas. Sin embargo, es posible
encontrar soluciones explicitas para las ecuaciones lineales.

En esta seccidn, se obtendra la solucién explicita de la Ecuacién Diferencial Estocastica
General n-dimensional

de(t) = (F(D)x(t))dt + Y (Gr(t)a(t) + gu(t))dBy(t) (3.4)

sobre [ty,T], donde F'(-), Gi(+) son funciones de valor matricial de orden n x n, f(-), gx(-)
son funciones de valores en R" y B(t) = (By(t), Ba(t), ..., Bn(t))T es un Movimiento
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Browniano m-dimensional.

La ecuacién lineal se dice es homogénea si f(t) = g(t) = ... = 0; se dice que es lineal en
el sentido estrecho si G1(t) = Go(t) = ... = 0y se dice que es auténoma si los coeficientes
F. f, Gy, gr son todos independientes de t.

También se asumird que F, f, Gy, g son todos Borel-medibles y acotados sobre [tg, T]. De
este modo, por el Teorema de existencia y unicidad, la ecuacién (3.4) tiene una tnica solu-
cién continua en .#>([ty, T]; R") para cada valor inicial x(ty) = x, el cual es F;,- medible
y pertenece a Z?(2; R™).

3.2.1. Foérmula Estocastica de Liouville

Considere la Ecuacion Diferencial Estocastica Lineal Homogénea

dz(t) = (F( dt+ZGk (t)dBy,(t); t € [to, T (3.5)

Segiin lo asumido F(t) = (Fi;(t))nxn, Gk = (G;(t))nxn son todas Borel-medibles y
2

acotadas. Para cada 7 = 1,2,...,n, tiene e; como un vector columna unitario en la
. ., . _ T
direccién de x;, es decir, e; = (0,0,...,1,0,...,0)".
———

J
Sea @;(t) = (P1;(t), Pa;(t),...,Pn;(t))" la solucién de la ecuacién (3.5) con valor inicial
z(ty) = e;. Defina la matriz de dimensién n x n
O(t) = (P1(2), Pa(t), -, Pu(t)) = (Pij(t) Jnxcn

®(t) se conoce como matriz fundamental de la ecuacién (3.5). Observe que ®(¢y) es la
matriz identidad de orden n X n y

dd(t) = t)dt + Z G (t)D(t)d By (t) (3.6)

La ecuacion (3.6) también puede expresarse de la siguiente forma:
Para:1 <1, 5 <mn,

Zﬂl ()P, (t) dt+ZZG (t)®y;(t)dBy(t) (3.7)

k=1 =1

El siguiente teorema muestra que cualquier solucién de la ecuacién (3.1) puede ser ex-
presada en términos de ®(t) y esta es la razén por la cual ®(t) se conoce como matriz
fundamental.
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Teorema 3.2.1. Dada la condicion inicial x(ty) = xo, la dnica solucion para la ecuacion
(3.1) estd dada por x(t) = ®(t)x

Definicién 3.2.1. Se denota por W (t) al determinante de la matriz fundamental, ®(¢),
es decir, W(t) = det(®(t))

W (t) se conoce como el determinante Wroskiano Estocastico, donde W (t) = 1

Teorema 3.2.2 (Férmula de Liouville Estocéstica). El determinante Wroskiano Es-
tocdstico W (t) estd dado por la expresion

W (t) = exp [(/t tr(F(s)) — %Ztr(Gds))GZ(s)) ds + Z/t tr(G(s))dBy(s)

(3.8)
Lema 3.2.3. Sean a(-) y by (+) funciones acotadas Borel-medibles de valor real sobre [t,, T,
luego
t 1 m m t
) =wesp | [ (a<s> -3 Zbi(s)) ds+) [ B 69
to k=1 k=110
es la unica solucion de la Ecuacion Diferencial Estocdstica Lineal FEscalar
dy(t) = t)dt + Zbk (t)dBy(t); t € [to, T] (3.10)

con valor inicial y(to) = yo.
La Formula de Liouville Estocéstica (3.8), implica directamente que W (t) > 0, es decir,

para toda t € [ty,T], la cual a su vez implica que ®(¢) es invertible como se establece en
el siguiente teorema.

Teorema 3.2.4. Para toda t € [ty,T], la matriz fundamental ®(t)es invertible con prob-
abilidad 1. La matiz ®71(t) se llama la inversa de la matriz ®(t).

3.2.2. Formula de Variacion de las Constantes

Counsidere de nuevo la Ecuacion Diferencial Estocdstica Lineal General n-dimensional
dx(t) = (F(t)x(t) + f(t))dt + Z(Gk(t)x(t) + g1 (t)dBy(t)) (3.11)
donde t € [ty, T] con valor inicial x(tg) = xo. La ecuacién

dz(t) = (F(t)z(t))dt + Z (Gr(t)x(t) + gr(t))dBy(t) (3.12)
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se llama Ecuacién Homogénea correspondiente del primer sistema (3.11). En esta seccién
se establecera una formula muy 1til, que se conoce como Férmula de Variacién de las
Constantes, la cual representa la tinica solucién para la ecuacién (3.11) en términos de
la matriz fundamental para la correspondiente ecuacién homogénea (3.12).

Teorema 3.2.5. La tunica solucion para la ecuacion (3.11) puede ser expresada como

z(t) = O(t) (xo—l—/ d(t) [f( ) — ZG S)gk(s ds—l—Z/ (s)dBy(s ))

to
donde ®(t) es la matriz fundamental de la ecuacion homogénea correspondiente.

A continuacién se presentaran 3 tipos diferentes de Ecuaciones Diferenciales Estocasticas
en las que la matriz fundamental ®(¢) es de gran importancia para hallar la solucién
explicita de cada ecuacién bajo la condicién inicial x(ty) = x¢ sobre el intervalo [to, T)].

3.2.3. Ecuaciones Lineales Escalares

Considere la Ecuacion Diferencial Estocastica Lineal Escalar General dada por
dz(t) = (a(t)z(t) dt+z (b (t)(t) + be(t))d By () (3.13)

sobre [to, T] con valor inicial z(ty) = zo. En este caso zp € ZL*(Q;R) es Fy,-medible,
y a(t),a(t),by(t), bx(t) son funciones escalares acotadas Borel-medibles sobre [ty,T]. La
ecuacion lineal homogénea correspondiente esta dada por

dz(t) = dt+2bk (t)dBy(t) (3.14)

Por el lema 3.2.3, la solucién fundamental para la ecuacién (3.14) estd dada por

m

O(t) = exp [/t (a(s) — %Zbi(s)) ds + Z/t bi(s)dBg(s) |-

k=1

Ahora, aplicando el teorema 3.2.5, se obtiene la solucién explicita para la ecuacién (3.13)
dada por

2(t) = (1) ( + / o~ (1) [a(s) = bi(s)bi(s)

to k=1

ds + i / t (I)‘l(t)bk(s)dBk(s)> .

k=1 “1to
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3.2.4. Ecuaciones Lineales en el Sentido Estricto

Considere la Ecuacion Diferencial Estocastica Lineal n-dimensional dada por

da(t) = (F(t)e(t) + f(t) dt + ) gi(t)dBy(t) (3.15)

k=1

sobre [tg,T] con valor inicial x(ty) = o, donde F, f, g son Borel-medibles y acotadas
sobre [tg, T] y x(ty) = mo es Fy,-medible y pertenece a £2(; R™).

La ecuacién lineal homogénea correspondiente es la ecuacion diferencial ordinaria

dr(t) = F(H)x(t)dt (3.16)

La solucién para la ecuacion (3.15) tiene la forma

x(t) = O(t) (xo +/ O (s)f(s)ds + Z/ <I>_1(s)gk(s)dBk(s)> (3.17)

to k—1 Yo

donde ®(t) es la matriz fundamental para la ecuacién (3.16).

En particular, cuando F'(t) es independiente de ¢, es decir, F(t) = F es una matriz
constante de dimension n X n, la matriz fundamental ®(¢) tiene la forma simple ®(t) =
ef'(t=10) y su matriz inversa @1 (t) = e F(=%) 1a ecuacién (3.15) tiene la solucién explicita
dada por

m

x(t) = el (t=to) (:130 + /t e*F(t’tO)f(s)ds + Z /t eF(ttO)gk(s)dBk(s)>

to k—1 Y to

3.2.5. Ecuaciones Lineales Autonomas

Considere la Ecuacion Diferencial Estocastica Lineal n-dimensional dada por
dr(t) = (F - x(t) + f)dt + Y (Gy - 2(t) + g)dBi(s) (3.18)
k=1

sobre [tg, T] con la condicién inicial x(ty) = xg, donde F, Gy € R™"™ y f, gr € R™.
La ecuacién homogénea correspondiente esta dada por

dz(t) = Fa(t)dt + i G (£)dBy(t) (3.19)

k=1

En general, la matriz fundamental ®(¢) no es dada en forma explicita. Sin embargo, si las
matrices I, Gy, Gy, ..., Gy, conmutan, es decir, si FGy = GipF, GG = G;G), para toda
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k > 1,7 < m, entonces las matriz fundamental para la ecuacién (3.19) tiene la forma
explicita

®(t) = exp

<F — = Z GQ) (t —to) + f: G1(Bx(t) — Bi(to))

k=1

de este modo la Ecuacién Lineal Auténoma (3.18) tiene solucion explicita dada por
t
xo-i‘(/ ) (f ZGkgk> +Z(/ (s)dBx(s )) gk]
to

3.3. Aproximaciones Numéricas para EDE

() = (1)

Muchas Ecuaciones Diferenciales Estocasticas no pueden resolverse explicitamente, por
esto es conveniente disponer de métodos numéricos que permitan la simulacién de solu-
ciones. En esta seccion se presentaran los métodos de aproximacién de Euler y Milstein
con los coeficientes de error que determinan la medida de la calidad en la aproximacion,
basados en la diferencia entre los momentos de primer orden y en la diferencia entre la
solucion y su aproximacion, y ademas se dara un ejemplo de cada método de aproximacion
para el caso unidimensional.

3.3.1. Meétodo de Aproximacion de Euler

El método de aproximacién de Euler4 para Ecuaciones Diferenciales Estocasticas es similar
al método de Euler para resolver Ecuaciones Diferenciales ordinarias, y estd basado en la
discretizacion de dos integrales y su respectiva aproximacion dada por la evaluacién del
integrando en el punto inferior de cada subintervalo [t;,t;11] sobre [0, T.

Considere la Ecuacion Diferencial Estocastica dada por
sobre [0, T con la condicién inicial X (0) = Xy, donde f y ¢ son dos funciones escalares.

La ecuacién (3.20) puede expresarse en forma integral como
t t
X=X+ [ f00)ds+ [ g(XdBs 0<t<T
0 0

Tome la subdivisién 7,, del intervalo [0,7] dada por 7, : 0 =1ty <t; < ... <tp1 <t, =
T.

Luego, la solucién X; de la ecuacién diferencial serd aproximada en cada punto t; de la
particion por

ti t;
Xy, =Xy, + / f(Xs)ds —|—/ 9(Xs)dBs; 1=1,2,...,n. (3.21)
ti—1 ti—1
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La aproximacién de Euler se basa en la discretizacién de esta ultima ecuacion, por medio
de las siguientes aproximaciones:

ftl 1 dS ~ f(Xti—1>Ati

ftl 9 s)dBs ~ g(X,, | )AB;,

donde Atl = tz — ti,1 y ABl = Bti — Btz‘71'
Si se denota por Xt(in) a la solucion aproximada de la ecuacion diferencial, la aproximacién
de Euler para X, estd dada por:

Xt(in) tz l—l-f( t, I)At + g(X t@ 1)AB con i=1,2,...,n.

El esquema general para el método de Euler esta dado por
X(()n) = Xo
X = X"+ FOGT) A+ g(X)AB,,
X = X0 fG) AL+ g (X AB,

X = x4 p(x ynt+ g(XM VAB,,.

Para analizar la calidad de las soluciones aproximadas por el método de Euler y la aprox-
imacion de Milstein, la cual sera explicada posteriormente, y teniendo en cuenta que X; y
Xt(") deberédn estar “acopladas”hasta el final del intervalo [0, T, se introduce el coeficiente
de error e, que mide la diferencia entre la solucién de la ecuacion diferencial estocastica

y la solucién aproximada dado por e, = F ‘XT — X;n) .

Una buena aproximacion de X; se llama solucion numérica fuerte. Para establecer la
medida de la calidad de las aproximaciones se introduciran los siguientes conceptos im-
portantes:

Definicién 3.3.1. Se dice que Xt(") es una solucion numérica fuerte de la Ecuacion Difer-
encial Estocastica (3.20) si e; — 0 cuando At — 0.

Definicién 3.3.2. Se dice que la solucién numérica Xt(n) converge fuertemente a X; con

orden 7 > 0 si existe una constante ¢ > 0 tal que e, < ¢cAt" para At lo suficientemente
pequeno.

El orden de convergencia fuerte mide la tasa a la cual la media del error se acerca a cero
cuando At — 0.

Otra medida de error no estd basada en la cercania de la soluciéon explicita y
la soluciéon aproximada, sino en la diferencia de los momentos de primer orden;
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ew = |Ef(Xy)—Ef (X:(Fn)) , donde f es una funcién suave, generalmente polindmi-
ca.

Definicién 3.3.3. Se dice que Xt(n) es una solucién numérica débil de la Ecuaciéon Difer-
encial Estocastica (3.20) si e,, — 0 cuando At — 0.

Definicién 3.3.4. Se dice que la solucién numérica Xt(") converge débilmente a X; con

orden r > 0 si existe una constante ¢ > 0 tal que e,, < cAt" para At lo suficientemente
pequeno.

El orden de convergencia débil mide la tasa a la cual el error de las medias se acerca a
cero cuando At — 0.

El método de Euler converge fuertemente con orden » = 0,5 y débilmente con orden r = 1.

MNimero de Puntos = 3 Marmera de Puntos =30

— -+ -Aprox. de Euler — -+ -Aprox. de Euler
35k Solucién Explicita J 35| Solucidn Explicita |

1 1 1 1 1 L 1 1
0 01 nz 03 04 05 06 07 08 09 1 0 0.1 0z 03 04 05 06 07 08 09 1

MNimero de Puntos = 150 MNimero de Puntos = 300
4 T T T T T T T T 4 T T T T T T T T T
t — -+ -Aprox. de Euler — -+ -Aprox. de Eudler
a5k Tﬁ Solucidn Explicita [ 35 Solucidn Explicita |

Figura 3.1: Aproximaciones de Euler para dX; = AX;dt + pX;dB; con A =1, u =2
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3.3.2. Meétodo de Aproximacion de Milstein

La aproximacion de Milstein introduce una correccion al método de Euler, que aumenta
el orden de convergencia fuerte a 1. La correccion surge porque la expansion tradicional
de Taylor debe ser modificada en el sentido de [t0. La idea consiste en aplicar la formula
de It6 a los integrandos f(X) v g(X;) en la ecuacion (3.21) para obtener

Xy, — Xi,, —/;1 lf(Xti_l) +/ts (ff’+192f”)dy+/ti gf’dBy} ds +

i i—1 2 li—1

t; s 1 t;
/ [Q(Xti_l)Jr/ (ff’+—92f”)dy+/ gf’dBy} ds
ti—1 li—1 2 ti—1

Al considerar la igualdad fttl J.  dBydB, = 3[(AB:,)*—At] y la aproximacién
i ft 99'dB,dB; ~ g(Xi,_,)9'(X:,_,) tt_"l [, dB,dB se obtiene el método de aproxi-

macién de Milstein dado por
n n 1 n
X = X4 PO+ g (X)) DBy + 5 9(X{2)g (X2 [(AB,) = O]

para i:1,2,...,n

El esquema general para el método de Milstein estéa dado por
X" = X,

n n n 1 n / n
Xt&)— Xg" + F(X) Dt 4 g(X§V)ABy, + 5 9(X5")g' (X" o [(ABy)* — At

n 1 n
X" = X004 FX D+ g (X ABy + 59X g (X [(ABL) - O]

n TL n 1 n
Xp = X0+ FOGT ) A+ g(XE ) AB, + 5 9(X07 g (X o [(AB,)* — At
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Mamero de Puntos =3 Mimero de Puntos = 30
4 T T T T T T T T T 4 T T T T T T T T T
— -+ -Aprox. de Milstein — -+ -Aprox. de Milstein
ash Solucidn Explicita || 35 Solucidn Explicita

1 1 1 1
03 04 0s 0B

Mimero de Puntos =150

1 Il 1 1
03 04 0s 0B
Mirmero de Puntos = 300

07 08

— -+ -Aprox. de Milstein

Solucian Explicita

— -+ -Aprox. de Milstein

Solucidn Explicita

Figura 3.2: Aproximaciones de Milstein para dX; = AX;dt + uX;dB, con A = 1, u = 2

3.4. Ecuaciones Diferenciales Parciales

En esta seccion se explorara la conexion intima que existe entre las ecuaciones diferenciales
estocasticas y ciertas ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas. También se presen-
tard la formula de representacion estocastica de Feynman-Kac, que serd de gran utilidad
mas adelante cuando se estudie el modelo de Black-Scholes. Por tltimo se hard una breve

descripcion de las ecuaciones Backward y Forward de Kolmogorov, y de la ecuacién de
Fokker-Planck.

Definicién 3.4.1. Considere la Ecuacion Diferencial Estocdstica n-dimensional
dXt = ILL(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th

El operador diferencial parcial A, conocido como operador infinitesimal para X, es definido
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para cualquier funcién h(z); h € C? por

T) = Zui(t

donde C(t,z) = o(t,x)o’'(t, x)

i (5 (595]

Zj_

Este operador también se conoce como operador de Dynkin, operador de 1to, o el operador
backward de Kolmogorov. En términos del generador infinitesimal, la férmula De Ito
adquiere la forma

df(t, X,) = {‘;—J; + Af} dt + [V, f] odW,

donde el gradiente V, estd definido para h € C*(R") como

c

Vxh:{éh oh 5h].

oa1’ 6wy Oy

3.4.1. El Problema de Cauchy

Dadas tres funciones escalares pu(t, z),o(t,x) y ®(z), la tarea es encontrar una funcién F’
que satisfaga el siguiente problema de valor frontera sobre [0,7] x R

2
O oyt 2L+ Lo ) 2E (3.22)

ot Jx 2
F(T,z) = ®(x) (3.23)

En lugar de atacar este problema usando solamente herramientas analiticas, se constru-
ird una formula de representacion estocastica, la cual dara la solucién a esta ecuacion en
términos de una EDE que estd asociada en forma natural a (3.22) y (3.23). De este modo
se hara la suposicion que existe una solucién F' para estas dos ecuaciones.

Témese un punto fijo ¢ en el tiempo y un punto fijo x en el espacio. Defina el proceso
estocastico X; sobre el intervalo de tiempo [¢,T] como la solucién a la EDE

dX; = u(s, Xs)dt + o(s, Xs)dWs,
Xt =,

el generador infinitesimal A para este operador estda dado por
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el cual es exactamente el operador que aparece en la ecuacién diferencial parcial (3.22).
Asi se puede escribir el problema del valor de frontera

OF o)+ AP(t,2) = 0 (3.24)

ot
F(T,x) = ®(x).

Aplicando la férmula de It6 al proceso F' (s, X (s)) resulta

TToF g OF
F(T,XT) :F<t,Xt>+/ E(S,XS)‘FAF(S,XS) dS+/ O'(S,XS)%(S,XS)dWS.
t t

Al suponer que F realmente satisface la ecuacion (3.24), la primera integral se desvanecera.
Si ademés el proceso (s, X,)%E(s, X;) es suficientemente integrable y se toman valores
esperados, la integral estocastica también se desvanecera.

El valor inicial X; = z y la condicién de frontera F(T,z) = ®(z) finalmente permiten
escribir la formula

F(t,z) = By, [2(X7)],

donde se tiene indexado el operador esperanza, para enfatizar el valor esperado es tomado
del valor inicial dado X; = x. Asi, se ha probado el siguiente resultado, el cual se conoce
como la formula de representacion estocdstica de Feynman-Kac.

Proposicién 3.4.1 (Feynman-Kac I). Suponga que F es una solucion del problema del
valor de frontera

oF or 1 , O*F
E(tax) + M(t@)% t50 (tax)w(tw) =0
F(T,z) = ®(x)
Ademds, suponga que el proceso
oF
O'(S, Xs)%(saXs)

estd en L?, donde X satisface la EDE

dXs = p(s, Xs)dt + o(s, Xg)dWj
X, = a. (3.25)

Entonces F tiene una representacion

F(t,z) = o [P(X)].
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Es claro que se necesita la suposicion de integrabilidad U(S,Xs)g—i(S,Xs) € L? para
garantizar que el valor esperado de la integral estocéstica sea igual a cero. Un problema
de valor frontera del tipo anterior, también llamado problema parabdlico, tendra infinitas
soluciones (ver John 1982). Sin embargo, la proposicién anterior sélo proporcionard la
solucion “exacta’”.

Se puede considerar también el problema del valor de frontera

8—F(t, x) + p(t, x)a—F(t, r) + o’ (t, x)aQF(t, x)+rF(t,x)=0

ot Ox ox?
F(T,z) = ®(x),
donde r es un numero real dado. Las ecuaciones de este tipo aparecen de nuevo en el
estudio de los problemas de precios para derivados financieros. Inspirados por la técnica
de EDO de factores integrantes, se multiplicara la ecuaciéon completa por el factor €™, y

si se considera el proceso Z(s) = €™ F(s, X (s)), donde X es definida como en (3.25), se
obtiene el siguiente resultado

Proposicién 3.4.2 (Feynman-Kac II). Suponga que F' es una solucion del problema del
valor de frontera

a—F(t, z) + p(t, x) aF(t z) + 10—2(75 x)az—F(t, z)+rF(t,x) =0

ot ox 27 V7 Oa?
F(T,z) = ®(x).

Suponga ademds que el proceso o (s, Xs)%—i(s, X,) € L% donde X es definida mds adelante.
Entonces I' tiene la representacion

F(t,z) = " TVE, , [(X,)],
donde X satisface la EDE
dXs = p(s, Xs)dt + o(s, Xs)dW's,
Xt = X.

Ejemplo. Resuelva la EDP (Ecuacién Diferencial Parcial)

OF 1, PP
E(tﬂﬁ) +t350 (t, x)w(t z) =0,

F(T,r) = 2,

donde o es una constante.
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Solucién:
Por proposicion de Feynman-Kac I se tiene que

F(t,z) = Ey, [Xr_zp] , donde dX, = 0ds + ocdW,; X, = x.

Esta ecuacién puede ser facilmente resuelta, por lo tanto X; = = + o[Wp — Wy]; asi Xr
tiene distribucion N [x, ov1 — t]. En consecuencia se tiene la solucion

F(t,z) = E [ X7] = var [Xr] + (E (X7))? = o*(T —t) + 22

Hasta el momento solo se ha tratado el caso escalar, pero con los mismos argumentos
anteriores se dard el siguiente resultado.

Proposicién 3.4.3. Suponga que se tienen las siguientes condiciones:

Una funcion (vector columna evaluado) p: Ry x R™ — R™.

Una funcion C : Ry xR"™ — M (n,d), la cual puede ser escrita en la forma C(t,x) =
o(t,x)o(t, x), para alguna funcion o : Ry x R™ — M(n,d).

Una funcion de valores reales ® : R™ — R.

» Un nuamero real r.

Suponga que F': Ry x R" — R" es una solucion al problema del valor de frontera
OF g OF 1 O*F
G x)—l—; m(t,@a—%(t, )+ > Cij(t,x)m(t, z)—rF(t,z) =0, F(T,z) = ®(x).

ij=1

Suponga ademds que el proceso

estd en L2, donde X satisface la EDE

dX, = (s, X,)dt + o(s, X,)dW,, (3.26)
Xt =X.

Entonces I tiene la representacion

F(t,x) = e "TVE, , [®(X7)]. (3.27)
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Proposicion 3.4.4. Considere un proceso vector X dado con generador A, y una funcion
F(t,x). Entonces, excepto a de integrabilidad, se cumple lo siguiente:

» El proceso F(t,X;) es una martingala relativa a la filtracion % si y sélo si F

satisface la EDP

OF
il F—
T +A 0.

» Para cada (t,x) y T > t, se tiene que F(t,z) = E;, [F(T, Xr)].

3.4.2. Las Ecuaciones de Kolmogorov

Se usaran algunos de los resultados anteriores para obtener resultados clasicos con-
cernientes a las probabilidades de transicion para la solucién de algunas Ecuaciones Difer-
enciales Estocésticas.

Suponga que X es una solucién de la ecuacion

dXt = ILL(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th (328)
con generador infinitesimal A dado por
0 f
(Af)(s,9) Zuzsy Z%syaa(sy)
i,j=1

donde usualmente C(t,z) = o(t, z)o*(t, x).

Considere ahora el problema del valor de frontera

(? ; Au) (s,9) =0, (s,y) € (0,T) x R",
U(Ta y) = ]B(y)a (RS R"™

donde Ip es la funcién indicadora para el conjunto B. Por la proposiciéon 3.4.3, inmedi-
atamente se tiene

u(s,y) = Esy [l (X7)] = P (X1 € B|X, =),

donde X es una solucién de la EDE (3.28). Este argumento también puede ser utilizado
para probar el siguiente resultado.

Proposicién 3.4.5 (Ecuacién Backward de Kolmogorov I). Sea X wuna solu-
cion de la EDE (3.28). Entonces las probabilidades de transicion P(s,y,t,B) =
P (X; € B|X(s) =y) son dadas como la solucion a la ecuacion

P
(5 +AP) (5001, 3) =0, () € (0.) x B,

P(s,y,t,B) = Ig(y).
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Usando bésicamente el mismo razonamiento se puede probar el resultado correspondiente
a las densidades de transicion.

Proposicién 3.4.6 (Ecuacién Backward de Kolmogorov II). Sea X wuna solucion de la
ecuacion (3.28). Suponga que la medida P(s,y,t,dx) tiene una densidad p(s,y,t, z)dz,
entonces

(52 40) (st B) =0, (5 € (0.0 xR,

P(s,y,t,z) — d,, conforme s — t.

La razén por la cual estas ecuaciones son llamadas ecuaciones Backward (regresivas), es
que el operador diferencial esta trabajando sobre las “variables regresivas” (s,y).

Ahora se obtendrd una ecuacién forward (progresiva) correspondiente, donde la accién
del operador diferencial estd sobre las “variables progresivas” (t,z). Por simplicidad solo
se considerara el caso escalar.

Suponga que X tiene una densidad de transicion. Tome dos puntos fijos en el tiempo s y T’
con s < T'. Considere una funcion de prueba arbitraria, es decir, una funcién diferenciable
infinita h(t,x) con soporte compacto en el conjunto (s,7) x R. De la férmula de 1t6 se
tiene

T 70n T on
WT, Xr) = h(s, Xs) + a7 Ah | (t, X,)dt + %(t, X,)dW,.

Aplicando el operador esperado Ej,[-], y usando el hecho que por el soporte compacto
h(T,z) = h(s,z) = 0, se obtiene que

00 T 8h
/ / p(s,y,t,2) (E + A) h(t, z)dzdt = 0.

Integrando parcialmente con respecto a t y con respecto a x (para A) resulta

00 T ah .
h(t, ) 5 + A" | p(s,y,t, x)dzdt =0,

donde el operador adjunto A* es definido por

2

() (1) =~ (1, 2)(2)] 4 5 o [0 ) (1))

Puesto que esta ecuacién se cumple para una funcion de prueba arbitraria, se tiene ya
probada la siguiente proposicion.
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Proposicién 3.4.7 (Ecuacién Forward de Kolmogorov). Suponga que la solucion X de
la ecuacion (3.28) tiene una densidad de transicion p(s,y,t,x). Entonces p satisfard la
ecuacion forward de Kolmogorov

0
&p(‘s?y’t? x) = ‘A*p(87y’t7 x)’ (t’x) E (07T) X R7

p(s,y,t,x) — 6, conformet— s.

Esta ecuacion es también conocida como la ecuaciéon de Fokker-Planck. La version multi-
dimensional se obtiene facilmente como

0
ap(87 Y, t? 'T) = A*p<87 Y, t7 x)a

donde el operador adjunto A* esta definido por
W) () = =3 At () + 5 30 =0 Gyt ).
’ — Ou; ’ ’ — 0x;0x; I ’

Se terminara esta seccion con un ejemplo sencillo donde se utiliza la ecuacién de Fokker-
Planck.

Ejemplo. Considere un proceso de Wiener Estandar con coeficiente de difusién constante
o, es decir, la EDE
dXt = O'th

La ecuacién de Fokker-Planck para este proceso esta dada por

0*p
5 (

0 s,y tia) = t, )
—p(s T)=-==(s T
atp 7y77 28 7y77 Y

Xz

Es facil ver que la solucion esta dada por la densidad Gaussiana

p(s,y,t,x) = ;eXp {—EM} :

o/ 27 (t — s) 202%(t —s)



34

CAPITULO 3. ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS



Capitulo 4

Dinamica de Portafolios:
una aplicacién financiera

En este capitulo se hara una descripcién de un mercado financiero, el cual estd conformado
por diferentes activos. Se supondra conocida la dinamica del precio de los activos con el
objetivo principal de obtener la dindmica de un portafolio, que se conoce como portafolio
autofinanciable. En tiempo continuo esta descripciéon resulta ser un poco delicada, por
esta razon se comenzara el estudio del modelo en tiempo discreto, y, tomando la longitud
del paso del tiempo tendiente a cero, se obtendra el analogo en continuo.

4.1. Portafolios

Considere un mercado financiero donde el tiempo es dividido en periodos de longitud ¢
y donde la negociacién solamente toma lugar sobre puntos en el tiempo discreto nAt,
n=0,1,..., y considere ademas un periodo fijo [t,t + At). Este periodo donde t = nAt
para algin n, sera desde ahora referido como periodo t.

En adelante se harda la suposicion adicional de que todos los activos son acciones, pero
solamente por conveniencia lingiiistica.

A continuacién se definiran algunos de los conceptos relevantes para la dindamica de
portafolios:

= N: El nimero de diferentes tipos de activos.

hi(t): Ntimero de partes del tipo i que permanecen durante el periodo [t,t + At).

h(t): El portafolio hy(t),..., hy(t) que se mantiene durante el periodo ¢.

¢(t): La cantidad de dinero gastado en el consumo por unidad de tiempo durante el
periodo [t,t + At).

35
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= S;(t): El precio de una parte del tipo i durante el periodo de tiempo [¢,t + At).

» V(t): El valor del portafolio h en el tiempo t.
La informacién y las decisiones en el modelo son estructuradas como sigue:

= En el tiempo ¢, es decir, al empezar el periodo, se tendra un portafolio “viejo”
h(t — At) = {h;(t — At) :i=1,..., N} del periodo previo t — At.

» En el tiempo ¢ se puede observar el vector de precios S(t) = (S1(t),...,Sn(t)).

» En el tiempo ¢, después de tener observado S(t) , se elige un nuevo portafolio h(t)
, para ser observado durante el periodo ¢. Al mismo tiempo se elige también la tasa
de consumo ¢(t) para el periodo t. Ambos, h(t) y ¢(t), se asumen como constantes
en todo el periodo t.

Hasta el momento, sélo se han considerado activos que no pagan dividendos. En el caso en
que los activos pagan dividendos las consideraciones son un poco mas delicada, aunque se
hara una descripcion breve. En esta seccién se consideraran unicamente los portafolios de
consumo autofinanciables pares (h, ¢), es decir, portafolios con infusién o retiro no exégena
del dinero (aparte del término c). En otras palabras, la compra de un nuevo portafolio,
asi como todo el consumo, deberan ser financiadas solamente por la venta de los activos
actuales del portafolio.

Suponga que se cuenta con un capital actual V(t), es decir, el capital al comenzar el

periodo t es igual al valor del portafolio anterior h(t — At). Asi se obtiene
N
V() =) hi(t — At)S;(t) = h(t — At)S(t) (4.1)
i=1

La ecuacion anterior simplemente establece que al principio del periodo t, el capital es
igual al que se obtendria si se vendiera el portafolio “viejo” a precio de hoy. Se pueden
usar los ingresos de esta venta para reinvertirlos en un nuevo portafolio h(t). El costo del
nuevo portafolio h(t), el cual tiene que ser comparado con precios de hoy, estd dado por

donde el costo para la tasa de consumo ¢(t) es dada por ¢(t)At . La ecuacién de presupuesto
para el periodo resulta ser

h(t + AHS(t) = h()S(t) + c(t) At (4.2)
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Se observa que la ecuacién (4.2) puede expresarse como

S(AL(t) + c(t)At = 0 donde AR(t) = h(t) — h(t — At) (4.3)

Para obtener diferenciales de Ito se tiene que reformular la ecuacién (4.3). Esto se hace
sumando y restando el término S(t — At)Ah(t) al lado izquierdo de la ecuacién de pre-
supuesto para obtener:

S(t — AHAR(E) + ASE)AR(E) + c(t)At = 0 (4.4)

Ahora, se puede tomar At — 0 en la ecuacién (4.4), de lo que resulta

S(t)dh(t) + dh(t)dS(t) + c(t)dt = 0 (4.5)

Si se toma At — 0 en la ecuacién (4.1) se obtiene

V(t) = h(t)S(2). (4.6)

Al aplicar la férmula de 1td sobre la ecuacién (4.6) se sigue que

dV (t) = h(t)dS(t) + S(t)dh(t) + dS(t)dh(t) (4.7)

Resumiendo, la ecuacién (4.7) es la ecuacién general para la dindmica de un portafolio
arbitrario, y la ecuacién (4.5) es la ecuacién de presupuesto que se mantiene para todos los
portafolios autofinanciables. Sustituyendo (4.5) en (4.7) se obtiene la expresién deseada,
que se conoce como dindmica de un portafolio autofinanciable.

dV (t) = h(t)dS(t) — e(t)dt (4.8)

En particular, si un portafolio no tiene tasa de consumo alguna, dicho portafolio tiene la
siguiente V-dindmica.

AV (t) = h(t)dS(t)dt (4.9)

A continuacién se dard una definicién més formal a los elementos centrales dados anteri-
ormente.

Definicién 4.1.1. Considere el proceso de precios N-dimensional {S(t) : ¢ > 0}.

1) Un portafolio estratégico o simplemente un portafolio, es cualquier proceso F-
adaptado N-dimensional {h(t) : t > 0}.

11) El portafolio se dice es Markoviano si es de la forma h(t) = h(t, S(t)) para alguna
funcién h: Ry x RY — RV,
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111) El proceso valor V" correspondiente al portafolio h estd dado por
N
Vi) = hi(t)Si(t).
i=1

1v) Un proceso de consumo es cualquier proceso §-adaptado unidimensional {c(t) : ¢ >
0}.

v) Un portafolio de consumo par (h,c) se dice autofinanciable, si el proceso val-
or V% satisface la condicién dV'(t) = %hi(t)d&(t) — c(t)dt es decir, si
AVh(E) = h()dS(t)dt — c(t)dt. -

En general, el portafolio h(t) depende de las trayectorias de precio pasadas {S(u) : u < t}.
En lo que sigue se estudiara casi exclusivamente portafolios Markovianos, es decir, aquellos
portafolios para los cuales el valor sobre el tiempo ¢ depende sélo de la fecha actual, y los
valores actuales del vector de precios S(t).

Para propdsitos computacionales es conveniente describir un portafolio en términos rela-
tivos en lugar de en términos absolutos, como se hizo anteriormente. En otras palabras,
en lugar de especificar el nimero absoluto de partes que se mantienen de cierta accion,
se especificara la proporcion relativa del valor total del portafolio que es invertido en la
accion.

Definicién 4.1.2. Para un portafolio dado h, el correspondiente portafolio relativo u es
dado por

hiSi(t) .
w;(t) = Ok coni=1,2....N (4.10)
N
donde > w;(t) = 1.
i=1

La condicién para ser autofinanciable puede ser dada facilmente en términos del portafolio
relativo.

Lema 4.1.1. Un portafolio de consumo par (h,c) es autofinanciable si y sélo si

al ds;(t)
dV"'(t) = V(¢ ()L — c(t)dt. 4.11
(t) ();u()s,-(t) c(t) (4.11)
Lema 4.1.2. Sea ¢ un proceso de consumo, y suponga que existe un proceso escalar Z
Junto con un vector q = (q1,qz, - - .,qn) tal que
N
dS;(t)
dZ(t) = Z(t () —2 — o(t)dt 4.12
(0 =20 a0 g5 = ) (412)
N

> a(t)=1. (4.13)

i=1
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Ahora defina un portafolio h por

hi(t) = 2oL (4.14)

Entonces el proceso valor V" estd dado por V¥ = Z, el par (h,c) es autofinanciable vy el
correspondiente portafolio relativo u es dado por u = q.

Demostracién. Por definicién el proceso V" es dado por V" (t) = h(t)S(t), asf las ecua-
ciones (4.13) y (4.14) resultan ser

xﬂww::Ejhstxw::E:qxwzuj::Z@)}jqx@::zay (4.15)

i=1

Sustituyendo (4.15) en (4.14) se observa que el portafolio relativo u correspondiente a h
es dado por u = ¢. Usando este hecho, e insertando (4.15) en (4.12) se obtiene:

dVh(t) = V(t) i hi(t)dS;(t) — c(t)dt,

i=1

el cual muestra que (h,¢) es autofinanciable. m

4.1.1. Dividendos

Considere los procesos D(t), Do(t),..., donde D;(t) denota el dividendo acumulativo
pagado por el tenedor por unidad de activo ¢ durante el intervalo (0,¢]. Si D;(t) tiene la
estructura dD;(t) = 6;(t)dt, para algun proceso d;, entonces se dice que el activo i paga
un rendimiento de dividendo continuo.

El dividendo pagado por el tenedor por unidad de activo ¢ durante (s,t] estd dado por
D;(t) — D;(s) y, para el caso de un rendimiento de dividendo se tiene que

D—ﬂﬂz%%@ﬂ&

Se supone que todos los procesos dividendo tienen diferenciales estocasticas. Ahora se va
a obtener la dinamica de un portafolio autofinanciable donde el proceso valor V' esta dado
por V(t) = h(t)S(t).

La diferencia entre este caso y el caso en el que no se paga dividendos es que la ecuacion
de presupuesto (4.2) ha sido modificada. Se debe tener en cuenta el hecho de que el dinero
a disposicion en el tiempo t consiste ahora de dos términos.

» El valor del portafolio “viejo”, como en el caso anterior, esta dado por h(t—At)S(t).
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» Los dividendos ganados durante el intervalo (t — At, t] estan dados por
N

> " hi(t — At) [Di(t) — Dy(t — At)] = h(t — At)AD(2).

i=1

La nueva ecuacién de presupuesto es dada por

ha(t — At)S(t) + hi(t — AAD(E) = h(t)S(t) — c(t)At. (4.16)

Con los mismos argumentos mencionados con anterioridad, se obtiene la siguiente dindmi-
ca de portafolio autofinanciable
N N
dV(t) =Y hi(t)dSi(t) + Y hi(t)dD;(t) — c(t)dt,

i=1 i=1

Definicién 4.1.3. Este portafolio puede ser definido formalmente como sigue

1) El proceso valor V" est4 dado por
Vi) = hi(t)S(t). (4.17)

11) El proceso ganancia G estd definido por

G(t) = S(t) + D(t). (4.18)

1) El portafolio de consumo par (h, ¢) se conoce como autofinanciable si
N

dV'(t) = hi(t)dGi(t) — c(t)dt. (4.19)

=1

De lo anterior se tiene el siguiente resultado

Lema 4.1.3. En términos de los pesos del portafolio relativo, la dindmica de un portafolio
autofinanciable puede ser expresado como

th(t):V(t)-Zui(t) Si@ — c(t)dt. (4.20)
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4.2. Precios en condiciones de arbitraje

En esta seccion se analizara un caso especial del modelo de mercado financiero que consiste
de solo dos activos: Un activo libre de riesgo con proceso de precio B, y una acciéon con
proceso de precio S. También se presentaran dos conceptos centrales en el estudio de los
mercados financieros: los reclamos contingentes y el arbitraje.

Definicién 4.2.1. El proceso de precio B es el precio de un activo libre de riesgo si tiene
la dinamica

dB(t) = r(t)B(t)dt, (4.21)

donde r es una funcién deterministica.

La caracteristica de un activo libre de riesgo es que no tiene el término de difusion dW.
También se puede escribir la dinamica de B como

aB(1) _
m = T’(t)dt,

asi el proceso B puede ser escrito en forma integral como
t
B(t) = B(0) exp {/ r(s)ds} :
0

Una interpretacién natural para un activo libre de riesgo, es que este corresponda a un
capital invertido en un banco con una tasa de interés r a corto plazo; un caso especial
importante aparece cuando r es una constante deterministica, en cuyo caso se puede
interpretar B como el precio de un bono.

Suponga que el precio de una accion esta dado por
dS(t) = S(t)a(t, S(t))dt + S(t)o(t, S(t))dW (1), (4.22)

donde W es un proceso de Wiener y «, o son funciones deterministicas dadas.
La funcién o se conoce como la volatilidad de S, mientras que « es la tasa de retorno
promedio de S.

Existe una clara diferencia entre el precio del activo riesgoso S descrito anteriormente y
el precio del activo libre de riesgo. La tasa de retorno para B esta dada por

B0
By -a "

este término es localmente deterministico en el sentido que, en el tiempo ¢, se tiene un
conocimiento completo del retorno por simple observacién de la tasa prevaleciente a corto
plazo r(t). Por otro lado la tasa de retorno para la accién S dada por

ds(t) dW (t)




42CAPITULO 4. DINAMICA DE PORTAFOLIOS:UNA APLICACION FINANCIERA

no es observable en el tiempo . Esta ecuacion estd compuesta por los términos «(t, S(t))
y o(t,S(t)), los cuales son ambos observables en el tiempo ¢, més el término de “ruido
blanco” dW/dt, el cual es aleatorio. De manera opuesta al activo libre de riesgo, la accién
tiene una tasa de retorno estocastica, incluso a escala infinitesimal.

El caso especial mas importante de los modelos anteriores ocurre cuando r, a y o son
constantes deterministicas. Este es el famoso modelo de Black-Scholes que se estudiara mas
detalladamente en el préximo capitulo.

Definicién 4.2.2. El modelo de Black-Scholes esta compuesto por dos activos con dinami-
cas dadas por

dB(t) = rB(t)dt, (4.23)
dS(t) = aS(t) + oS(t)dW (t), (4.24)

donde r,ar y o son constantes deterministicas.

4.2.1. Reclamos contingentes y arbitraje

Considere el modelo para un mercado financiero representado por las ecuaciones (4.21) y
(4.22). Se hard una aproximacién al problema principal que se estudiara en esta seccion:
“hallar el precio de derivados financieros”. Mas adelante se dard una definiciéon formal,
pero primero se presentara uno de los derivados mas simples, la opcion call Europea.

Definicién 4.2.3. Una opcion call Furopea con precio de ejercicio K y tiempo de madu-
racion 1" sobre el activo subyacente S, es un contrato definido por las siguientes clausulas:

= El tenedor de la opcion tiene, durante el tiempo 7', el derecho a comprar una parte
de la accion subyacente con precio de ejercicio K al suscriptor de la opcion.

= El tenedor de la opcién no estd en ninguna forma obligado a comprar la accién
subyacente.

= El derecho de comprar la accion subyacente al precio K puede inicamente ser ejer-
cido en el momento preciso 7.

= Quien vende la opcion, estd obligado a vender la accién subyacente al precio K en
el momento preciso 7.

El precio de ejercicio K y el tiempo de maduracion T son determinados en el momento
de la emisién de la opcion, que en este caso es habitualmente ¢ = 0.

Una opcion put Furopea es una opcion que da al tenedor el derecho a vender una parte del
activo subyacente a un precio de ejercicio predeterminado. Para una opcion call americana
el derecho a comprar parte del activo subyacente puede ser ejercido en cualquier tiempo
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antes del tiempo de maduracién dado. El factor comin de todos estos contratos es que
estdn completamente definidos en términos del activo subyacente S, el cual hace natural
llamarlos instrumentos derivados o reclamos contingentes. Ahora se dara la definicion
formal para un reclamo contingente.

Definicién 4.2.4. Considere un mercado financiero con vector de precios S. Un reclamo
contingente con fecha de maduracién T, es una variable estocdstica X € §5. Un reclamo
contingente se llama un reclamo simple si este es de la forma X = ®(S(¢)). La funcién ¢
se llama funcién de contrato.

La opcion call Europea es un reclamo contingente simple, cuya funciéon contrato es dada
por

¢ (z) = max{x — K,0}.

120 T T T T T T T T T 100
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Figura 4.1: Con K = 100, funcién de contrato call Europea (a la izquierda) y funcién de
contrato put FEuropea (a la derecha).

El valor exacto de la opcién en el mercado dependera por supuesto, del tiempo ¢ y del
precio S(t) de la accién subyacente. El problema principal es determinar un precio “justo”
del reclamo, para el cual se usard la notacion estandar

I1(t; X) (4.25)
para el proceso de precio del reclamo X. En ocasiones se suprimira la X. En el caso de
un reclamo simple algunas veces se escribira I1(¢; ®).

Considere primero el caso particular para una call Europea, en un tiempo T fijo.

1) Si S(t) > K, se puede tener un cierto beneficio ejerciendo la opcién para comprar
una parte de la accion subyacente. Esto costarda K. Entonces inmediatamente se
vende el activo sobre la accién cambidndolo al precio S(T), dando asi un beneficio
neto de S(7T') — K.
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11) Si S(T') < K la opcién no tendrd valor alguno (no se ejerce la compra).

Asi se observa que el precio razonable I1(T) para la opcién es dado por

(T) = max{S(T) — K, 0}. (4.26)

Exactamente de la misma forma se observa que para un reclamo contingente X se tiene la
relacién II(T, X)) = X, y en el caso particular de un reclamo simple II(7, X)) = ®(S(T)).

Sin embargo, para cualquier tiempo t < T, es dificil saber cual es el precio correcto para
un reclamo X. El precio de una opcién, como el precio de cualquier otro activo, esta de-
terminado por el mercado, y debe ser mucho mas complejo debido a las preferencias de
vendedores y compradores respecto al riesgo de un mercado, y a las diferentes expectativas
acerca de los precios futuros de la accién.

Definicién 4.2.5. Una posibilidad de arbitraje en un mercado financiero es un portafolio
autofinanciable tal que

Vh0) =0
VhT) > 0.

Se dice que el mercado es libre de arbitraje si no existen posibilidades de arbitraje. Una
posibilidad de arbitraje es equivalente a la posibilidad de hacer una cantidad positiva de
dinero de la nada con probabilidad 1.

Proposicién 4.2.1. Suponga que el proceso de precio I1(t) es tal que no existen posi-
bilidades de arbitraje en un mercado que consiste de (B(t),S(t),Il(t)), y que existe un
portafolio autofinanciable h, tal que el proceso valor V" tiene la dindmica

dVh(t) = k(t)V"(t)dt, (4.27)

donde k es un proceso adaptado. Entonces se deberd cumplir que k(t) = r(t) para toda t,
o de lo contrario existird la posibilidad de arbitraje.

4.2.2. Justificacion Semi-intuitiva

Se bosquejard el argumento y se supondrda por simplicidad que k& y r son constantes
donde k£ > r. Si se puede pedir prestado dinero del banco a una tasa r, este dinero es
inmediatamente invertido en una estrategia de portafolio h, donde esta crecera hasta la
tasa k con k > r. Asi la inversién neta en t = 0 es cero, mientras que la riqueza en cualquier
tiempo t > 0 sera positiva. En otras palabras se tiene la posibilidad de arbitraje. Si por
otro lado r > k, se vende en corto el portafolio h y se invierte este dinero en el banco, y
de nuevo esto da posibilidades de arbitraje. Para el caso en que k y r no sean constantes
ni sean deterministicas se razona de la misma forma.
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El punto principal de este razonamiento es que si un portafolio tiene un proceso valor cuya
dinamica no contiene ningin proceso de Wiener, es decir, un portafolio libre de riesgo,
entonces la tasa de retorno de este portafolio debera ser igual a la tasa de interés a corto
plazo. Para tomarlo de otra forma, la existencia de un portafolio h es para propdsitos
préacticos equivalente a la existencia de capital en un banco donde k es la tasa de interés a
corto plazo. Se puede inferir del andlisis anterior, que para un mercado libre de arbitraje
puede existir solamente una tasa de interés a corto plazo.

Se tomara un ejemplo simple. Es obvio que para una opcién call Europea se debe tener la
relacion I1(t) < S(t) en un mercado libre de arbitraje, porque no se compraria una opcién
para comprar una parte del activo en una fecha posterior al precio K, si la parte del activo
se puede comprar a menos precio que la opcion. Para un argumento mas formal, suponga
que en algin tiempo t se tiene la relacién II(t) > S(t), entonces simplemente se vende
una opcion. Una parte del dinero puede ser usada para comprar el activo subyacente y el
resto invertirlo en el banco y esperar hasta el tiempo 7. En esta forma se ha creado un
portafolio autofinanciable con inversién neta cero en el tiempo t.

En el tiempo 7" se deberd el max{S(7T") — K, 0} al tenedor de la opcién, pero este dinero
puede ser pagado vendiendo la accién. La riqueza neta en el tiempo T serda S(T') —
max{S(7T) — K, 0}, el cual es positivo, mas el dinero invertido en el banco. De esta forma
se tiene un arbitraje.

Para el caso de un reclamo contingente simple el argumento formal serd presentado en el
siguiente capitulo, pero se dara la idea general.

Para comenzar, se puede suponer que el precio [I(¢; X) en el tiempo t estd determinado,
de alguna manera, por las expectativas alrededor del precio futuro S(7T") de la accién.
Como S es un proceso de Markov, tales expectativas estan basadas en su retorno sobre el
valor presente del proceso de precios (més que sobre la trayectoria completa en [0, t]).

De este modo se puede suponer que:

1) El instrumento derivado en cuestién, puede ser comprado y vendido en un mercado.
11) El mercado es libre de arbitraje.
11) El proceso de precios para el activo derivado es de la forma
I(t; X) = F(t,S(t)), (4.28)

donde F es alguna funcion suave.

El objetivo es determinar cual funcién F' se deberia tomar para que el mercado compuesto
por S(t), B(t) y II(t; X) sea libre de arbitraje.

Esquemaéticamente se procede de la siguiente manera.

1) Se considera a, o, ®, F' y r como dadas de manera exégena.
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I1)

I11)

V)

v)

VI)

Se describe la dinamica del valor del portafolio hipotético autofinanciable basa-
do en los instrumentos derivados y la accién subyacente (no se invertird nada, ni
serd prestado nada por el banco).

Resulta que, se puede formar un portafolio autofinanciable cuyo proceso de valor
tiene una diferencial estocastica que no contiene un proceso de Wiener. Esta sera de
la forma (4.27) anterior.

Como se ha supuesto ausencia de arbitraje se debe tener k = r.

La condicién k = r, tendra la forma de una ecuacion diferencial parcial con F' como
la funcién desconocida. Para que el mercado sea eficiente, F' deberd ser solucion de
esta EDP.

La ecuacién tiene una tnica solucion, resultando la tinica formula de precio para el
derivado, el cual es consistente con ausencia de arbitraje.



Capitulo 5

La Formula de Black-Scholes:
otra aplicacion financiera

El modelo central de la Teoria de Valoracién de Opciones es el modelo de Black-Scholes
(1973) en el que se muestra que sin realizar supuestos sobre las preferencias de los inver-
sionistas, se puede obtener una expresion para el valor de las opciones que no depende
directamente del rendimiento esperado de la accion subyacente ni de la opcion. Esto se
consigue mediante una dinamica perfecta en un mercado libre de arbitraje con suposi-
ciones bastante fuertes. Las hipdtesis sobre las que se sustenta el modelo de Black-Scholes
configuran un escenario ideal en el que es posible la negociacién continua, en unos merca-
dos perfectos en los que el tipo de interés libre de riesgo es constante y el precio del activo
subyacente se comporta como una variable aleatoria que sigue Proceso Browniano Ge-
ométrico. Desde la propuesta inicial del modelo de Black-Scholes han surgido numerosos
modelos de valoracion de opciones. Algunos de ellos plantean extensiones del modelo orig-
inal, con el proposito de adecuarlo a la valoracién de opciones distintas a las contempladas
inicialmente, pero en su mayoria se trata de alternativas de valoraciéon construidas sobre
supuestos mas cercanos a la realidad.

En este capitulo se presentard el modelo tradicional de Black-Scholes partiendo de un
mercado compuesto por dos activos que permiten construir un portafolio autofinanciable,
hasta plantear una Ecuacién Diferencial Parcial para obtener una funcién suave F', que
obligue a que el mercado compuesto por [S(t), B(t),11(¢)] sea libre de posibilidades de
arbitraje, resolviendo asi el problema de valor de frontera utilizando la proposiciéon de
Feynman-Kac.

5.1. Ecuacion de Black-Scholes

En esta seccién se supondra que el mercado dado a priori comprende dos activos con
dindmicas dadas por:

47
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dB(t) = rB(t); (5.1)

dS(t) = S(t)a(t, S(t)) dt + S(t)a(t, S(t)) dW (L), (5.2)

donde la tasa de interés a corto plazo r, es una constante deterministica.
Considere un reclamo contingente simple de la forma

X = ®(S(T)) (5.3)

y suponga que este reclamo puede ser negociado en el mercado y que su proceso de precio
I1(t) = II(¢; ) tiene la forma

II(t) = F(¢,5(t)) (5.4)
para alguna funcién suave F'.

El problema es descubrir cudl funcion F' se debe considerar para que el mercado compuesto
por [S(t), B(t),I1(t)] sea libre de posibilidades de arbitraje.
Se comienza calculando la dindmica del precio del activo derivado, aplicando la férmula

de It6 a la ecuacion (5.4) para obtener:

1

3 [ Fulas()? (5.5)

dIl(t) = Fy dt + F, dS(t) + ;

Al sustituir (5.2) en (5.5) resulta

dll(t) = F, dt+F,(S(t)a(t, S(t)dt+S(t)o(t, S(t))dW(t))—i—% {FSS(S(t)a(t, S(t))dW(t))2

Agrupando términos semejantes y multiplicando y dividiendo por F'(¢, S(t)) al lado dere-
cho de la ecuacion anterior, se sigue que

F, + F,Sa + 1F,(S%0?)dt N FFsSadW(t)

dli(t) = F
(t) 7 7

donde F, o, S y o denotan respectivamente F(t,S(t)); a(t,S(t)); S(t) y o(t, S(t)).

De este modo se obtiene la ecuacion

dTI(t) = o (O)TI(t)dt + oro II(E)dW (1) (5.6)

donde los procesos ag(t) y on(t) estdn definidos por:
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_ Fi+aSF, + 350%5%F,,

an(t) A (5.7)
on(t) = giFS (5.8)

Aqui los subindices denotan derivadas parciales y se ha usado la notaciéon

oSF,  o(t,S(t)S(t)Fs(t, S(t))
F F(t,S(t))

y asi, de la misma forma, para los otros términos anteriores.

Ahora se formara un portafolio basado en dos activos: la accion subyacente y el activo
derivado. Denotando el portafolio relativo por (us, u,) y usando la ecuacién (5.1) se obtiene
la siguiente dindamica para el valor V' del portafolio.

dV (t) = V{us[adt + cdW] + u; o dt + o,dW1} (5.9)

donde se ha suprimido t.

Agrupando los factores de dt y dW se obtiene

dV = Viusa + uro|dt + Viuso + upor|dW (5.10)

Se observa que ambos corchetes son lineales en los argumentos u; y u, y que ademas, la
unica restriccion para el portafolio relativo es que us + u, = 1, para toda t.

Se define el portafolio relativo por el sistema de ecuaciones lineales

Ug + Uy = 1 (5.11)
UsO + Uror = 0 (5.12)

Usando este portafolio se observa que por su misma definicion, el término de tendencia dIW
en la V-dindmica de la ecuacién (5.10) se desvanece completamente; dejando la ecuacién

AV = V]usa + uza,]dt (5.13)
Asi se ha obtenido un portafolio libre de riesgo, y debido a que se ha exigido que el

mercado sea libre de arbitraje, se puede usar la proposicion mencionada anteriormente
para deducir la relacién

U + UgOly = T (5.14)
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La anterior es la condicién de ausencia de arbitraje.

Es facil ver que el sistema (5.11)-(5.12) tiene la solucién

Ox
u P (5.15)
Uy = —2 (5.16)

Or— 0O

Al utilizar la ecuacién (5.8), resulta el portafolio explicitamente como

 SWRWLSQ)
ull) = SR S0) — FES0) (517)
wr(t) = —F(t, 5(t)) (5.18)

S(O)F(t,S(t) = F(¢,5(1))

Ahora se sustituye (5.7),(5.17) y (5.18) en la condicién de ausencia de arbitraje (5.14).
Después de algunos cédlculos, se obtiene la ecuacion

Fi(t, S() +rS(0)F(E,5(1)) + ;02(7:,5( £))S*(t) Fos(t, S(1) — rF(t,S(t)) =

Ademads, se debe tener en cuenta la relacién

Estas dos ecuaciones se tienen que mantener con probabilidad 1 para cada t fijo. Ademés
se puede demostrar que bajo ciertas suposiciones, la distribucién de S(t) para cada t > 0
fijo tiene soporte en los enteros positivos en la recta real. Asi S(t) puede tomar cualquier
valor, de modo que F' tiene que satisfacer la siguiente EDP (deterministica):

Fi(t,s) +rsFs(t,s) + %SZJQ(t, S)F(t,s) —rF(t,s) = 0
F(T,s) = ®(s)

De este modo F' es una solucion del problema de valor de frontera anterior y en conse-
cuencia se tiene una aplicacion directa de la proposicion de Feynman-Kac II estudiada en
el capitulo 3.

Recopilando los resultados anteriores, se ha probado la siguiente proposicién, la cual es
de hecho uno de los resultados mas importantes estudiados en este capitulo.
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Teorema 5.1.1 (Ecuacién de Black-Scholes). Suponga que el mercado es especificado por
las ecuaciones (5.1) y (5.2), y que se quiere buscar el precio de un reclamo contingente de
la forma (5.3). Entonces la inica funcion de precios de la forma (5.4) la cual es consistente
con la ausencia de arbitraje, se presenta cuando F es la solucion de valor frontera e el
dominio [0,T] x R.

Ft(t,s)wst(t,sH%s%m,s)gs(t,s)—TF(t,s) _ 0 (5.19)
F(T,s) = ®(s) (5.20)

Es importante reafirmar el hecho de que se ha obtenido el precio X en la forma
II(t,X) = F(t S(t)), es decir, el precio del reclamo estd dado como una funcién del
precio S del activo subyacente. Este razonamiento estd relacionado con la idea béasica
explicada anteriormente, en la que el precio del activo derivado esta determinado de una
forma consistente con el precio del activo. No se presenta una férmula de valoracion abso-
luta para X. Por el contrario, se obtendran precios que estan alrededor del precio relativo,
es decir, precios de los activos del derivado en términos del precio del activo subyacente.
En particular, esto significa que para usar la técnica de precios con arbitraje se debe tener
uno o varios procesos de precio en todos los subyacentes dados a priori.

Puede observarse un hecho importante sobre la ecuacién de precios, y es que esta no
contiene la tasa media de retorno local «(t, s) del activo subyacente. En particular, esto
significa que cuando se valoran derivados, la tasa de retorno local del activo subyacente
no desempena un papel importante.

El tnico aspecto del proceso de precios del activo subyacente que es de alguna manera
importante, es la volatilidad o(t, s). Asi, para una volatilidad dada, el precio para un
derivado fijo (como una opcién call Europea) serd exactamente el mismo sin importar si
la accién subyacente tiene un 10 %, un 50 %, o incluso un —50 % de tasa de retorno.

5.2. Valoracién de riesgo neutral

Considere un mercado dado por las ecuaciones

dB(t) = rB(t)dt (5.21)
dS(t) = S(t)alt, S(t))dt + S(t)o(t, SE))dW (¢) (5.22)

Y un reclamo contingente de la forma X = ®S(T"). Entonces, el precio libre de arbitraje
estd dado por II(t,®) = F(t,S5(t)) donde F es la solucién a la ecuaciéon de precios
(5.19)-(5.20).

Ahora se puede considerar de nuevo el problema de la ecuacién de precios, y se observa
que esta ecuacién puede ser resuelta usando la férmula de representacién estocastica de
Feynman-Kac.
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Usando los resultados del capitulo 3, se observa que la soluciéon dada por

F(t,s) = e "TOE[®(X(1))] (5.23)

donde el proceso X esta definido por la dinamica

dX(u) = rX(u)du+ X(u)o(u, X (u))dW (u) (5.24)
X(t) = s (5.25)

donde W es un proceso de Wiener.

Es importante destacar que la EDE (5.24) es de la misma forma que la del proceso de
precios S. El inico cambio importante, es que mientras S tiene la tasa de retorno promedio
a, el proceso X tiene la tasa de interés a corto plazo r como la tasa de retorno promedio.

El anterior proceso X es una herramienta técnica definida por el momento, y puede lla-
marse de cualquier manera porque aun no se ha contextualizado. En vista de la semejanza
entre X y 9, es posible hacer el cambio de variable S en lugar de X, mientras no se con-
funda el proceso S “real”’de (5.22) con el “nuevo”proceso. Una forma de alcanzar esta
meta es utilizar el siguiente procedimiento:

Se puede denotar la medida “objetiva”’de la probabilidad que gobierna el modelo real
(5.21)-(5.22)con la letra P. Asi se puede decir que la P-dindmica para el proceso S es
(5.22). Ahora se definird otra medida de probabilidad @ bajo la cual el proceso S tiene
una distribuciéon de probabilidad diferente. Esta se constituye definiendo la ()-dindmica
de S como

dS(t) = rS(t)dt + S()o(t, S(t))dW (t) (5.26)

donde W es un Q-proceso de Wiener. Para distinguir la medida bajo la cual se toma la
esperanza, se introducen algunas notaciones convencionales.

Notacion convencional

Se utilizaran las siguientes convenciones:

= Se identificard el operador esperanza, dejando E para denotar la esperanza tomada
bajo la medida P; donde E denota el valor esperado tomado bajo la medida de
probabilidad Q.

» Se identificard el proceso de Wiener. De este modo W denotard un P-proceso de
Wiener y W denotara un Q-proceso de Wiener.

La convencion sobre W tiene la ventaja que es posible, a simple vista, decidir bajo cual
medida P o @), es dada alguna EDE. Se trabajara mucho més a menudo bajo la medida
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() que bajo la medida P y esta es la razon por la que el proceso de (Q-Wiener, W tiene
una notacion mas simple que el procesos de P-Wiener,IW. Usando esta notacion, se puede
establecer el siguiente resultado central para derivar precios.

Teorema 5.2.1. El precio libre de arbitraje para el reclamo ®(S(T)) estd dado por
II(t, ®) = F(t,S(t)), donde F estd dada por la formula

F(t,s) = e 7T DEQD(S(T))] (5.27)

donde la Q-dindmica para S estd dada por la ecuacion (5.26).

Una interpretacion econémica natural para la férmula (5.27) es que el precio de un deriva-
do, dada la fecha t de hoy y el precio s de la accién hoy, es calculado tomando el valor
esperado del pago final ESS[CI)(S (T))] y entonces descontarlo del valor esperado del valor
presente usando el factor de descuento e?(7T" — t). Cuando se tome el valor esperado, no
se debe hacer usando la medida de probabilidad objetiva P. En su lugar, se utilizara la
@-medida definida en (5.26). Esta Q-medida se conoce como “medida de riesgo ajustada”
o también medida de martingala, y ésta sera la terminologia que se utilizara en adelante.
La razon para el nombre es que bajo @) el proceso de descuento % resulta ser una
()-martingala.

Proposicién 5.2.2 (Valoracién del riesgo neutral). En el modelo de Black-Scholes, el pro-
ceso de precios I1(t) para cada activo negociado, ya sea el subyacente o el activo derivado,
tiene la propiedad de que el proceso de precios normalizado

T1(#)

200 = 3

es una martingala bajo la medida Q).

La férmula (5.27) es algunas veces referida como la férmula de valoracion de riesgo neutral.
Suponga que todos los agentes tienen riesgo neutral, entonces todos los activos deman-
daran una tasa de retorno igual a la tasa de interés a corto plazo, es decir, en un mundo
de riesgo neutral el precio de la accién tendrd realmente la @-dindmica anterior (mds
precisamente en este caso, se tendra () = P). Ademés, en un mundo de riesgo neutral
el valor presente de un pago estocastico futuro, sera igual al valor esperado de los pagos
netos descontados del valor presente usando la tasa de interés a corto plazo.

5.3. La férmula de Black-Scholes
En esta seccién se especificara el modelo de la seccion anterior para el caso del modelo de
Black-Scholes

dB(t) = rB(t)dt (5.28)
dS(t) = aS(t)dt+oS(t)dW (t) (5.29)
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donde av y o son constantes. De los resultados de las secciones previas se sabe que el precio
libre de arbitraje para un reclamo contingente ®(S(7")) esta dado por

F(t,s) = e T D EL[0(S(T))] (5.30)
donde la ()-dinamica para S esta dada por

dS(u) = rS(u)du+ oS(u)dW (u) (5.31)
Sit) = s (5.32)

En esta EDE se reconoce claramente el Movimiento Browniano Geométrico, por lo tanto
se puede escribir S(7") explicitamente como

S(T) = s exp{ (r- %UQ) (T — )+ o(W(T) + W(t))} (5.33)

Por tanto, S(T) puede escribirse como S(T) = s e¥ donde Y es un variable estocdstica
con una distribucion

N [(r - %ﬁ) (T —t), 0@} (5.34)

Y de este modo se obtiene la siguiente férmula de precios

o0

F(t,s) =e 7T / (s e’ ) F(y)dy (5.35)

—0o0

donde f es la ecuacién de densidad para la variable estocastica Y anterior.

La férmula (5.35) es una férmula integral, que para una eleccién general de una funcién
contrato ®, debera ser evaluada numéricamente.

Sin embargo, existen algunos casos particulares donde se puede evaluar (5.35) més o menos
analiticamente, y el mas conocido de estos es el caso de la opcién call Europea, donde &
tiene la forma ® = méx[x — K, 0]. En este caso es conveniente la normalizacién, de modo
que S(T) puede escribirse como

S(T) — 3 €FT+UﬁZ
donde 7 = <r + %02), T =T —ty Z es una variable normal estandarizada.

La integral en (5.35) resulta ser

/ max[s etV _ [ 0]¢(z)dz
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donde ¢ es la densidad de la distribucién N|0, 1], es decir,

Gz = et

El integrando de la integral anterior, se desvanece cuando

s eFT+U\/?Z < K

(5)-
In| — ) —7rr
NS/

oNT

es decir, cuando z < 2y, donde 2y =
La integral puede ser escrita

/ﬂmmﬂH—Kw@M:A—B

20

donde
A = / s eTTVTZ () dz

20

B = ZWK¢@MZ

0
La integral B puede, obviamente, ser escrita como

Kx P(Z > z)

Y utilizando la simetria para la distribucién N[0, 1], ésta puede ser reescrita como

K % P(Z < —z)

Se denotard como es comun, la funcién de distribucién acumulativa para la distribucion
N [0,1] por N, es decir,

_22

N[m]—\/%_ﬂ/:;e2dz

De este modo B puede escribirse como

B = K % N[—z]

Para la integra A, se completan los cuadrados en el exponente para asi obtener

se'm [ 1o
A = 5 / VT2
T
seFT & _ _ 2,1 2
_ - / e fracl2(z—o+/7)?+50 Tdz

_ se / oz,
2m

5

20

ﬂ

ﬂ

20
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Aqui se reconoce la densidad para la distribucién N[o/7, 1], de este modo se tiene que
A=se™ P(Z' > z)

Donde Z’ sigue una distribucién N[o+/7, 1]. Normalizando Z’ para obtener una variable
NJ0,1] y de nuevo usando simetria, se puede escribir

A=s5€e"N|—z — o\/T]

De este modo se ha calculado la integral en (5.35) y finalmente se tiene el siguiente
resultado conocido como la Férmula de Black-Scholes

Proposiciéon 5.3.1 (Férmula de Black-Scholes). El precio de una opcion call Euro-
pea con precio de ejercicio K y tiempo de maduracion T estd dado por la formula
II(t) = F(t,S(t)), donde

F(t,s) = sN[di(t,s)] — e "T"VEK % N[dy(t, 5)] (5.36)

Ademads, N es la funcién de distribucién acumulativa para la distribucién N[0, 1] y

di(ls) = 0\/% K%) + (r + %(;2) (7 — t)} (5.37)
dy(t,s) = dy(t,s)—oVT —t (5.38)

Black-Scholes para el precio de una opcidn Call
BD T T T T T T T T T

S0r

40t

30

Call

20r

D 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 a0 40 a0 B0 70 80 40 100

Precio (S)

Figura 5.1: Black-Scholes para una opcién call Europea



Capitulo 6

Procesos AR(1), GARCH(1,1) y de
Reversion a la Media

Los rendimientos de las series financieras son préacticamente impredecibles, tienen una
gran cantidad de valores extremos, y tanto los periodos de mayor agitaciéon como los mas
pasivos estan agrupados en el tiempo. Cuando la volatilidad es elevada, probablemente
se mantenga elevada, y cuando es muy baja, también es probable que permanezca baja.
Sin embargo, los periodos en los que se presentan estas fluctuaciones estan limitados en
el tiempo.

Estas caracteristicas que se describen como impredecibilidad, exceso de curtosis y agru-
pamiento de la volatilidad, son precisamente las caracteristicas para las cuales se disena
el modelo ARCH propuesto por Engle (1982) el cual produce patrones dindmicos de re-
version a la media que se pueden predecir y que ademas produce un mayor ntimero de
valores extremos de lo que se esperaria de una distribuciéon normal estandar, pues los
valores extremos durante el periodo de alta volatilidad son mayores de los que se hubiesen
podido anticipar con un proceso de volatilidad constante.

Los modelos GARCH (ARCH generalizados) fueron propuestos por Bollerslev (1986) y
se pueden emplear para describir la dindmica de volatilidad de casi todas las series de
rendimientos financieros. Esto es cierto no sélo para las acciones de Estados Unidos, sino
también para las acciones negociadas en la mayoria de los mercados desarrollados, para
la mayoria de las acciones que se negocian en mercados emergentes y para la mayoria de
los indices de los mercados de valores.

6.1. Modelos con Heterocedasticidad Condicional

Definicién 6.1.1. Un proceso estocdstico {Y;;t > 0} es estacionario de segundo orden si
se cumplen las siguientes condiciones:

27
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1) E[Y;] = u, para todo t donde u es constante,
1) var[V;] = 0% < oo Vi,

1) cov [Y;, Yi_s] = s, es decir, v, es una funcién definida positiva que sélo depende de
la distancia entre t y t — s.

Definicién 6.1.2. Se dice que un proceso {g;;t > 0} es ruido blanco si se cumple:

1) Ele;] =0, para todo t,
11) var [g;] = 0% < 0o Vi,

1) Eleg-ep] =0, t#1t.

6.1.1. El proceso AR(1)

Definicién 6.1.3. Un proceso autoregresivo de orden uno, denotado AR(1), estd dado
por
Yi=a+pYi1+e,

donde a;, p son constantes y ; es un ruido blanco.

El proceso Y; = a + pY;_1 + &; también puede escribirse como

Yi—pYii=a+eg
Y, — pLY; = a+ ¢
(1—=pL)Y, = a+e
O(L)Y, =a+¢g
donde L denota el operador de rezago y ®(L) = 1 — pL es el operador polinomial de
rezagos.

Para que el proceso AR(1) sea estacionario debe cumplir que la raiz de ®(L) = 0 se
encuentre por fuera del circulo unitario. Por lo que 1 — pL = 0 = L = 1/p tiene que
tener a |[L| > 1 — |1/rho| > 1, lo que implica que |p| < 1 garantiza la estacionariedad del
proceso Y; = a+ pY;_1 + €.

Teorema 6.1.1. Sea §; 1 la informacion generado por el proceso Y; hasta el instante
t — 1. Sea Y; un proceso autoregresivo de orden uno, entonces,

Y E[Y] = /(1 - p) con |o] <1,
11) var [Y;] = 02/(1 — p?) con |p| < 1 donde o = Ele?_;] para toda i,

) E[Yi|§ia] =a+pYi,
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1v) var [Yy[§;_1] = o2

e

Observe que la razén var [Y;|§;_1] /var [Y;] < 1 con |p| < 1, por lo cual la varianza condi-
cional es menor que la no condicional aunque ambas son constantes en el tiempo. Teniendo
en cuenta la observacion, seria mas apropiado considerar un proceso cuya varianza condi-
cional no sea constante sino que dependa de la informacion disponible en cada instante,
lo cual ayudaria a obtener estimadores més eficientes que presentarian menor amplitud
en el rango de posibles valores para algtin nivel de confianza dado.

Con estas consideraciones serd mas apropiado tener en cuenta otros procesos en los que
se permita que la varianza condicional del proceso subyacente cambie a través del tiem-
po. La alternativa més favorable para este propdsito es el proceso GARCH(1,1), el cual
sera descrito a continuacion.

6.1.2. El proceso GARCH(1,1)

Definicién 6.1.4. Considere el proceso Y; = a + 3Y;_1 + ¢; donde «, 3 son constantes.
El proceso GARCH(1,1) para el ¢, esta definido por

g = hyay, donde a; 1dN(0,1) y az, hy son independientes, y &/, N(0,h?). Adem4s
h? = 50 + (515?_1 + 91hf_1 con 50 >0 y (51, 91 2 0.

Teorema 6.1.2. Considere el proceso Y; = a + (Y, 1 + &. Si e sigue un proceso
GARCH(1,1), entonces

1) Ele] = %7 |01 + 61| < 1,

) E[hi] = =5y 101+ 61 < 1.

Demostracién. II)
Teniendo ya el resultado de 1), veamos que II) se cumple:

h? = (50 -+ 512’:‘?,1 -+ 81hf71; pero h?fl = (50 + 516?,2 -+ @1h§72 y ]7572 = (50 + 512’:‘?,3 -+ (91h?73,

hi = 8o+ 61671 + 01 (8o + 01}y + 01h7 )
=g + (515?_1 + 6160 + 915163_2 + 9% (50 + 5163_3 + 91h§_3)

=00(1+0,4+07+602+.. ) +01(e? | + 012, + 022 4+ ..)

1)
=1 09 +O01(ey +bie; , + 0] g+,
-0
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donde [0,| < 1 (para convergencia de la serie). Luego, si ademas |0; + 0| < 1

0,
(50 2 50
= 1 )T
1_01+51(+91+91+ )1_<51+91)

b N o 8o & ( 1—6 )_ o
C1—0, 1—60, 1—(5,+60) 1—0,\1—(5,+6)) 1—(6+6)

6.2. Procesos de Reversion a la Media

Los procesos de Reversién a la Media son considerados como una eleccién natural para
describir la dinamica de precios de algunos commodities tales como el petréleo, el aluminio,
el gas natural y la energia eléctrica. Este tipo de procesos también han mostrado un buen
desempeno en la descripcion de tasas de interés y en el mercado de futuros.

En la literatura sobre economia y finanzas aparecen diferentes tipos de procesos de Re-
version a la Media; entre los més conocidos se encuentran los modelos de uno, dos y tres
factores. Para el propdsito de este trabajo sélo se estudiara el modelo de un factor.

6.2.1. Procesos de Reversion a la Media de un solo factor

Considere la Ecuacion Diferencial Estocastica Lineal Homogénea dada por
dSt = )\(/1, — St)dt + O'S:th, r=0o0 1,

donde A > 0;0 > 0 y u son constantes y W; es un Movimiento Browniano Estandar
Unidimensional.

Cuando r» = 0, el ruido es aditivo, y en consecuencia la EDELH resulta ser
dsS; = Mp — Spdt + odW; que se conoce como proceso de Reversiéon a la Media
del tipo Ornstein Uhlenbeck, que tiene por solucién explicita el proceso

t
Sy = p+ (Sy — p)e ™+ ae_’\t/ AW,

0
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Puede determinarse la distribucién invariante para S; si se conoce E[S;] y var[S;].
t
E[S] =p+(So — p)e™™ +oe™ME [/ e_’\SdWs}
0
At

= p+ (S0 — ple”
var[S;| = F {(M +(So — e ™) 4 ge /Ot e)\des} 2 et (5 - Iu)ef)\t)Q
= 20e M (,u + (So — ,u)e’)‘t) E {/Ot e’\SdWs] +o2eME [/Ot e’\SdWsl

N ~ )

t o2
— g2 [ o 2sge— T (1 _ e—z,\t) .
0 2\
e 2X

Ahora p+ (Sp — p)e™ — p conforma t — ooy % (1—e2M) —

a2
23

. . . . % . . 2 . .
consecuencia Sy tiene una distribucién invariante N (i, ;) para un Sy arbitrario.

conforme t — 00, en

Cuando r = 1, el ruido es proporcional y en consecuencia la EDELH resulta ser
dSt = )\(,u - St)dt + O'Stth, (6]_)

que se conoce simplemente como proceso de Reversion a la Media, donde p es el nivel de
equilibrio al largo plazo y A es la velocidad de reversion.

Suponga que el valor esperado de S;, denotado por S, y que la Ecuacién Diferencial
Ordinaria dada por dS = a(L — S)dt. Entonces S = L es el nivel de equilibrio para esta
Ecuacién Diferencial Lineal Ordinaria, cuyas soluciones son dadas por S(t) = L + Ce™*,
para alguna constante C. De este modo S(t) — L conforme ¢t — oo. En otras palabras, la
media S(t) revierte al largo plazo a L; de aqui el uso del término “Reversién a la Media”.
En un horizonte de tiempo finito, L juega el papel de un atractor en el sentido de que,
cuando S; > L, el término de tendencia a(L — S;) < 0y por lo tanto S; decrece y, cuando
S; > L un argumento similar establece que S; crece.

La ecuacién (6.1) tiene por solucién explicita el proceso
t
Sy = Spexp [—(A+ 0 /2)t + oW, ]| + )\u/ exp [—(A+0%/2)(t — s) + a(W, — W,)] ds
0
Ahora

2

E[S)] = SoE {exp {—(/\ + %Z)t + awt}] +AE [/Ot exp {—(A + Tt~ 5) + (Wi - Ws)}ds}

2 2 ¢ 2 2
= Soexp{—()\—i- U—)t—i— U—t} —i—Au/ exp{—(A+ g—)(t— s) + U—(t—s)}ds
2 2 ; 2 2
t

= Spe M + )x,u/ e M=) s
0

= p+ (So — pe ™.
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At

Lo que indica que p + (Sp — p)e™* — p conforme t — oo.



Capitulo 7

Estimacion de Modelos de Difusion:
la conexion con el mundo “real”

La estimacién de parametros en los modelos de difusiéon es un punto clave para la apli-
cacion de Ecuaciones Diferenciales Estocasticas a fendmenos asociados con el crecimiento
poblacional, actividad neuronal, sismologia y, particularmente, en economia y finanzas,
cuyos intereses han permitido el desarrollo de este trabajo.

En este capitulo se hara una exposicion de algunos métodos de estimacién de modelos de
difusion que son conocidos en la literatura, aunque no por ello son métodos apropiados o
faciles de implementar, pues en muchos de los casos no se obtienen estimadores eficientes
o no se conoce con claridad la funcién de densidad de probabilidad de los procesos donde
subyacen.

Se presentard el Método de Momentos y Generador Infinitesimal con sus caracteristicas
principales, y también los métodos basados en las funciones de escala y velocidad. Ademas
se hara un breve recorrido por el Método de Momentos Simulados, el Método de Inferencia
Indirecta y el Método de Maxima Verosimilitud.

Debido a su facil implementaciéon, familiaridad y caracteristicas apropiadas de sus esti-
madores, se determiné utilizar el Método de Maxima Verosimilitud en el caso de aplicacion
que se presentara en el ultimo capitulo, sin restar importancia a los métodos aqui estudi-
ados.

7.1. Método de Maxima Verosimilitud

Las expresiones analiticas para las funciones de verosimilitud existen solamente para un
numero limitado de procesos de difusion. Debido a su maleabilidad, estos modelos han
sido estudiados en la literatura, y a pesar de esto no proporcionan un muy buen ajuste
a los precios observados de activos si no se consideran algunas caracteristicas propias
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de la heterocedasticidad condicional. De hecho, muchos procesos de difusién no explican
caracteristicas tales como volatilidad estocastica o el efecto de apalancamiento.

A estos procesos pertenece el Movimiento Browniano Geométrico, que aparece en la formu-
la de Black-Scholes, el modelo de Ornstein Uhlenbeck, usado por Vasicek para especificar
la dinamica de las tasas de interés a corto plazo, y el modelo CIR.

7.1.1. Estimacién de Maxima Verosimilitud para el Proceso de
Ornstein-Uhlenbeck

Considere la Ecuacion Diferencial Estocastica dada por

= AMp—y)dt + odW,

Donde W; es un Movimiento Browniano Estandar. El proceso solucién para esta ecuacion
tiene una contraparte en tiempo discreto dada por:

1 —exp(2)) :
—2) “

yr = p[1 — exp(=A)] + exp(=A)y;1 + 0 <

donde ¢; es un ruido blanco Gaussiano estandarizado. Esta ecuacién corresponde a una
representacion Gaussiana AR(1) para el proceso (y,t), t € Z).

7.1.2. Estimadores de Maxima Verosimilitud

Para aplicarse el método de Méaxima Verosimilitud al modelo autoregresivo, primero se
reparametrizara la representacion autoregresiva como

ye = pll — p] + pyi—1 + ey,

donde p = exp(—A), p = ? yn=o (—_exé’/\(_”)?

La funcién de log-verosimilitud para este proceso esta dada por

log(L) = —log(2x) — S 1og(n?) — 55 S (ve — (1 = ) — ps)?

Al considerar GRAD(log(L)) = <alg797 L algf) L algi L > = 0 se obtienen los estimadores de

MYV para los pardmetros p, p y n que son independientes asintéticamente y equivalentes
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a
1 T
flr = szt:gT
t=1
1 7
23— )t — 92)
N t=1
Pr = 1

i(%—l — Jr)?

~
—_

[\

A~

t

|
_
e Nl

nT_f

W
Il
—

donde los residuales son definidos por € = y; — ¥+ — pr(y1—1 — ¥r). Ademas, sus varianzas
asintéticas estan dadas por

Vasy(ﬂT) = m
R 1

V;LSy(PT) = f 1- 102)
X 2n

Vasy(Nz) = a

De los estimadores MV de los parametros u, p v 1, se infieren facilmente los estimadores
MYV para los pardmetros de interés

5\T = _log ﬁT
52 — _ 2log pr .,
! 1—log p2 "

cuyas varianzas asintoticas son dadas por

Vasy(Ar) = {M} 2 Vasy(pr)

dp
_11- 0>
= 7
11 —exp(—2])
T T exp(—2))

Los estimadores A\, y 62 estdn asintéticamente correlacionados puesto que ambos depen-
den de p;.
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7.2. Método de Momentos y Generador Infinitesimal

Cuando la funciéon de verosimilitud no puede calcularse explicitamente, se pueden usar
estimadores menos eficientes obtenidos mediante un criterio alternativo de optimizacién el
cual admite una féormula analitica. Un candidato natural para el criterio de optimizacién se
presenta bajo las condiciones de momento asociadas con la ecuacion diferencial estocéstica.
En esta seccion, se revisaran varios métodos propuestos en la literatura en el contexto del
proceso de difusion unidimensional. Observe que este marco implica un mercado completo
y una férmula tnica de valoracion para los derivados, lo cual es incompatible por ejemplo,
con la volatilidad estocéstica.

7.2.1. Condiciones de Momento

La condiciones de momento estudiadas por Hansen y Scheinkman (1995) estdn basadas
en la siguiente proposicion.

Proposicion 7.2.1. Considere un proceso y; unidimensional que satisface la ecuacion
diferencial estocastica

dyy = p(ye)dt + o (ye)dW;

El generador infinitesimal A asociado con esta ecuacion puede considerarse como un op-
erador que transforma una funcion ® de y en

o1 P(yn) — P(y1)
A2W) = flcli%zE{ ye=vy

- —dq;;y)u(y) %dcz(zy) o*(y)

Para un sistema grande de funciones ® ,® se deben cumplir las siguientes condiciones de
momento:

) E[AD(y)] = 0, ¥

1) E | AP (yer1)P(ys) — P(yes1) AD(ye) | = 0, VO, P

Por definicién, el generador infinitesimal representa la tendencia infinitesimal del proceso
transformado. La expresion diferencial para el generador sigue la formula de Ito aplicada

a (yy).

Las condiciones de momento dadas en la proposiciéon anterior conciernen a los momentos
marginales de funciones no lineales de y; (condicién 1), y momentos cruzados para fun-
ciones no lineales de y; v 4,11 (condicién 2).
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Como una ilustracion, se efectuaran en detalle las condiciones de momento para las fun-

ciones exponenciales de y: ®(y) = exp(—ay), P(y) = exp(—by).

Por la condicién 1, se obtiene

a

E {exp(—ayt) [M(yt) - 502(%)] } =0, Va

Por la condicién 2 se obtiene

Eh =0, Ya,b
donde

a a

h* = a exp(—ayii1 — bye) | p(Ye1) — 502(yt+1) — b exp(—byiy1 — ay) [u(yt) — 50—2(%)]

7.2.2. Identificacion

El método de momentos proporciona estimadores que pueden no ser completamente efi-
cientes. Por lo tanto, es importante comprobar si el sistema anterior de condiciones de
momento da suficiente informacién acerca de las funciones de tendencia p y volatilidad o.
Sin embargo, pueden presentarse algunos problemas de identificacion en la practica. Por
ejemplo al considerar la tendencia y la volatilidad parametrizadas como:

~ _ 0
W0 = o0 0) =it cono= ()

y aunque las condiciones 1 y 2 se pueden simplificar con respecto a 6y, estos parametros
no pueden ser identificados de las condiciones de momento dadas previamente.

Considerando todas las funciones ® admisibles, se puede mostrar que la distribucion
marginal de y; es identificable hasta un factor de escala. Todavia, el sistema de condiciones
2 no permite identificar la distribucién conjunta de (y;, y;+1) hasta un factor escala.

Para ilustrar los problemas de identificacion, se considera el siguiente modelo de difusion;

el cual fue propuesto por Chan (1992) para la tasa de interés a corto plazo.
Esta especificacién abarca un nimero amplio de modelos de tiempo continuos (Broze,
Scaillet y Zakoian 1995). Esta dindmica depende de cuatro pardmetros: a, 3, o y 7.

La condicién 1 para la funcién exponencial es:

E [exp(—ayt) (oz + By — %U@?)} =0, Va

Los pardmetros que son identificables de la condicién 1 son solamente v, =% y %
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7.2.3. Método de Momentos

El ;Método de Momentos es utilizado con frecuencia en procedimientos econométricos
(Hansen 1982). Se presentara esta implementacion para restricciones del tipo 1. Se selec-
cionaran n funciones a priori ®; para i =1,2,...,n.
Las condiciones de momento

dd; 2
dy

(i 0) + 55 )0 (s 0)| =0, i = 1.2

Y
se cumplirdn para el valor verdadero del pardmetro. Se supone ademés, que algunas re-
stricciones de identificacion se imponen para eliminar el efecto del factor de escala (por
ejemplo, 6y = 1). Un estimador de momento es un valor del parametro para el cual la
condicién de valor esperado anterior, “empareja”sus contrapartes empiricas.

Considere
dd dd, dd,, !
T = | )
> d2d>( ) d2®n( )’

Los estimadores de momento se derivan como la solucién de la optimizacion

T
0, = Arg mel’n Z(a -b)
t=1

donde
o’ 1, P
¢ = [uO T 0 + 50 0) 5 o)
4 1, 2P
b = Q [M(ytSQ)d_y(yt)—i_éa (yt;e)d_yz(yt)]

y €2 es una matriz definida positiva.

Cuando esta matriz es una identidad, la optimizacion produce:

i=1 Lt=1

n T 2
X ) o, 1, d*®;
0, = arg meln E [ E M(yt)d—y(yt)§0 (yt;e)_dyg (yt)]
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7.2.4. Descomposiciéon Espectral del Generador Infinitesimal

Como se puede observar, el método anterior no permite la identificaciéon de todos los
parametros de interés. Para evitar esta desventaja, se propone para analizar las carac-
teristicas del generador infinitesimal, considerar la descomposicién espectral (ver Demoura
1993, Hansen, Scheinkman y Touzi 1998, Florenz y Gourieroux 1998; Chen, Hansen y
Scheinkman 1999). M&s ain, esta aproximacién proporciona estimadores no paramétricos
de las funciones de tendencia y volatilidad.

Bajo las condiciones minimas de regularidad, el operador infinitesimal admite una descom-
posicién espectral, esto es, una sucesiéon de valores propios y funciones propias A;, ®; j > 1
tales que:

1) AD;(y) = Aj®;, j =1
I1) Aj, j > 1, son ntimeros reales positivos

Ahora se organizan los valores propios. Se denota por A el valor propio mas grande y por
Az el segundo més grande. Las condiciones que definen los pares (\;, ®,), j = 1,2 son:

AP (y) = M Pi(y)
ADy(y) = A Pa(y)
o equivalentemente
APy (y) 1Ld*®,(y) ,
il ATV — P
a0 wly) + 5 a0 o(y) = M P1(y)
d®y(y) 1dP®y(y)

d—yu(y) + > () = AaPa(y)

Este es un sistema equivalente bivariado con respecto a la tendencia y a la volatilidad. De
este modo, es equivalente estimar funciones p y o o estimar los dos primeros pares (Ay, ®;)
y (A2, ®2) no paramétricamente de las observaciones en tiempo discreto. La aproximacion
se basa en la interpretacién de la prediccion del generador infinitesimal

AD(y) = lim B [ (yeen) — Dyl = ]

h—0

el cual representa la tendencia infinitesimal del proceso transformado. Después, se observa
que la descomposicién espectral de A esta relacionada con la descomposicion espectral del
operador esperanza condicional T, el cual esta asociado con la funciéon & dada por:

T: ®—TO(y) = E[®(yis1)|ys]



70CAPITULO 7. ESTIMACION DE MODELOS DE DIFUSION:LA CONEXION CON EL MUNI

Las funciones propias del operador esperanza condicional coinciden con las funciones
propias del generador infinitesimal, mientras que sus valores propios estan dados por
Ai = exp(\)

El sistema de ecuaciones anterior da la posibilidad de identificar no paramétricamente,
las funciones de tendencia y volatilidad. Alternativamente, Ait-Sahalia (1996) propone
usar la funcion de densidad marginal para identificar no paramétricamente la funcion
volatilidad bajo el supuesto de una forma restrictiva de afinar la funciéon de tendencia.

7.2.5. Descomposicion Canodnica no Lineal

La descomposicién espectral de un operador esperanza esta relacionado con la descom-
posicién candnica no lineal de la fdp conjunta de (y;,y;—1). Se denota por f(y,y:-1) ¥y
f(y:) alas fdp conjunta y marginal respectivamente, si

[ [ 1D T ) s vt < o

ytl

la fdp bivariada se puede descomponer como (Lancaster 1968)

1+ Z AP () Vs (yi—1)

Jj=1

T, 1) = f(yt)f(yt—l)

donde las correlaciones candnicas Aj, con j variando, son no negativas, y las direcciones
canénicas ® y ¥, con j variando, satisfacen la restriccion

E[®;(y)] = E[;(y)] = 0, V j; VI®;(y)] = VI¥;(y)] = 1, V;
Cov[®;(ys), Pr(y:)] = 0, Vj # k; Cov[W;(ye), Yi(y:) =0, Vj #k
En particular, se deduce

Felye—1) = fye) |1+ Z A ®i(Ye) Y (ye1)

Si y; es un proceso de Markov de orden 1 se obtiene:
El;(y)ye—] = i(yt) "’Z)\kE (Ye)Pr(y2)] Ve (ye—1)
= A5(y)

Los procesos de difusion unidimensionales son reversibles, esto es, sus propiedades dis-
tribucionales son idénticas en los tiempos ordinarios y reversos (Revuz y Yor 1990).
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Esto implica que las direcciones candnicas ordinarias y las rezagadas son idénticas, es
decir, ®; = W;, V j. Asi, la descomposicién candnica no lineal resulta ser:

F@evea) = F@) @) |14 N, (0) 5 (yi-1)

j=1
Por otra parte, el operador esperanza condicional es tal que
E[®;(y)|lye—1] = Aj@j(ye—1), VJ

Esto sugiere que los elementos espectrales del operador esperanza condicional pueden ser
derivados de la descomposicién canodnica no lineal de la distribucion bivariada.

7.2.6. Estimacién para la Descomposicion Espectral

En la literatura se proponen dos tipos de métodos de estimaciéon no paramétrica. El
Método del Filtro aproxima el operador esperanza condicional sobre un subespacio finito
dimensional y requiere descomposicion espectral para este operador aproximado. El se-
gundo acercamiento descansa en la descomposicion candnica no lineal de un estimador
basado en el kernel de la fdp de f(y;, yi—1).

Método del Filtro

El primer paso de la aproximacién consiste en proyectar las funciones ® sobre un espacio
dimensional (Chen, Hansen y Scheinkman 1999).

Se considera el espacio finito dimensional para las funciones

K
(I)<y) = Z bkl[ak,ak+1}(y)
k=1

donde [ak,agi1] con k = 1,2,..., K, es una particién dada de la recta real. Se puede
aproximar el operador esperanza condicional proyectando estas funciones sobre el espacio
generado por 1, a,,1)(Y%—1) con bk =1,2,... K.

Su contraparte empirica se obtiene facilmente estimando por Minimos Cuadrados Ordi-
narios el modelo

Z({t)=BZ({t—1)+ u

Z(@t) = [Liaran (@), - - 1(ak,ak+1)(ytﬂ/- Entonces, se realiza la descomposicién espectral
de la matriz de coeficientes estimada, B , para encontrar los primeros valores y vectores
propios asociados. Si @1, ..., ¢ son los vectores propios asociados, las correspondientes

funciones propias son aproximadas por ®(y;) = ®,Z(t). (ver Chen, Hansen y Scheinkman
1999) para la escogencia de la particién y las propiedades asintéticas del estimador.
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7.2.7. Estimacion basada en el Kernel
Esta aproximacion, fue introducida por Darolles, Florenz y Gourieroux (1998), estos au-

tores proponen la aplicacion del analisis candnico no lineal al estimador basado en el
kernel para la fdp bivariada. La fdp estimada es

T
2 1 Yr — Yt Yr — Y1
f(ytvyt—l) - Th2 ;K < h ) K ( h )

donde K es un kernel univariado y h es la longitud de la banda.

Se hace referencia a Darolles 1998 para una escogencia 6ptima de la longitud de banda h
y las propiedades asintoticas de las correlaciones estimadas y las direcciones candnicas.

7.3. Meétodos basados en las funciones de escala y la
velocidad

Las aproximaciones basadas en las funciones de escala y velocidad consisten en reem-
plazar la parametrizacion inicial de una ecuacién de difusién con funciones de tendencia y
volatilidad por otra parametrizacion que sea mas facil para estimar utilizando los datos en
tiempo discreto. Primero se definiran las funciones de escala y velocidad y se explicara su
relevancia para la estimacién de los modelos de difusion. Posteriormente, se mostrard como
estimar estas funciones de las observaciones valoradas discretamente.

7.3.1. Escala intrinseca y tiempo discreto

El objetivo es simplificar la dindmica de un proceso de difusién aplicando escalas apropi-
adas y deformaciones del tiempo. La deformacién de la escala cambia la unidad de medida
en el espacio de todos los valores admisibles en el proceso, mientras que la deformacion del
tiempo modifica la unidad del tiempo de su trayectoria. Estas transformaciones, denotadas
por S y M respectivamente, son aplicadas en el siguiente orden:

S M
Y == 2t = S(?Jt) = Tt = Zyp) = S[yM(t)]

Proposicion 7.3.1. Existe un par de escala y de deformaciones del tiempo tales que
Ty = zZyu) = W, es un Movimiento Browniano. La deformacion de escala puede ser fijada

como
Y 2p(u)

S(y) = /Oys(u)du donde  s(y) = exp— /0 I

La deformacion del tiempo puede ser seleccionada para obtener

M(t) = /Otm(yu)du donde m(y) =
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Demostracién

Primero, se estudiard el efecto de la deformacion de la escala S.

Si dy; = p(y:)dt + o(y.)dW4, se obtiene, por férmula de Ito:

dz = | p(ye) S (ye) + %"2(%)5”(%) dt + o (y:)S'(y.)dW;

La transformacion se establece para eliminar la tendencia:
1
()S () + 507 (y)S"(y) = 0

Y 2u(u) 4

Se encuentra S(y) = foy s(u)du donde s(y) = exp — [ o2 (u)

De esta manera, el proceso z; satisface la ecuacion de difusién

dz = U(yt)sl(yt)dt
= 0[Sz S [ (=)] W,

Segundo, se introduce una deformacién del tiempo del tipo

M(t):/o m(y,)du = i %dz

Se encuentra

1
dM, |?
dz

= o(y)m(y)?s(y)2dW;

dry = ‘ oS H(z)]S'[S ()] dW;

La deformacién del tiempo se establece para transformar la volatilidad inicial en una
volatilidad igual a 1:

o?(y)s(y)

La proposicién anterior muestra que es equivalente conocer las funciones de tendencia y
volatilidad ;o v 02 a las dos funciones S y M, llamadas funcién de escala y medida de la
velocidad, respectivamente. Sin embargo estas funciones pueden ser dificiles de estimar.
La siguiente proposiciéon proporciona algunas interpretaciones tutiles en términos de los
momentos condicionales que pueden facilitar la aproximacion.

Se define T'(a), como el primer tiempo en el cual el proceso alcanza el valor (a), comen-
zando desde y en el tiempo ¢ = 0. Considere dos constantes a < b y un valor inicial
y € [a,b].
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Proposicion 7.3.2.

) uly) = PIT(b) < T(a)]Yy = 0] = 5= o <y <
w) v(y) = Elmin[T(a), TO)]|Y =y
= 2{u(y) [}1(0) = S©Im()de + 1~ u(y)] [}19(€) — S(@)m(€)ds |
Por otra parte las funciones u y v se pueden deducir del generador infinitesimal. Més

precisamente ellos satisfacen las ecuaciones diferenciales dadas a continuacion.

Proposicién 7.3.3.

1) La funcién u es la solucion de la ecuacion diferencial

du(y) 1 5,  d*u(y)
Z M) <y<b
L 2 + 50 (v) v para a <y <

con las condiciones de frontera u(a) = u(b) =1

11) La funcion v es la solucion de la ecuacion diferencial

do(y) 1 5, d*v(y)
- - 1
dy + 20 () dy?

con las condiciones de frontera v(a)=v(b)=0

para a <y <b

7.3.2. Estimacion de observaciones de valor discreto

Considere un proceso en tiempo continuo y;, que satisface una ecuacién de difusion, y
suponga que se observan los datos en los cuales este proceso toma valores enteros, asi como
los valores asociados al proceso. Entonces, se pueden estimar facilmente las expresiones

u(z) = P[T(x+1)<T(x—1)|Yy =z
v(r) = Emin[T(x+1), T(x—1)]|Yy = 2]

asociado don @ =  — 1, b = x + 1, para algin entero x. De hecho, se denota por 7;(z),
Jj=1,2,...,J,, alos datos para los cuales el proceso toma el valor de z, por T;(z + 1)
y Tj(x — 1), al primer dato después de 7;(z) para los cuales el proceso toma los valores
(x 4+ 1) y (x — 1) respectivamente.

Los estimadores consistente son:

J.
X IS
i(z) = J_Z]-Tj(x+l)<Tj(xfl)
x j=1

ife) = > minlTa+ 1), Tz - 1] - (o)
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El sistema @(x), proporciona una aproximacién a la funcién u para argumentos de valor
entero. Se puede hacer una suavizacién para aproximar a u para argumentos reales. La
misma aproximacién se puede aplicar a la funcién v. Finalmente, la proposicién anterior
se puede usar para derivar no paramétricamente estimadores de las funciones de tendencia
y volatilidad resolviendo el sistema bivariado

oda(y) 1, dPa(y)
ikl ZAI Phalld CVA
/,l,(.fll') dy ) 20 2dy2 )
do(y 1, do(y
kAL VA H At ZA |
(z) dy + 20 y dy?

para algin valor y.

Este procedimiento fue aplicado por Darolles, Gourieroux, y Le Fol (2000) para datos
de alta frecuencia sobre la accién de Elf-Aquitaine negociada en la Bolsa de Paris. Los
autores consideraron contratos firmados, adheridos a 6rdenes de compra y encontraron
que mas del 92 % de movimientos del precio eran més pequenos de una senal (la primera
senial de los movimientos del precio es igual a —1, 0, 1). Los autores suponen que los
datos de negociacion valorados discretamente fueron obtenidos de un proceso de difusion
subyacente por el valor del espacio de discretizacion.

De este modo, es necesario aplicar primero una funcién convexa de aumento al proceso
)
para conseguir un Movimiento Browniano bajo una deformacion bien elegida del tiempo.

7.4. Método de Momentos Simulados

Contrario a la aproximacion basada en el generador infinitesimal, el Método de Momentos
Simulados, MMS, no requiere condiciones de momento en forma explicita (ver Duffie y
Singleton 1993 para una aplicacién particular). Se seleccionardn a priori algunas funciones
9i(Yts Y1, - -, Y1—p), parai = 1,2, ... n que dependan del presente y de p valores rezagados
del proceso. Si este proceso satisface la ecuacién diferencial estocastica

dye = p(ye; 0)dt + o (ys; 0)dW,
y; es estacionario, entonces el valor esperado

Elgi(ye, ye—1, - -, yi—p)| = m;(6) 1=1,2,...,n

es una funcion de pardametros. En general, las m; tiene una forma complicada; asi el
estimador de momento estandar (Hansen 1982)

T

T
Or = argminy _[9:n yer, -, Yop) = mOLY 91 Y1, Yep) — ()]
t=1

t=1
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donde €2 es una matriz simétrica, definida positiva, que no puede ser calculada incluso
numeéricamente.

El principio del Método de Momentos Simulados consiste en reemplazar en el criterio
pasado, la funcion desconocida m por una aproximacién obtenida mediante simulaciones.
Para este propdsito, se requiere valores simulados y;(0) parat = 1,2,..., ST, compatible
con el modelo de difusién anterior y el valor 6 para el parametro. Una buena aproximacion
para m(0) es

1ST

mi(0) = < 0 [1(0) 571 (0). - 7, (0)]

t=1
donde ST es suficientemente grande. Entonces, el estimador MMS es definido por

T T
07 = argmin > (9 yiets - vi—p) = MO QXD (9 v, - - vi—p) — ME(0)]

t=1 t=1
o equivalentemente por

07 = axgminfriv, — 3 (0)]' Q [y — 1i5(0)]

. 1z
donde m = B Yo 9y Vet Ye—p)
t=1

Este método es esencialmente un acercamiento a la calibracion que proporciona la mejor
semilla posible entre los momentos empiricos, basado en las observaciones y éstas a su vez
basadas en los valores simulados.

Esta aproximacién requiere solamente la posibilidad de generar observaciones artificiales
del modelo. De este modo, también puede ser usado en casos mas generales, tales como
modelos de difusién multivariados, modelos en tiempo continuo con volatilidad estocastica
o modelos que incluyen componentes de salto.
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7.5. Inferencia Indirecta

La inferencia indirecta también es un método basado en la simulacién, aunque con una
diferente funcién de criterio. Con argumentos similares a los dados anteriormente, este
método también puede ser aplicado a los modelos con volatilidad estocéstica y difusiones
con saltos. Primero se presentara el principio general, seguido por una aplicacién a un
modelo en tiempo continuo univariado.

Suponga que se desea estimar el parametros 6, de la funciéon de log-verosimilitud

T T
> log f (wilye-156) =D log f1(6)
t=1 t=1

que no puede ser escrita en una forma explicita.
Empiricamente, una aproximacion comin consiste en reemplazar la funcién de verosimil-
itud por una expresion simple, por ejemplo:

T T
> logg (yilyi-1:0) = _log g,(0)
t=1 t=1

y luego maximizar esta funcién modificada de log-verosimilitud.

Obviamente, el reemplazo de f por g induce un error de especificacion y resultados proba-
bles en aproximaciones inconsistente para 6. La inferencia indirecta es una técnica basada
en simulacién disefiada para corregir el sesgo asintético (ver Gourieroux, Monfort, and
Renault 1993; Galn and Tauchen 1996), la cual requiere dos entradas:

1) Datos simulados compatibles con el modelo real y el valor § para el pardmetro.

11) Un modelo auxiliar (llamado un modelo instrumental)(Dhaene, Gourieroux, and
T

Scaillet 1998) con funcién de verosimilitud ) log ¢¢(3) que es facil de optimizar
=1
numéricamente.

La inferencia indirecta incluye los siguientes pasos:

1) La estimacién de pardmetro auxiliar 5 del modelo instrumental y las observaciones:
. T
Pr = argmdx 3, log g:(6)
t=1

11) La simulacién del modelo verdadero para el valor 6 del parametro, produciendo una
serie artificial de longitud ST y/(6), paras = 1,2,...,ST, y entonces la estimacién
del parametro auxiliar del modelo instrumental y dato artificial es

ST

B2:(0) = argmax y log gly7 (0) i1 (0); ]

t=1
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1) El ultimo paso es el paso de calibracién, construyendo por inferencia indirecta el
estimador para 6 definido por:

03(0) = argmin [ 35— 52,(0)] 0 [35 - 5:(0)

donde €2 es una matriz de pesos.

7.6. Método de los Momentos Eficientes

Una aproximacion alternativa fue introducida por Gallant y Tauchen (1996). Esta es
basada en un modelo auxiliar 9(yelyi—1; B) v hace uso del estimador de quiasiméxima
verosimilitud (QMV) ;. Este estimador satisface la condicién de premier orden

_Z aloggt 5T —0

La cual converge asintéticamente a la solucién (35 para la condicion de momento limite

dlog (ye|ye—1; 55) _
E[ BE } -

que se conoce como “valor pseudo-verdadero”. La condiciéon de momento para la ecuacion
anterior se asemeja a la condicién del método de momentos simulados. Mas precisamente,
Gallan y Tauchen consideraron las series y; (), para s = 1,2,..., ST, generado bajo el
modelo verdadero y encontraron la solucion de la siguiente optimizacion:

1 = = 9log g(y(0)]ys_1; Br) o1 |t . 1)
S_TZZ Oggyaﬁy 1 ZZ Ogg Yi—1

t=1 s=1 tlsl

0° = arg min
0

donde 2 es una matriz de pesos. Se ha probado que los estimadores 63 y 6% dados anterior-
mente son asintdticamente equivalentes. Esta es una consecuencia de la aproximacion de la
funcion objetivo como el test estadistico de Wald y un test estadistico de multiplicadores
de Lagrange. La eficiencia del estimador se incrementa con el nimero de momentos con-
siderados. En el caso limite para un modelo auxiliar con un ntimero infinito de pardmetros,
se alcanza eficiencia completa. Esto explica el término Método de los Momentos Eficientes
(MME) usado como una referencia en la literatura (Gallant y Tauchen 1996).

7.6.1. Aplicacién a modelos de tiempo continuo

Considere un proceso en tiempo continuo que satisface en la ecuacién diferencial estocasti-
ca
dy, = p(ys; 0)dt + o (ys; 0)dW,
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donde W; es un Movimiento Browniano Estandar.

Cuando las observaciones disponibles son muestreadas para datos enteros 1,2,...,T, es
generalmente imposible determinar la forma analitica de una funcién de verosimilitud.
Una aproximaciéon comun consiste en reemplazar el modelo en tiempo continuo inicial por
su discretizacion de Euler

Y = Yy—1 + p(yi—1; 8) + o(y—1 : Be

donde € es un ruido blanco Gaussiano. A continuacion, se estimard [ por el método
de la maxima verosimilitud estudiado anteriormente y probablemente se concluya que el
parametro estimado B proporciona una buna aproximacion del # desconocido. Sin em-
bargo, puesto que la discretizacion de Euler es una aproximacién al modelo anterior, éste
es inespecificado causando un sesgo asintético para este estimador, el cual puede ser ar-
bitrariamente grande. Sin embargo, la discretizacién de Euler puede ser usada como un
modelo instrumental en el método de inferencia indirecta, la idea es introducir una se-
gunda discretizacion de Euler que involucra a cada unidad corta de tiempo, por ejemplo
0= %. Miés precisamente, se define el proceso y?,t = kd, k variando tal que

Z/?Hl)a = Yps + 61(y2s, 0) + (Y, 0)y/ oe)

donde €, k variando, es un ruido blanco Gaussiano. Esta discretizacién de Euler més fina
puede ser usada para simular los procesos en tiempo continuo. Se denotara por yi’f(@),
con k=1,2,..., % , a la trayectoria simulada correspondiente al valor del pardmetro 6 y
y(0), t = yf’S(H), t,t=1,2,...,T alos valores correspondientes de los datos observados.

La aproximacion por Inferencia Indirecta, incluye los tres pasos de estimacion listados a
continuacion:

1) Estimacién para 3 de las observaciones

T
. / 1 ) —1[yt—[1l(yt—17ﬂ)]2
ﬁT—Argm§H;{7loga (yt_l’m_? o?(Ye-1, 0) }

11) Estimacién para [ de las simulaciones

s s (- S0

1) Calibracién 65(0) = Arg mﬁin [BT — Bi(@)} Q [BT — Bi(@)] donde €2 es una matriz de

pesos dada.
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Capitulo 8

Aplicacién: el caso del aluminio

Como se expreso anteriormente, y luego de estudiar algunos métodos de estimacién de
modelos de difusién, se presentara un caso de aplicacién en el cual se implementaré el
método de maxima verosimilitud para estimar los parametros de la Ecuacién Diferencial
Estocastica asociada al proceso de reversién a la media del tipo Ornstein Uhlenbeck.

Considere la Ecuacién Diferencial Estocéastica dada por:

dye = (¢ — Ay )dt + dW; (8.1)

Donde ¢, A > 0 y k = v/2\0 son constantes y W; es un Movimiento Browniano Estandar
Unidimensional. Suponga que ¥, sigue un proceso con especificacién GARCH(1,1), es decir

Y = o+ By + &y,

donde g; = a;hy y a; ~ iidN(0,1). Ademés h? = §y+ 167, +61h7_| con &y > 0, 61,61 > 0.

Para resolver ésta Ecuacion Diferencial Estocastica Lineal No Homogénea, es muy tutil
considerar primero una ecuacién deterministica asociada sin ruido, esto es, bajo la suposi-
cion k = 0.

La ecuacién dy; = (¢ — A\y;)dt, es una Ecuacién Diferencial Ordinaria Lineal en y;. De
esta manera, dicha ecuacién admite una solucion general de la forma

X @
Yp = ce +/\,

donde ¢ es una constante arbitraria.

Para resolver la Ecuacion Diferencial Estocastica inicial, se introduce un cambio de vari-
able como sigue:

Y = ftef)\t + ?

81
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Al utilizar el lema de Ito se obtiene
dyt = dfte_kt — )\fte_ktdt

=d&e ™M — )\ (yt — %) dt.

Ademsés
dge™ + (¢ — Ay )dt = (6 — Myr)dt = (¢ — Ay,)dt + kd W,
en consecuencia d¢; = k exp(At)dW;.

De esta forma, para cualquier par de datos t < t, se puede expresar & como una funcién
de & vy de las realizaciones del ruido entre t' y ¢:

t
& =& + / keMdw,, t' <t.
t/

Como y; = &e™™ + £, se obtiene

t
yp = Epe M+ / ke dW, e +§
tl

At

pero & = (yt/ — %) eM entonces

t
A . A

_ NIVl S VR e 1w
= |ype™ — =™ | e+ — + ke e™dWw,
A A t/

¢
= ype M) 4 % [1 — e_k(t_t/)} + ke_kt/ AW,
t/

Proposicién 8.0.1. Las soluciones de la Ecuacion Diferencial Estocdstica dy; = (¢ —
Ay )dt + kdWy para cualquier valor t < t', estan dadas por el proceso solucion

t
yr = e My, 4 ? [1 - e*A(tftl)} + k/ e AW,
t/

Corolario 8.0.2. Para un proceso del tipo Ornstein Uhlenbeck, y, — e )y, es inde-
pendiente de yy .

Ahora suponga que se quiere describir la relacién anterior para el caso en que t' =t — 1.
De esta manera se obtiene

t
e Mg + QXS [1 — e_ﬂ + k;/ e Mg,
t/
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. t (- . . . .
Observe que la integral I; = k ft/ e M=V, con t variando, es gaussiana e independiente
con media y varianza dadas como sigue:

t
E[L)=E [k / e)‘(t“)qu} = 0;
t/

t
var[[;] = var [k/ eA(t“)qu] =F
t/

t 2
(k / eW“)qu) ]
tl

e—2A\(t—u) ] t
t/

= E?intle MW dy = | [ o\

k? —2X(t—t) —2X(t—t") k? —2X
=5 (P e ) = (1),

12X
Luego se puede escribir g, como:

Se sigue que I; ~ N (0 K (1 — exp (—A))) =k (%ﬁ) N(0,1).

1

Y =€ Mg+ %[1 — e+ (9(1 — e_%))5 Et,

donde (g4, t € Z) es un ruido blanco Gaussiano con varianza 1.

Corolario 8.0.3. Para A\ > 0, el proceso en tiempo discreto (y,t € Z) es un proceso
auto-regresivo Gaussiano de orden 1, con media %, coeficiente auto-regresivo exp (—\) y
varianza %(1 —exp (—2X)).

Este resultado puede ser extendido para probar que, para A > 0, el proceso en tiempo
continuo (y;,t € R) es también estacionario y Gaussiano. De este modo el proceso OU es
el andlogo del tiempo continuo para un procesos auto regresivo Gaussiano AR(1).

8.1. Estimadores de Maxima Verosimilitud

Para aplicar el método de Maxima Verosimilitud estudiado en el capitulo anterior al
modelo AR(1), primero se reparametriza la representacién auto-regresiva como

Yo = pll — p] + pye—1 + ney. (8.2)

N[

donde p = exp (=), p = {,n = (0(1 - p*))?.

La ecuacién (8.2) puede escribirse como

Ty =y — pll — p] — pye—1 = ey
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Observe que x4t = 1,2, 3, ..., T son variables aleatorias independientes que se distribuyen
N(0,7%). En términos de la funcién de densidad, puede escribirse:

oy b= (=) - pyo)’
f(@yp,p) = 2t P ( 2072 )

U SN el (e Iy — )
f(@a;p, p) = 2t P ( 2072 )

oy b= lyr—p(l=p) - pyr—1)?
f(xTa M?p) - (27]_7]2)% < 2772 )

Puesto que cada z; es independiente, puede expresarse la funcién de densidad conjunta
como el producto de sus densidades marginales, es decir,

flxy,zo, ... x7) = f(a1; p, rho) f(xa; u,mho) . .. f(xr; p, rho).

En consecuencia, la funciéon de verosimilitud esta dada por

T
1 1 9
L= = — — —u(l—p)— py,— .
AAED) )% P (2772 ;1 (Y = p(1 = p) = pyi1) )
Si se toma logaritmo natural en ambos lados, se sigue que
T
T T 1
log (L) = =7 log (2m) — 7 log (n?) — 2 > (e — ul(l = p) — pyer)*.

Ahora considere el problema de optimizacion:

Odlog (L) Olog (L)
ou  Op

I

GRAD (log (L)) = <

(ye — (L —p) —pye1) (1 —=p) =0

E

t=1

T T
>y —pn(l=p)T=> py1=0
t=1 t=1

T T
S =Y pyo1 = p(l—p)T.
t=1 t=1
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S
M=
<

I

T T
Y ~ % > 41, por tanto % Nyi—p
-1 =1

T
Z Yt-
t=1

=

Se puede afirmar que para T' grande %

t=1

Sl=

T
p(l—p) = % Z:lyt(l —p) = (1 — p). De este modo pu =
t=

T
a7 22(%—,&(1—[))—Pyt—l)(ﬂ—yt—l):O
Op U t=1

D = il =p) = pyrr) (b= ym) = D = = @) (g — ) + plit = ye-1)* = 0

t=1 t=1

T T

ool —y)? =Y (v — )y — )

t=1 t=1

_ Zthl(yt — 1) (Y1 — ﬂ)‘
ZtT:1(yt—1 - ﬂ)2

P

Los estimadores de MV para los parametros p y p son independientes asintéticamente, y

equivalentes a

LT
fr = T Z Yt = Y1,
=1
P + (e —T??T)(yt—l —9r)
% Yot (W1 — ur)?

donde los residuales son definidos por &, = v, —yr — pr(ys—1 —yr). Sus varianzas asintéticas

estan dadas por

?

2
N n R 1
VaSY<lU“T) = T(l . p2)7 Vasy(pT) = T(]. — p2)

De los estimadores MV de los pardmetros p y p, se infieren facilmente los estimadores
MYV para los pardmetros de interés

~ ~ ~ 1
Ar=—logpr, é=Aiy i = (01— ).

8.2. Simulacién

Se realizo un estudio preliminar con una gran cantidad de series simuladas que siguen un
proceso con especificacion GARCH(1,1) con diferentes valores para los parametros y con
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las restricciones propias para cada uno (ver tabla 8.1). El proceso solucién de la Ecuacién
Diferencial Estocdstica (8.1), registra una buena explicacion de la dindmica de estas series
simuladas cuando &y > 0,25 y el pardmetro 6 = var(y,|/ E[h?].

Proceso Yt

Proceso V1

120

Parametros | 1 | 4, 4, g | @ g »
Grafica l 5 0.5 | 0042 n.91 na 0.986 12
Grafica 2 T 0.4 | 0.037 | 0%19 | 07 no 10
Grafica 3 9 03 | 0.034 | 087 | 088 | 097 3
Grafica 4 11 029 | 0026 (0912 12 0.93 ]

Figura 8.1: Pardmetros de cada simulacién

T T T
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T T T T T
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Nl
L 1 i 1
¥ AR e T A
) 4 ) { 4 -
4, 15 % 1
g & r;‘ 3L J i
Tabe ol N
4L i % =
[ Ll \ -
w L g
) f | [
A ¥ B
i -
A
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L L L L L L L L L 1} . .
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. . | | . . |
300 400 s B0 00 800 900 100
Tismpo

Figura 8.2: Simulaciones para cuatro procesos GARCH

La grafica 8.2 estd organizada de izquierda a derecha y de arriba a abajo; es decir, la
grafica 1 es la superior izquierda y la grafica 4, la inferior derecha.
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8.3. EIl caso del Aluminio
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Como aplicacién de esta metodologia, se considero el comportamiento dinamico del crec-
imiento diario de los precios del Aluminio para un total de 1405 datos.

1900 T

1800

1700

1600

1500

Precio

1400

1300

1200

1100

Serie Aluminia

1
0 500
Tiempo

Figura 8.3: Grafica de la serie de aluminio

1
1000

1500

Para poder encontrar un modelo apropiado, es necesario que la serie a analizar sea esta-
cionaria, y si no lo es debe diferenciarse las veces necesarias hasta que la serie sea esta-

cionaria en media.

Para encontrar el orden p del modelo AR(p) es necesario observar la autocorrelacion

parcial y la autocorrelacion.

Autocorrelation Partial Correlation

AC

PAC

Q-Stat

Prob

s [
2
3
4
5
B
7
&

9
10
1
12
13
14
18
16

0.991
0.952
0.974
0.966
0.955
0.950
0.942
0.935
0.926
0.917
0.907
0.599
0.889
0.879
0.869
0.859

0.991
0.001
0.055
0.018
-0.012
-0.008
0.014
0.015
-0.045
-0.085
0.014
0.008
-0.052
-0.038
0.007
0.019

13823
2740.3
4077 .4
53594.6
5651.4
79678
92235
10459,
11674,
12865,
14032,
15178,
16301,
17358,
18471,
19522,

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

Figura 8.4: Autocorrelacién del aluminio

Para determinar el orden del posible modelo AR(p) es necesario mirar los cortes signi-
ficativos en el PACF. Segun los resultados se observa claramente que este proceso es del

tipo AR(1) puesto que la correlacién presenta un decaimiento exponencial.
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100 -
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Figura 8.5: Grafica de los residuales para la serie del aluminio

Para encontrar el mejor modelo, si es el caso, se eliminan los parametros que son menos
significativos, para esto se observa el valor P de cada uno de ellos y se elimina la variable
con mayor valor P, y nuevamente se corre el modelo.

Luego de este procedimiento se obtuvo el proceso

y; = 10,44298 + 0,993045y,_1 + &;.

Dado que este proceso corresponde a un AR(1), se debe observar si este presenta hetero-
cedasticidad condicional. Este analisis resulta de verificar el nuevo correlograma y observar
cuales valores de P son menores que 0.05.

Dependent Variable: Y

Method: ML - ARCH

Date: 08/15/07 Time: 20:24

Sample(adjusted): 2 1405

Included observations: 1404 after adjusting endpoints
Convergence achieved after 46 iterations

Coefficdent Std Eror,  z-Statistic Prob

C 10.59242| 3583712 2955712 0.0031

Y(-1) 0.992681 0002453 4046471 0.0000
Variance Equation

C 5790847 1632837, 3546494 00004

ARCH(1) 0.051336 0.010150, 5.057558  0.0000

GARCH(1) 0.925821 0014680 63.06734 00000

R-squared 0.986292 Mean dependent var 1453.113

Adjusted R-sguared 0986252 S.D. dependentvar 1320643

5.E. of regression 15.48456  Akaike info criterion 8.252165

Sum squared resid 3354403 Schwarz cnitenon 8.270851

Log likelihood -5788.020| F-stafistic 25163.81

Durbin-Watson stat 1994278  Prob(F-statistic) 0000000

Figura 8.6: Modelo GARCH para la serie del aluminio

Después de este anélisis se observo un efecto GARCH(1,1) dado por
h? = 5,790847 + 0,051336 €7, + 0,925821h7 ,
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Figura 8.7: Grafica del modelo GARCH

De este modo se pueden obtener los parametros de interés &y, 0; y 61 para ser utilizados
en la Ecuacién Diferencial Estocastica (8.1), obteniendo asi los estimadores de Maxima
Verosimilitud p = 0,9932 y 1 = 0,9925.
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8.4. Conclusiones

= Los resultados de este trabajo corroboran una clara relacién entre los procesos de
reversion a la media del tipo Ornstein Uhlenbeck y los procesos auto-regresivos de
orden 1, AR(1).

= Se establece un hibrido entre las series de tiempo no lineales y las Ecuaciones Difer-
enciales Estocasticas Lineales que dan origen a procesos de reversion a la media con

efecto GARCH.

= La implementacién del método de Maxima Verosimilitud es muy apropiado para la
estimacion de parametros de modelos de difusion, también se han explorado técnicas
de algoritmos genéticos y busqueda tabu que también ofrecen buenos resultados
aunque no se tienen claras las propiedades estadisticas de dichos estimadores. Estas
técnicas algoritmicas no se incluyeron en este trabajo pero dan pie a investigaciones
futuras.

= Este trabajo genera ademds un panorama de investigacién importante en cuanto a
la correspondencia entre las series de tiempo, lineales y no lineales, y las Ecuaciones
Diferenciales Estocasticas,lo que puede ser una alternativa interesante en el estudio
de la dindmica de algunas series de tiempo financieras.
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