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Resumen

En la cadena de suministro, la previsión es un factor importante para determinar
la eficiencia de la operación. Un nivel de servicio óptimo al cliente o un manejo de
capital de trabajo adecuado son conceptos en las empresas que se ven afectados
positivamente en la forma en que se logra tener una predicción adecuada de la
demanda de un producto. Este trabajo expone dos métodos para abordar el pronóstico
de la demanda de productos de maquinaria agŕıcola, el primero se basa en utilizar
técnicas de regresión no paramétrica con datos explicativos funcionales y el segundo,
un modelo semi-funcional lineal parcial. En este enfoque funcional de predicción de
series temporales, se propone utilizar una trayectoria continua de las ventas en el
pasado para predecir los valores futuros y un modelo lineal parcial que considera
variables adicionales exógenas que permitan mejorar el pronóstico. Asimismo, el
uso de técnicas robustas del estimador de Nadaraya-Watson basada en una función
de peso que penaliza los valores más alejados de las observaciones multivariantes
utilizando una medida de profundidad de Mahalanobis, que en consecuencia, presentan
propiedades de robustez y mejor precisión en la previsión de la demanda de productos
de maquinaria agŕıcola la cual, tiene como principal caracteŕıstica, la variabilidad y
la presencia de valores at́ıpicos.

Palabras clave: Datos funcionales, estad́ıstica no paramétrica, regresión lineal parcial,
estimador Nadaraya-Watson.

1 Introducción

La predicción de la demanda es la base de muchas decisiones de gestión en la cadena
de suministro, como la planificación y el cumplimiento de los pedidos (Narayanan et al.,
2019), el apoyo a la planificación de producción, de servicio posventa, la distribución de los
productos (Acar and Gardner, 2012) y del control de los inventarios (Abolghasemi et al.,
2020), de igual manera, un pronóstico preciso permite desarrollar una estrategia de precios
adaptable para mejorar la gestión de los ingresos (Seyedan et al., 2022). Las empresas
comercializadoras de productos de maquinaria agŕıcola tienen, por ende, que gestionar
adecuadamente los procesos de planificación de la demanda y las fluctuaciones de estas,
lo cual facilita consecuentemente, un abastecimiento óptimo de productos, una reducción
en los costos de operación y una mayor satisfacción del cliente.(Nguyen et al., 2018; Wang
et al., 2016; Fildes et al., 2019).
Abolghasemi et al. (2020) define la predicción como una estimación de las ventas de un
producto durante un determinado periodo de tiempo, mientras que Kirkpatrick and Gaynor
(1994) definen la predicción como “el esfuerzo de prever eventos futuros examinando el
pasado”. Sin embargo, en la predicción existe un elemento importante llamado volatilidad
de la demanda, la cual se hace compleja debido a muchos factores endógenos y exógenos,
como: las variaciones de los mercados, nuevos competidores, el clima, variaciones en la tasa
representativa del mercado, las importaciones de los productos, el impacto de la promoción,
las ventas de otros productos, entre otros (Gilliland, 2010).
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Una gran variedad de métodos estad́ısticos se han desarrollado para generar pronósticos,
el mayor inconveniente es que estos métodos están basados en supuestos sobre la tendencia
de los datos, teniendo que utilizar, un modelo distinto para diferentes tendencias de las
ventas (Thiesing and Vornberger, 1997). Pronósticos de series temporales, agrupación, redes
neuronales (NN, por sus siglas en inglés), K-Vecinos más cercanos (KNN, por sus siglas en
inglés), regresión lineal (MLR, por sus siglas en inglés), árboles de decisión (DT, por sus
siglas en inglés), máquinas de vectores de soporte (SVM, por sus siglas en inglés) y regresión
de vectores de soporte (SVR, por sus siglas en inglés), son métodos comunes que se han
utilizado para la predicción de la demanda (Seyedan and Mafakheri, 2020; Stepnicka et al.,
2011; Bozkir and Sezer, 2011). Asimismo, En los últimos años, se pueden encontrar algunos
estudios que hacen frente al problema del pronóstico de la demanda desde una perspectiva
funcional, esto es, definir las curvas diarias de demanda mediante alguna forma funcional,
conocido como análisis de datos funcionales. Literatura sobre este tema puede encontrarse
en Ramsay and Silverman (2005), Ferraty and Vieu (2006) y Kokoszka and Horvath (2012).

En la predicción de la demanda se consideran dos tipos de previsiones: las previsiones
a corto plazo, es decir, las previsiones horarias con un d́ıa de antelación, y las previsiones a
medio plazo, es decir, las previsiones con varios d́ıas de antelación para los datos diarios. En
la comercialización de productos de maquinaria agŕıcola las series de demanda presentan
las siguientes caracteŕısticas: tienen alta variabilidad, en algunos productos se superponen
niveles de estacionalidad, en particular estacionalidad mensual, presentan dinámica de
corto plazo y semanas especiales (efecto calendario, donde se presenta una menor demanda
en la primera mitad del mes comparado con la segunda mitad). Estas series incorporan
efectos no lineales de variables como la tasa representativa del mercado, ı́ndice de precios
al consumidor y el clima en especial. Los valores at́ıpicos también están presentes. Las
caracteŕısticas anteriores implican que, encontrar un ajuste adecuado para estas series, sea
un problema complejo.

Este documento se centra en, primero, la aplicación de algoritmos basados en modelos
funcionales no paramétricos para la predicción de la demanda considerando la variable
respuesta de tipo funcional y variables explicativas funcionales, segundo, la aplicación
de modelos de regresión semi-funcional lineal parcial considerando variables exógenas que
permitan mejorar el modelo de predicción, estos modelos de predicción han sido estudiados
en Vilar et al. (2012), Aneiros et al. (2016) y Vilar et al. (2018). Procedimientos bootstrap
para evitar supuestos sobre la distribución de los datos. Lo propuesto en este documento,
a diferencia de lo expuesto en la literatura que tratan la predicción a partir de datos
funcionales, es la aplicación de un modelo de regresión no paramétrico robusto del estimador
de Nadaraya-Watson el cual es resistente a valores at́ıpicos.

Este documento está organizado de la siguiente manera. La Sección 2, los datos reales
de demanda de maquinaria agŕıcola en una empresa comercializadora de productos en el
sector de la agricultura desde el año 2018 al año 2021 en Colombia, covariables funcionales
exógenas como la tasa representativa del mercado y el ı́ndice de precios al consumidor
y; datos de los descuentos aplicados a las ventas de los productos. En la Sección 3, los
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métodos de predicción implicados en el estudio, funcional no paramétrico y el modelo
semi-funcional lineal parcial, aśı como los intervalos de predicción. En la Sección 4, se
presenta los resultados de los modelos aplicados. Finalmente, en la Sección 5, se muestran
las conclusiones derivadas de este trabajo.

2 Datos

Esta base de datos consiste en la demanda de productos de maquinaria agŕıcola para
el sector de la agricultura en el mercado colombiano de una empresa comercializadora,
de igual forma, se presentan algunas covariables, que pueden afectar o no, la demanda
de estos productos. La principal caracteŕıstica del comportamiento de las ventas de estos
productos es su variabilidad y la presencia de datos at́ıpicos, es decir, es un comportamiento
no estacionario. El comportamiento de la demanda al igual que las variables exógenas se
presentan en el periodo de tiempo: semanal, esto es, para la predicción de la demanda de
las 52 semanas del año siguiente, con base en las semanas del año anterior.

Las observaciones de las variables exógenas de la tasa representativa del mercado (TRM)
y el ı́ndice de precios al consumidor (IPC) están disponibles en los sitios oficiales del
Banco de la República de Colombia (2022) y el Departamento Administrativo Nacional
de Estad́ıstica (2022).

La Figura 1 muestra la demanda histórica, en unidades, para los años 2018 al 2021 en
las 52 semanas del año. Las principales caracteŕısticas de la demanda se pueden resumir en
la variabilidad, no se observa tendencia ni estacionalidad. Tanto la demanda como la TRM
y los descuentos aplicados a las ventas presentan datos at́ıpicos, para ello no se necesitará
herramientas para detectar y manejar valores at́ıpicos en series temporales funcionales. Los
métodos presentados en Osorio et al. (2021), los cuales se exponen en la Sección 3.1.1, se
aplicaron a los datos objeto de análisis, en los cuales, el método propuesto es resistente ante
la presencia de valores at́ıpicos. Se utilizan técnicas de suavizado para convertir los datos de
52 semanas en una observación funcional. Además, existen variables exógenas que podŕıan
mejorar las predicciones de la demanda de productos de maquinaria agŕıcola y podŕıan
incorporarse al modelo de predicción incluido en la Sección 3.2. Se introdujo las variables
TRM y el IPC al modelo, estas dos covariables podŕıan influir positiva o negativamente en
la demanda de productos en un páıs.

3 Modelos funcionales

El análisis de datos funcionales es una rama de la estad́ıstica que analiza datos que
proporcionan información sobre curvas, superficies o cualquier otro objeto matemático que
vaŕıe sobre un continuo. El continuo suele ser el tiempo, por ejemplo. Estas curvas se
definen mediante alguna forma funcional. Los libros publicados por Ramsay and Silverman
(2002) y Ramsay and Silverman (2005) son buenas referencias generales para el análisis de
datos funcionales utilizando una visión lineal. El libro de Ferraty and Vieu (2006), analiza
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Figura 1: Comportamiento de la demanda de productos de maquinaria agŕıcola de una
empresa comercializadora Colombiana.

los datos funcionales desde el punto de vista estad́ıstico no paramétrico, Kokoszka and
Horvath (2012), centrado en la inferencia y, más recientemente, Eubank and Hsing (2015),
el cual presenta un compendio de los conceptos y resultados matemáticos relevantes para
el desarrollo teórico del análisis de datos funcionales. Debido a la naturaleza de los datos,
los métodos de suavización no paramétricos también son herramientas útiles para análisis
funcional, enfoque seguido en este documento. En las siguientes subsecciones se presenta el
modelo funcional no paramétrico y el modelo semi-funcional lineal parcial utilizados para
la previsión de la demanda.

3.1 Modelo funcional no paramétrico

Los modelos de regresión buscan estimar la relación entre una variable dependiente o
respuesta y una o más variables independientes o predictoras. Dentro de las metodoloǵıas
de regresión existentes, el método de mı́nimos cuadrados ordinarios (MCO) se ha adoptado
generalmente por su tradición y facilidad de cálculo, sin embargo, se ve afectada por la
presencia de valores at́ıpicos, la no normalidad, la multicolinealidad y los datos faltantes (Ho
and Naugher, 2000). Los valores at́ıpicos son observaciones que parecen incoherentes con el
resto de los datos, a menudo, estos puntos influyentes, además de permanecer ocultos para
el usuario, hacen que los modelos no presenten resultados fiables (Alma, 2011; Rousseeuw,
1984).

Para resolver este problema, se ha desarrollado nuevas técnicas estad́ısticas que no se
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ven afectadas ante la presencia de valores at́ıpicos. Algunas alternativas son: los mı́nimos
cuadrados recortados (LTS, por sus siglas en inglés), la estimación M de Huber, la estimación
MM, Regresiones robustas a partir de M-estimadores, S-estimadores (Birkes and Dodge,
1993; Schumacker et al., 2002; Wilcox, 2004; Staudte and Sheather, 1990) y, Velasco
et al. (2020) proponen un estimador basado en la regresión C3S. Otros autores también
adoptaron métodos robustos para reforzar los estimadores muestrales como para detectar
observaciones at́ıpicas, ver por ejemplo Peña and Prieto (2001), Maronna and Zamar (2002)
y Olive (2004). El objetivo principal de la regresión robusta es proporcionar resultados
resistentes en presencia de valores at́ıpicos.

El análisis de regresión puede ampliarse para tratar datos funcionales, lo que da lugar
a la regresión funcional. Probablemente, el modelo de regresión más utilizado es el modelo
lineal clásico en el que las variables son escalares. Si se introducen curvas en lugar de valores
escalares, se pueden obtener tres modelos de regresión diferentes:

• Modelo totalmente funcional: tanto la respuesta como los regresores son curvas.

• Modelo de respuesta escalar: respuesta escalar y regresores funcionales.

• Modelo de respuesta funcional: respuesta funcional y regresores escalares

Esta clasificación dada para el modelo de regresión lineal puede aplicarse a otro tipo de
modelos, como los modelos de regresión lineal-parcial o no paramétrica (Raña, 2016).

El primer método de predicción abordado en el presente documento, es el modelo
funcional no paramétrico (FNP), en particular para la previsión de la demanda. Un enfoque
basado en la regresión no paramétrica con funcional tanto de la variable respuesta como
la variable predictora, fue propuesto en Ferraty et al. (2011) en un entorno de curvas
independientes. En Aneiros et al. (2013) se utilizó dicho modelo para predecir las curvas de
demanda residual. También en Vilar et al. (2012) se empleó este modelo considerando la
variable respuesta como escalar. En el presente trabajo, se considerará la variable respuesta
funcional, para predecir la demanda del siguiente año. Es decir, al considerar la respuesta
funcional, predice directamente la curva semanal mientras que, con la respuesta escalar,
se predice solo un d́ıa por separado. Este modelo es posible extrapolarlo a otros periodos
de tiempo, incluso a otras jerarqúıas presentes en la información de las ventas de productos.

La serie temporal de demanda se considerará realizaciones de tiempo discreto de un
proceso estocástico de tiempo continuo, {ζ(t)}t∈R, las unidades para t son semanas del año,
es decir, τ = 52 para la previsión de la demanda del siguiente año. Considerando que dicho
proceso se observa en el intervalo t ∈ [a, b), con b = a+Nτ , donde N = 52, es la longitud
del ancho de banda, las curvas observadas semanales de la demanda puede escribirse como
{ζi}Ni=1, donde ζi(t) = ζ(a + (i − 1)τ + t), con t ∈ (0, τ ]. Se obtiene la predicción para
cada semana, con una semana de antelación de la demanda de productos de maquinaria
agŕıcola, ζN+1(t), con t ∈ {1, 2..., 52}, en el año 2019 a partir de la información dada por
las 52 semanas anteriores.

6



Se desea predecir la variable ζN+1(t) donde t ∈ {1, . . . , 52} usando información dada de
{ζi(t) : i = N − 52, ..., N}, el modelo no paramétrico (FNP) puede escribirse como:

ζi+1(t) = mt(ζi) + ξt,i+1, i = 1, ..., n, (1)

donde mt(.) es una función no paramétrica desconocida de la serie y ξt,i+1 es un término

de error, con media cero. Aśı pues, una predicción ζ̂N+1(t) para la variable ζN+1(t) puede ser

obtenida estimando m̂t(ζN) en (1), es decir, ζ̂N+1(t) = m̂t(ζN). En el contexto actual, este
enfoque consiste en estimar la autorregresión funcional, mt, utilizando los valores anteriores
de la demanda del año completo y aplicar esta funcional estimada al último año observado.

Un estimador de tipo Nadaraya-Watson para mt se define como:

m̂FNP
t,h (ζN) =

n∑
i=1

ωh(ζN , ζi)ζi+1(t) (2)

Los pesos ωh(., .) en (2) se construyen como:

ωh(ζN , ζi) =
K(d(ζN , ζi)/h)
n∑

i=1

K(d(ζN , ζi)/h)

, (3)

dondeK : [0,∞) −→ [0,∞) es una función kernel, h > 0 es un parámetro de suavización
y d(., .) es una semimétrica. Tanto el ancho de banda como la semimétrica son aspectos
relevantes para el buen comportamiento asintótico y práctico del estimador. Los métodos
de kernel son bien conocidos y utilizados intensamente ya que son una forma útil de hacer
la ponderación local. La idea principal de la ponderación local entorno a ζ es atribuir a
cada ζi un peso que tenga en cuenta la distancia entre ζ y ζi; cuanto más distante esté
ζi de ζ, menor será la ponderación. Existe una amplia literatura en este campo, para una
presentación del estado del arte, véase Horová et al. (2002) y Ferraty and Vieu (2006). Para
el desarrollo del presente trabajo se considerará el kernel Gaussiano, este se define como

k(µ) = 1√
2π
exp

{
−µ2

2

}
.

El estimador de Nadaraya-Watson, propuesto por Nadaraya (1964) y Watson (1964),
es una media ponderada localmente que utiliza una función de kernel, como se muestra
en (3). Sin embargo, la inclusión de este tipo de estimador puede traer problemas ante
la presencia de observaciones at́ıpicas. Como diferenciador de la metodoloǵıa propuesta
en Vilar et al. (2018), este trabajo, propone una variación de este estimador que incluye
una función de peso basada en una versión robusta de la profundidad de Mahalanobis
multivariante abordada en Osorio et al. (2021).

3.1.1 Modelo Nadaraya-Watson robusto como suavizador de observaciones

Dado un par de observaciones (xi, Yi), ..., (xn, Yn), donde la variable dependiente Y está
relacionada con la variable independiente x. La distancia de Mahalanobis al cuadrado de
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las observaciones wi = (xi, yi) mediante PMD2
R(wi) = (wi − µ̂R)

′
Ŝ−1
R (wi − µ̂R), donde

µ̂R y Ŝ−1
R son estimadores robustos multivariantes de localización y dispersión. El objetivo

de la aplicación de esta distancia PMD2
R(wi) es establecer una medida de profundidad

de Mahalanobis de la forma PMhD(wi) = (1 + PMD2
R)

−1, Osorio et al. (2021) propone
considerar PMhD(wi) para medir la periferia de los puntos, de ese modo, introducir una
función de peso d(wi) que depende del rango de la medida de profundidad para cada wi,
esto es:

d(wi) = PMhD(wi)

(
n∑

j=1

PMhD(wj)

)−1

, (4)

donde d(wi) : R2 −→ (0, 1) siguiendo el procedimiento introducido en Liu et al. (1999);
de modo que las observaciones con poca profundidad, o gran perificidad, obtienen pesos
pequeños (Stahel (1981); Donoho and Gasko (1992)). d(wi) permite definir un nuevo peso
para ωh(ζN , ζi) basado en una estimación robusta de la profundidad de Mahalanobis. Por
lo tanto, aplicando (4) en (3), la propuesta para el estimador robusto de Nadaraya-Watson
se define como:

ω∗
h(ζN , ζi) =

d(wi)K(d(ζN , ζi)/h)
n∑

i=1

d(wi)K(d(ζN , ζi)/h)

,

Se observa que este estimador penaliza los datos con poca profundidad. En la Sección
4 se presenta los principales resultados de este trabajo. Asimismo, dado que d(wi) está en
función de estimadores robustos de localización y dispersión, se propone utilizar algunos
estimadores conocidos de la literatura utilizada en Osorio et al. (2021) los estimadores
son: la profundidad estándar de Mahalanobis MAH (Olive, 2004), Comedian (Falk, 1997),
Fast-MCD (Rousseeuw and Van Driessen, 1999) MRD (Ro et al., 2015) y MRCD (Boudt
et al., 2020).

3.1.2 Ancho de banda

El ancho de banda h > 0 juega un papel importante porque controla el número de términos
en la media ponderada. En efecto, cuanto menor es h, menor es el número de ζi+1 que se
tienen en cuenta en la media. Por lo tanto, es más sensible m̂FNP

t,h (ζN) a las pequeñas
variaciones de los ζi+1. En el caso contrario, cuanto mayor es h, mayor es el número de
términos en la suma y menos sensible es m̂FNP

t,h (ζN) respecto a pequeñas variaciones de
los ζi+1. En el contexto no paramétrico, h se denomina ancho de banda porque permite
seleccionar el número de términos contenidos en la expresión del estimador (Ferraty and
Vieu, 2006).

Diferentes métodos para la selección del ancho de banda se tuvieron en cuenta:

• Calculo de ancho de banda de validación cruzada: encuentra un ancho de banda
adecuado no paramétrico. Este método de selección de ancho de banda es basado en
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datos, pueden ser muy exigentes desde el punto de vista computacional (Hayfield and
Racine, 2008; Quintela and Vilar, 1991).

• Calculo de ancho de banda de función genérica densidad: calcula las estimaciones de
la densidad del kernel. Su método por defecto lo hace con el kernel y el ancho de
banda dados para la observación univariante funcionales (Sheather and Jones, 1991).

Por último, la base para elegir el ancho de banda óptimo es por medio de la minimización
de la medida de error porcentual absoluto medio (MAPE, por sus siglas en inglés).

3.1.3 Índices de medición

En este trabajo se utilizan los siguientes ı́ndices de medición para validar el rendimiento
de los modelos de predicción aplicados, también, para validar los métodos de selección
del ancho de banda, estos ı́ndices son: el error absoluto medio (MAE, por sus siglas en
inglés), la raiz del error cuadrático medio (RMSE, por sus siglas en inglés) y el MAPE
para evaluar el rendimiento. Los valores relativamente bajos de estas medidas sugieren una
mejor predicción.

• MAE: Utilizado con frecuencia para resolver problemas de regresión (Elizabeth Michael
et al., 2022). Es el valor absoluto de la diferencia entre el valor previsto y el valor

observado: MAE = 1
n

n∑
i=1

∣∣∣ζ̂i − ζi

∣∣∣
• RMSE: Da mayor peso a los errores grandes. Cuando se analizan las previsiones en
circunstancias en las que no se desean errores significativos, se utiliza:

RMSE =

√√√√( 1
n

n∑
i=1

(ζ̂i − ζi)
2

)

• MAPE: Es la media o promedio de los errores porcentuales absolutos de las previsiones:

MAPE = 1
n

n∑
i=1

∣∣∣∣∣ ζ̂i − ζi
ζi

∣∣∣∣∣ ∗ 100
3.2 Modelo semi-funcional lineal parcial

En la Sección 2, se introdujo la existencia de variables exógenas que podŕıan mejorar
las predicciones de las curvas semanales de demanda de productos en comparación con
aquellos que solo consideran variables endógenas. Se considera una extensión de la Sección
3.1, propuesto por Vilar et al. (2018) aplicando el modelo, también, a respuesta funcional.
Para una lectura más amplia se remite al lector a Aneiros et al. (2013).

Se introducen dos variables exógenas al modelo FNP como covariables funcionales,
estas variables son la TRM y el IPC de Colombia, igualmente, se introduce la variable
de descuentos aplicados en la venta. En este tipo de escenarios, parece natural generalizar
el modelo FNP incorporando, en la función de regresión, una componente lineal con p
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variables funcionales exógenas. Es decir, tomando como base la predicción ζN+1(t) donde
t corresponde a las 52 semanas del año, el modelo semi-funcional lineal parcial (SFPL) se
construye como:

ζi+1(t) = XT
t+1βt +mt(ζi) + ξt,i+1, i = 1, ..., n, (5)

donde XT
t+1 = (xi+1,1, ..., xi+1,p) es un vector de p variables exógenas funcionales y βt =

(βt,1, ..., βt,p)
T es un vector de parámetros desconocidos a ser estimado y ξt,i+1 es el error

funcional aleatorio con media cero. Se propone los estimadores para βt y mt(.) basados en
los mı́nimos cuadrados ordinarios y en suavización por kernel, sus expresiones son:

β̂t,h = (X̃
T

h X̃h)
−1X̃

T

h ζ̃t,h

y

m̂SFPL
t,h (ζ) =

n∑
i=1

ωh(ζ, ζi)(ζi+1(t)−XT
t+1β̂t,h),

respectivamente. Tenga en cuenta que se denota X̃h = (I −Wh)X y ζ̃t,h = (I −Wh)ζt,
donde Wh = (ωh(ζi, ζj))i+1,j+1, X = (xi+1,j)i+1,1≤j≤p y ζt = (ζi+1(t))i+1. Ahora, la previsión
de ζN+1(t) se obtiene como:

ζ̂N+1(t) = XT
N+1β̂t,h + m̂SFPL

t,h (ζN)

Si el objetivo es predecir un mes, Debe aplicarse procesos similares a los expuestos en la
Sección 3.1 si, en lugar de predecir un valor semanal para el siguiente año, se realiza la
predicción para el mes siguiente.

3.3 Intervalos de predicción

Cuando se trata de pronósticos, es importante considerar también los intervalos de predicción
(IP), ya que las previsiones puntuales no siempre son suficientes cuando se quiere obtener
predicciones para datos que incluyen mucha variabilidad. Los IP, se consideraron tanto
para el modelo FNP como para el modelo SFLP. Un IP es un intervalo asociado a una
variable aleatoria aún no observada, con una probabilidad determinada de que la variable
aleatoria se encuentre dentro del intervalo. Un intervalo de confianza (IC) es un intervalo
asociado a un parámetro. Se supone que el parámetro es desconocido, y el IC se calcula a
partir de los datos. Como los datos son aleatorios, el intervalo es aleatorio (Hall et al., 2004).

Para hallar el IC en el modelo FNP, donde mt(.) es el operador de la regresión, que es
el valor esperado de la respuesta condicionada a la variable predictora. Es decir, mt(ζN) =
E(ζN+1(t)|ζN), entonces, se puede obtener un IC del (1 − α)100% para esta expectativa
condiciona a partir de su estimador m̂FNP

t,h (ζN). Este intervalo puede ser construido como:
(m̂FNP

t,h (ζN) + qt,α/2(ζN), m̂
FNP
t,h (ζN) + qt,1−α/2(ζN)), donde qt,1−α/2 y qt,1−α/2(ζN) son los

cuantiles de la distribución mt(ζN) − m̂FNP
t,h (ζN). Este IC se dedica a cubrir el verdadero
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valor del operador de regresión, mt(ζN), y se ocupa únicamente de la variabilidad debida a
su estimación.

Ahora, en el caso del IP, el procedimiento es similar, estos, se dedican a cubrir la
respuesta y no el operador de regresión, por lo que incluyen, no sólo la variabilidad debida
a la estimación, sino también el error en el modelo. Es decir, en lugar de trabajar con la
expectativa de ζN+1(t) condiciona a ζN se trata de la distribución ζN+1(t) condicionada
a ζN . El punto de partida para construir un IP es buscar un intervalo (a, b) tal que,
P ((ζN+1(t)|ζN) ∈ (a, b)) = 1− α (Vilar et al., 2018).

3.3.1 Intervalos de predicción para el modelo FNP

Para hallar los IP, Vilar et al. (2018) propone un procedimiento bootstrap, para aproximar
las distribuciones de mt(ζN) − m̂FNP

t,h (ζN) y ξt|ζN que, en la práctica, son desconocidas.
Es importante tener en cuenta que el procedimiento bootstrap se aplica para un modelo
que se considera homocedástico, en el que la componente de error aleatorio del modelo
tiene una varianza constante. El procedimiento para construir el IP para el modelo FNP
homocedástico propuesto por Vilar et al. (2018), es el siguiente:

Dada una curva x el cual es un valor fijo del predictor funcional y una muestra S =
{(xi, Yi), ..., (xn, Yn)} el cual es asumido de (1), donde S ∈ {ζi, ζi+1(t))}t∈R

Los intervalos bootstrap (1− α) para ζN+1(t)|ζN se construyeron como:

I∗ζN ,1−α = (m̂FNP
t,h (ζN) + q∗t,α/2(ζN), m̂

FNP
t,h (ζN) + q∗t,1−α/2(ζN)),

los cuantiles bootstrap q∗t,p(ζN) son calculados mediante el siguiente algoritmo:

Paso 1: Calcular m̂FNP
t,b (ζi), i = 1, ..., n sobre el conjunto de datos S, usando un ancho de

banda b.

Paso 2: Calcular los residuales ξ̂i,i+1 = ζi+1(t)− m̂FNP
t,b (ζi) donde i = 1, ..., n.

Paso 3: Aplicar el procedimiento de bootstrap para obtener los errores: Crear n variables
aleatorias i.i.d ξ∗1 , ..., ξ

∗
n a partir de la función de distribución emṕırica de (ξ̂1,b −

ξ̂b, .., ξ̂n,b − ξ̂b), donde ξ̂b = n−1
∑n

i=1 ξ̂i,b.

Paso 4: Calcular ζ∗i+1(t) = m̂FNP
t,b (ζi) + ξ∗i , i = 1, ..., n y m̂FNP

t,hb (ζN) =
∑n

i=1 K(d(ζN ,ζi)/h)ζ
∗
i+1(t)∑n

i=1 K(d(ζN ,ζi)/h)
.

Paso 5: Repetir B veces los pasos 3-4, obteniendo B estimaciones
{
m̂∗,r

t,hb(ζN) + ξ̃r
}B

r=1
.

Paso 6: Crear B variables aleatorias i.i.d ξ̃1, ..., ξ̃B a partir de la función de distribución
emṕırica de los residuos centrados en el Paso 2. ξ̃ se aproxima al error del modelo.
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Paso 7: Calcular el conjunto de errores bootstrap:

Eboot =
{
m̂FNP

t,b (ζN)− m̂∗,r
t,hb(ζN) + ξ̃r

}B

r=1

Paso 8: Calcular el cuantil bootstrap q∗t,p(ζN) del cuantil de orden p de Eboot.

Cuando se trabaja con procedimientos bootstrap en la regresión no paramétrica, en
estos algoritmos intervienen dos anchos de banda. El primer ancho de banda, b, se utiliza
para construir los residuos que se van a remuestrear, y un segundo ancho de banda, h, se
considera para suavizar la muestra bootstrap. La obtención de la validez asintótica de los
procedimientos bootstrap requiere que b sea mayor que h (Raña et al., 2016).

3.3.2 Intervalos de predicción para el modelo SFPL

Para el modelo SFPL, el procedimiento es análogo. En este caso, la muestra será S, donde
S = {(Xi, xi, Yi), ..., (Xn, xn, Yn)}. Basado en la muestra para el modelo SFPL el cual es

asumido de (5). La variable predictora para ζN+1(t)/ {XN+1, ζN} es ζ̂N+1(t)/ {XN+1, ζN} =

XT
N+1β̂t,h+m̂SFPL

t,h (ζN). Ahora la distribución está enfocada en ζN+1(t) condicionada por las
covariables funcionales no paramétricas XN+1 y ζN . Se tiene la siguiente descomposición:

ζN+1(t)/ {XN+1, ζN} = XT
N+1β̂t,h +XT

N+1(β − β̂t,h) + m̂SFPL
t,h (ζN)

+(mt(ζN)− m̂SFPL
t,h (ζN)) + (ξt,N+1| {XN+1, ζN})

Como los valores verdaderos de la función de regresión m(t) y vector de parámetros βt

son desconocidos en la práctica, es necesario aproximar (βt−β̂t,h) y (mt(ζN)−m̂SFPL
t,h (ζN)) y

el término del error ξt,N+1| {XN+1, ζN}. Es importante tener en cuenta que el procedimiento
bootstrap se aplica para un modelo que se considera homocedástico.

El intervalo de predicción bootstrap (1−α) para ζN+1(t)| {XN+1, ζN} se construye como:
I∗{XN+1,ζN},1−α = (Lt, Ut) donde,

Lt = XT
N+1β̂t,h + m̂SFPL

t,h (ζN) + q∗t,α/2(XN+1, ζN)

y

Ut = XT
N+1β̂t,h + m̂SFPL

t,h (ζN) + q∗t,1−α/2(XN+1, ζN)

los cuantiles bootstrap q∗t,p(XN+1, ζN) son calculados mediante el siguiente algoritmo:

Paso 1: Calcular β̂t,b y m̂SFPL
t,b (ζi), i = 1, ..., n sobre el conjunto de datos S

Paso 2: Calcular los residuales ξ̂t,i+1 = ζi+1(t)−XT
i β̂t,b − m̂SFPL

t,b (ζi) donde i = 1, ..., n.

Paso 3: Aplicar el procedimiento de bootstrap para obtener los errores: Crear n variables
aleatorias i.i.d ξ∗1 , ..., ξ

∗
n a partir de la función de distribución emṕırica de (ξ̂1,b −

ξ̂b, .., ξ̂n,b − ξ̂b), donde ξ̂b = n−1
∑n

i=1 ξ̂i,b.

12



Paso 4: Calcular ζ∗i+1(t) = XT
i+1β̂t,b + m̂FNP

t,b (ζi) + ξ∗i , i = 1, ..., n y los estimadores boostrap

β̂∗
t,b = (X̃T

b X̃b)
−1X̃T

b ζ̃
∗
t,b

y

m̂SFPL∗
t,hb (ζN) =

n∑
i=1

ωh(ζi, ζN)(ζ
∗
i+1 −XT

i+1β̂
∗
t,b)

Paso 5: Repetir B veces los pasos 3-4, obteniendo B estimaciones
{
β̂∗,r
t,b

}B

r=1
y
{
m̂∗,r

t,hb(ζN)
}B
r=1

.

Paso 6: Crear B variables aleatorias i.i.d ξ̃1, ..., ξ̃B a partir de la función de distribución
emṕırica de los residuos centrados en el Paso 2. ξ̃ se aproxima al error del modelo.

Paso 7: Calcular el conjunto de errores bootstrap:

Eboot =
{
XT (β̂t,b − β̂∗,r

t,b ) + (m̂t,b(ζN)− m̂∗,r
t,hb(ζN)) + ξ̃t,r

}B

r=1

Paso 8: Calcular el cuantil bootstrap q∗t,p(XN+1, ζN) del cuantil de orden p de Eboot.

4 Resultados

En esta Sección se presentan los resultados relacionados con la previsión para el año
siguiente de las curvas semanales de demanda de productos de maquinaria agŕıcola, utilizando
los enfoques descritos en la Sección 3. Las curvas semanales de demanda de productos deben
predecirse para cada semana del año 2019, utilizando la información de las 52 semanas
anteriores. Métodos para la detección de valores at́ıpicos no fueron aplicados, en su lugar,
se aplicó una versión robusta del estimador de Nadaraya-Watson, también, se aplicó este
método para las variables exógenas y para la variable de descuentos que se dan en la venta.

Es importante recordar el objetivo propuesto en este trabajo, el cual es implementar un
modelo de regresión no paramétrica con un enfoque robusto para el alisado de los datos, con
el fin de obtener estimaciones que no se alteren por la presencia de puntos at́ıpicos y que a
su vez contribuyan a una correcta descripción de la trayectoria de los datos. Estas mejoras
son tan importantes como la predicción en śı. Como se ha mencionado en las secciones
anteriores, el parámetro de suavizado h tiene que ser seleccionado adecuadamente para
asegurar un buen rendimiento práctico. Además, también se sabe que la selección de este
parámetro de suavizado es de gran interés, en la Figura 2, se presenta diferentes valores de
h calculados con los métodos expuestos en la Sección 3.1.2.

Se observa que, entre más grande el valor de h más suave es el alisado, es decir, menos
sensible es la curva a los diferentes valores de la variable respuesta. Asimismo, menos
sensible es a valores at́ıpicos presentados en la demanda de los productos. Los tres primeros
valores de h fueron calculados basados en los datos, mientras que los dos últimos valores
de h fueron calculados dado las valores univariante, es decir, dado los xi. Para efectos del
presente trabajo, el h seleccionado será el de mejor alisado de los datos, sin perder la forma
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Figura 2: Comportamiento de la demanda de productos de la División Bombas y el alisado
con base en el ancho de banda (h).

de estos, es decir, se continuará trabajando los modelos con h = 7,138.

En adelante, para comparar la precisión de cada modelo considerado y la previsión
obtenida, ζN+1, a partir de los modelos de la Sección 3, se utilizaron los ı́ndices de medición
de la Sección 3.1.3, sin embargo, el MAPE fue la medida comparativa de los resultados
de las predicciones. Para explorar y validar el rendimiento de la robustez del estimador
propuesto en 3.1, se aplicó en cada uno de los conjuntos de datos explicados en la Sección
2. A continuación se presenta cada una de las gráficas. Cada uno de los conjuntos de datos
contienen valores at́ıpicos en mayor o menor medida.

En la Figura 3, se observa el rendimiento del Nadaraya-Watson propuesto por Vilar
et al. (2018) con el Nadaraya-Watson robusto propuesto en este documento. Este último
con diferentes estimadores de localización y dispersión, se compara la profundidad clásica
de Mahalanobis NW-MAH, NW-MCD (Fast-MCD), NW-COM (Comedian), NW-MRD
y NW-MRCD. También se muestran los diferentes comportamientos de los modelos en
cada conjunto de datos. En la Figura 3a se observa que los estimadores robustos obtienen
resultados más precisos en presencia de valores at́ıpicos, es decir, continúan la trayectoria
según la forma de los datos y no se dejan influenciar por los valores at́ıpicos, en comparación
con el NW estándar. Como se presenta en la expresión 3.1.1, la inclusión de una función
de peso basada en la profundidad trata de corregir la estimación de la regresión en los
escenarios donde se presenta valores at́ıpicos. Para la mayoŕıa de los conjuntos de datos, el
NW-MRCD obtiene las estimaciones más estables o precisas.

El Cuadro 1 muestra el MAPE para cada uno de los modelos propuestos y el suavizado
con el menor MAPE es el que se usará para el modelo SFPL propuesto en 3.2. De la tabla
se concluye también que en datos con mayor variabilidad (Demanda y Descuentos) los
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(a) Demanda (b) Descuento

(c) TRM (d) IPC

Figura 3: Modelos de Regresión robusta de Nadaraya-Watson aplicados a los datos
presentados en la Sección 2

.

métodos robustos se comportan mejor que el Nadaraya-Watson estándar, mientras en la
forma de los datos de la TRM y del IPC pasa todo lo contrario. Es importante aclarar que
estos modelos se pueden extrapolar a otra unidad de tiempo, por ejemplo, mes, semana
del mes y d́ıa. Más aún, se presentará los resultados de la predicción de la demanda para
el año 2019 tomando como base la información del año 2018 que se acaba de procesar,
involucrando variables exógenas que permitan mejorar el pronóstico. Se aplicará el modelo
propuesto en la Sección 3.2 con los nuevos conjuntos de datos funcionales.

Es importante destacar el hecho de que las covariables, TRM e IPC, incluidas en los
modelos SFPL no son observadas. Por lo tanto, para poner en práctica el procedimiento de
SFPL, es necesario tener a mano buenas previsiones para el siguiente año de los valores de
esas covariables. Sin embargo, es de conocimiento que existen sofisticados modelos para
trazar el comportamiento de la TRM e IPC que realizan las entidades encargadas de
pronosticar dichos comportamientos futuros. Aunque, ni esos modelos ni las previsiones son
públicas, es posible simularlas como escenarios optimistas o pesimistas. Para no enmascarar
el poder de predicción del modelo SFPL, se optó por incorporar las previsiones ideales dadas
por los valores propios.
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Demanda Descuentos
Modelos.FNP MAPE MAE RMSE MAPE MAE RMSE
NW 62.01 25.21 31.23 17.05 1.90 2.69
NW-MCD 54.91 25.24 34.58 16.46 1.94 2.80
NW-MAH 56.28 25.05 33.82 16.38 1.91 2.76
NW-COM 56.76 25.17 34.14 16.48 1.91 2.77
NW-MRD 51.50 25.80 36.42 16.67 1.98 2.86
NW-MRCD 54.28 25.44 35.21 16.68 1.97 2.85

TRM IPC
NW 1.44 42.71 51.19 2.22 0.07 0.10
NW-MCD 1.95 58.94 77.56 2.88 0.10 0.17
NW-MAH 1.89 57.06 72.18 2.61 0.09 0.13
NW-COM 1.88 56.58 72.96 2.78 0.10 0.16
NW-MRD 2.16 65.66 87.15 3.02 0.10 0.17
NW-MRCD 1.90 57.47 73.29 2.97 0.10 0.18

Cuadro 1: Índices de medición para las curvas de demanda de productos para cada modelo
de regresión robusta de Nadaraya-Watson.

En la Figura 4 se presenta el pronóstico de la demanda, con base en las curvas de la
TRM, IPC y los descuentos aplicados que se trabajaron con las pautas del modelo FNP
(Sección 3.1). Se consideraron los nuevos predictores para el pronóstico de la demanda
para el año 2019 obtenidos a partir de la aplicación del enfoque del modelo no paramétrico
combinado con la información de las 52 semanas previas. El ajuste del modelo es mucho
mejor, es importante aclarar que el propósito de la aplicación del modelo no paramétrico
de Nadaya-Watson combinado con métodos robustos es el alisado de los datos, por ende,
el juste puede no necesariamente ser el mejor u óptimo. Por ejemplo, en el Cuadro 1 se
presentó el comparativo de los ı́ndices de medición en el que se observa el mejor MAPE para
el pronóstico de la demanda el cual fue de 51,50, comparado con el MAPE presentado con
el modelo SFPL de 3,60. Asimismo, cabe señalar que, desde el punto de vista de la bondad
de ajuste, el rendimiento del modelo SFPL es mejor que el correspondiente al modelo
FNP (el coeficiente de determinación del modelo SFPL ajustado es de 0, 97 mientras que
el del modelo FNP es de 0, 25). Para solucionar este inconveniente el procedimiento de
construcción de los IP con el modelo FNP es posible aplicarlo nuevamente pero utilizando
un menor ancho de banda en los estimadores mejorando aśı la precisión.

Como se expuso anteriormente, es importante cuando se trabaja con predicciones calcular
los IP. La construcción de los IP de la demanda de productos de maquinaria agŕıcola se hizo
con base en los modelos homocedásticos desarrollados en la Sección 3.3. Esta elección de la
homocedásticidad está avalada por algunos análisis estad́ıstico, por ejemplo, se consideró la
prueba de Breusch and Pagan (1979) (BP), aplicada a la demanda semanal de los productos
en los cuatro años del conjunto de datos, asimismo, se verificó por métodos gráficos,
como la gráfica de dispersión de los valores ajustados contra los residuos estandarizados
determinando si la variabilidad es la misma entre esos periodos de tiempo. Con la prueba
BP, la hipótesis nula es establecer homocedasticidad en los errores. Se obtiene que no se
puede rechazar la hipótesis nula de ser homocedástica los datos a un nivel de confianza del
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Figura 4: Predicción de la demanda de productos de la División Bombas para el año 2019
usando SFPL (ĺınea verde) incluyendo variables exógenas.

95%. Aplicando los procedimientos correspondientes, se obtienen los IP para la demanda
semanal de productos de los modelos FNP y SFPL. Cada procedimiento boostrap se generó
con 1000 replicas.

En la Fifura 5 se presentan los IP del modelo FNP, en la gráfica se observa: valor
esperado, es decir, las predicciones (ĺınea azul), intervalos de predicción, es decir, rango para
las predicciones sobre una observación individual (zona gris) y los valores reales observados
de la demanda para el año 2019. Aunque como objeto de este documento no está el cálculo
de los IC, es relevante expresar que estos son más estrechos, ya que solo se refieren a la
incertidumbre en la estimación del modelo del valor esperado. Mientras que los IP son más
amplios ya que se refieren tanto a la incertidumbre del modelo como a la incertidumbre
del muestreo de cualquier observación, la última de las cuales contribuye a una varianza
mucho mayor.

El aporte de los IP en los pronósticos de ventas es que presenta una posibilidad de
inferir en los datos con base en el rango de valores que otorga el IP alrededor del valor de
la predicción puntual.

La Figura 6 presenta el IP para el modelo SFPL, este IP tiene un menor amplitud
porque existe menor variabilidad en los datos.
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Figura 5: Intervalo de Predicción de la demanda de productos de la División Bombas sobre
el modelo FNP para el año 2019.

Figura 6: Intervalo de Predicción de la demanda de productos de la División Bombas para
el año 2019 sobre el modelo SFPL incluyendo variables exógenas.

5 Conclusiones

Nuevos métodos para abordar la previsión de la demanda de productos de maquinaria
agŕıcola se han utilizado con éxito, estos métodos no paramétricos funcionales permiten la
previsión de la demanda a partir de datos funcionales arrojan buenos resultados ante la
presencia de datos at́ıpicos en las observaciones e involucrando variables exógenas, por otro
lado, se ha presentado una versión robusta del estimador de Nadaraya-Watson, basada
en la inclusión de una función de peso con enfoque en la profundidad, de acuerdo con
los resultados obtenidos de las aplicaciones en los conjuntos de datos, es posible concluir
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que este estimador presenta propiedades de robustez y mejor precisión en la previsión en
presencia de valores at́ıpicos.

Las versiones robustas presentadas en este trabajo tienen buen comportamiento respecto
al alisado, ya que las curvas generadas por los métodos se ajustan muy bien a la forma
general de los datos, es decir, no se muestran influenciadas ante la presencia de valores
at́ıpicos. Es importante considerar que tener presente variables exógenas permite mejorar
la previsión de las ventas y es de gran ayuda para las compañ́ıas que comercializan este
tipo de productos ya que la demanda se ve muy influenciada por la economı́a del páıs, el
clima, los costos de transporte en las importaciones o el tiempo que demora un producto
en estar disponible para venta, por ejemplo.

A pesar de su complejidad, el modelo SFPL puede aplicarse fácilmente a datos de alta
frecuencia, por ejemplo, datos de 1 d́ıa o la semana inmediatamente anterior, en caso de
la tasa representativa del mercado o el tiempo de llegada de los productos, cuando estén
disponibles. Todas estas caracteŕısticas hacen que este enfoque sea atractivo y con mucho
potencial para mejorar.

Los métodos aplicados en el presente trabajo permitieron abordar una solución a una
de las tareas importantes en la construcción del presupuesto comercial en las compañ́ıas,
se trata de la limpieza o suavizado de las ventas extraordinarias o ventas perdidas por falta
de stock en los históricos de ventas, los cuales, se convierten en observaciones at́ıpicas. Se
espera además, con el presente trabajo, mejorar el MAPE del presupuesto comercial actual,
ya que éste no tiene en cuenta variables del mercado que pueden afectar el comportamiento
de compra del consumidor. Asimismo, combinar los métodos aplicados en el modelo FNP
da como resultados modelos que podŕıan aportar mucho a la mejora de la precisión de
los pronósticos de la demanda cuando se presenta alta variabilidad en las ventas y la
exploración de otros elementos como trabajo futuro, tales como medidas de profundidad,
mayores dimensiones del espacio muestral o estructuras de dependencia multivariadas en
caso de múltiples covariables.
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