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“For a successful technology, reality must take preceden-
ce over public relations, for nature cannot be fooled.”
Richard P. Feynman
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Resumen

Se presenta el desarrollo de dos herramientas computacionales para la simulacién de propaga-
cién de ondas en sélidos infinitos y semi-infinitos. Ambas herramientas estan basadas en el Método
de los Elementos Finitos (FEM). En una primera parte se presenta el acople de FEM con un
Método de Elementos de Frontera (BEM) para la solucién del problema de esparcimiento en una
heterogeneidad en la parte superior de un semi-espacio. Se us6 un criterio para comprimir las ma-
trices de BEM para disminuir los recursos computacionales requeridos y poder tratar problemas
de mayor tamano.

En la segunda parte se describe la formulacion e implementacién de una herramienta de andlisis
para la propagacion de ondas en materiales con heterogeneidades periddicas. Esta pretende servir
para caracterizar las propiedades globales del material cuando por él se propaga una onda con
cierta frecuencia dada. Para esto se usaron diversos conceptos de la fisica del estado sélido y la
solucion se fundamenta en el teorema de Bloch.

Palabras clave: Propagacion de Ondas, Elastodinamica Computacional, Método de Elemen-
tos Finitos, Método de Elementos de Frontera, Ondas Sismicas, Materiales Periddicos, Ondas en
Materiales Heterogéneos.



Introduccion

Este documento presenta el desarrollo de dos herramientas computacionales para la simulacién
de propagacién de ondas en sélidos infinitos y semi-infinitos. Ambas herramientas estdn basadas
en el Método de los Elementos Finitos (FEM). En la primera parte se presenta una herramienta
para la simulacién del esparcimiento de ondas sismicas en una heterogeneidad ubicada en la parte
superior de un semi-espacio. Este problema es afrontado con un enfoque hibrido entre FEM y el
Método de Elementos de Frontera (BEM). El semi-espacio es discretizado con BEM ya que este
permite satisfacer de manera analitica las condiciones de radiacion, inherentes en dominios no
acotados. La heterogeneidad es trabajada con FEM ya que este permite con facilidad representar
dominios compuestos de diferentes materiales, e incluso no-linealidades. La discretizacién de BEM
es reescrita en términos de una formulacién basada en desplazamientos como una matriz de rigidez
estandar de FEM, lo cual permite el acople en software de elementos finitos comerciales. Adicional-
mente, las matrices de BEM se simplificaron llevandolas a una forma bandeada usando un criterio
establecido. Esto con la idea de ahorrar las necesidades de almacenamiento y permitiendo el uso de
solucionadores iterativos. Finalmente, el algoritmo resultante se probo estudiando el esparcimiento
de ondas P y SV incidiendo en canones circulares y rectangulares.

La segunda parte describe la formulacion e implementacion de una herramienta de andlisis para
lo propagacién de ondas en materiales con heterogeneidades periédicas. Esta pretende servir para
caracterizar las propiedades globales del material cuando por él se propaga una onda con cierta
frecuencia dada. El interés de analizar materiales de este tipo es variado. Por un lado, permite
obtener las propiedades efectivas globales considerando el material como si fuera homogéneo pero
teniendo en cuenta la respuesta real del material —proceso que se denomina homogenizacion—.
Por otro lado, estos materiales pueden presentar intervalos de frecuencia en los que no se propaga
ninguna onda, se denominan frecuencias prohibidas y tienen aplicaciones en el disenio de materiales
que se usen como filtro para determinados valores de frecuencia. Por ultimo, existe un interés
creciente en el area de metamateriales que busca disenar materiales que posean propiedades globales
que no existen en la naturaleza misma, p. €j., coeficiente de Poisson negativo o densidad de masa
negativa. El algoritmo se verificé contra los resultados analiticos para un material homogéneo y
un material bicapa.
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Notacion

En este documento se usaran las siguientes notaciones:

» Tensorial (indicial): Todos los tensores se presentan en coordenadas cartesianas. Se asume
la convencién de sumas de Einsten, es decir, un indice repetido implica una sumatoria sobre
dicho indice. Por ejemplo, las componentes de un vector (tensor de primer orden) se denotan
como x;, con i = 1,2 —pues se trabaja bajo la hipdtesis de deformacién plana—. Las derivadas
espaciales se denotan con una coma, entonces

of

sza—xl

Las derivadas temporales se denotan con un punto sobre la expresién a derivar, por tanto

=1
~ ot

y entonces las velocidades y aceleraciones se representan como u y i, respectivamente.

= Vectorial: Un vector se denota como un caracter en negrilla. Por ejemplo, el vector posicién
de un punto con coordenadas (z1,%3) se denota como x. En esta notacién los operadores
vectoriales se usan de forma usual.

» Matricial: Un vector columna se escribe entre llaves {V'} y una matriz entre corchete [K].



Capitulo 1

Método de Elementos Finitos en
Elastodinamica

1.1. Elastodinamica

La Elastodinamica es el estudio de las ondas elasticas, las cuales estan relacionadas con la
teoria linealizada de la elasticidad. Una onda elastica es un tipo de onda mecéanica que se propaga
en un medio eldstico. Mientras que la densidad volumétrica de masa aporta la fuerza inercial, la
elasticidad del material provee la fuerza de restitucién, siendo ambas componentes necesarias en
una onda mecénica, [1-3].

En el caso de un sélido tridimensional las ondas pueden ser descritas a partir de la ecuaciones
de continuidad y conservacion del moméntum, ademés de las relaciones constitutivas.

» Continuidad, la cual nos dice que la cantidad de masa del cuerpo se conserva entre dos
estados:

p=—(pti),; -
» Conservacion del moméntum, la cual es una version generalizada de la segunda ley de Newton:

pi; = 0ij;+ fi -

= Relaciones constitutivas, las cuales establecen una relacién entre el tensor de esfuerzos y el
tensor de deformaciones. En el caso elastico lineal se usa una versién generalizada de la Ley
de Hooke:

0435 = Uijki€kl -
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En donde u; es el desplazamiento de un punto material en al direccién ¢, p es la densidad vo-
lumétricas, o;; son las componentes del tensor de esfuerzos, € son las componentes del tensor de
deformaciones, f; son las componentes de las fuerzas de cuerpo' y Cjj las componentes del tensor
de elasticidad y depende del material del que esté hecho el medio. Para un medio isotrépico y lineal
se tiene la siguiente relacién constitutiva

Oij = Njjerk + 265

siendo A y u los pardmetros de Lamé que pueden expresarse en términos del médulo de Young y
el coeficiente de Poisson como [4]

Ev
A= (1+v)(1-2v)
_E
P o+

y 0;; es el delta de Kronecker. A partir de las relaciones anteriores se llega a la ecuacién de Navier-
Cauchy
(A +2p)uzij + pui gy + fi = pii; (1.1)
o en notacion vectorial
0%u
A+2u0)V(V-u) — pV x V xu+f:pw :

La naturaleza ondulatoria de (1.1) puede verse haciendo una descomposicién de Helmholtz del
campo de desplazamientos en una parte longitudinal y una parte transversal [5]

u=Vo+Vx, (1.2)

en donde ¢ es el potencial longitudinal, y por tanto V x ¢ = 0. 9 es el potencial transveral, y por
tanto V - ¢ = 0.

Substituyendo (1.2) en (1.1) se llegan a dos ecuaciones de onda que estén desacopladas en el
caso de dominios infinitos, estas son

1 1 9?%p
1 1 0%

los términos V - f y V x f corresponden a fuerzas de cuerpo en forma de campos longitudinales y
transversales, respectivamente. La fuerza gravitacional podria incluirse en el primer grupo mientras

1Las fuerzas de cuerpo son fuerzas distribuidas al interior del volumen, como fuerzas inerciales, gravitacionales
o electromagnéticas.
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que una fuerza generada por un campo magnético podria incluirse en el segundo. Los pardmetros «
y 8 son las rapideces de las ondas longitudinales y transversales, respectivamente. Estas rapideces
se definen como

o A+2u
o =

: (1.5)
gr=t (L6)

ya que A\, p y p son numeros positivos o > [ y por esta razén también se le llama a las ondas
longitudinales ondas P por ser las primeras en observarse en un sismo, de la misma forma a las
ondas transversales se les denomina ondas S.

Ya que en elastodinamica estamos hablando de ondas —longitudinales y transversales— debe-
mos tener en cuenta que estas pueden experimentar como cualquier onda, reflexion, refraccién,
interferencia y difraccion. En general, cuando una onda viaja de un medio con unas propiedades a
otro medio con propiedades diferentes ésta puede presentar reflexion, refraccién y difraccién. A la
superposicion de estos tres fenémenos la denominaremos esparcimiento. En los textos en espanol
suele encontrarse que a este fenénmeno lo denominan indistintamente esparcimiento o dispersion,
sin embargo el término dispersién lo usaremos para referirnos a la dependencia de la velocidad
de propagacion de una onda con la frecuencia de la misma. De esta forma tenemos términos para
referirnos a las palabras inglesas scattering y dispersion como esparcimiento y dispersion, respec-
tivamente.

Como se mencioné anteriormente la dispersion es el fenémeno en el cual la velocidad de fase
depende de la frecuencia. O de manera equivalente, es el fendnmeno en el cual la velocidad de grupo
depende de la frecuencia. En el caso de medios no dispersivos la velocidad de fase y la velocidad
de grupo coinciden, por tanto no se hace distincién entre ellas y se denotan como velocidad de la
onda. Sin embargo, en el caso mas general estas velocidades no coinciden y por esto es necesario
hacer distincién entre ellas. La velocidad de fase es la velocidad a la que se propaga la fase de
una onda con una frecuencia particular, se define como

V=~ , (17)

en donde w es la frecuencia angular y k el nimero de onda. La velocidad de grupo es la velocidad
a la que se propaga la envolvente de una onda, alternativamente, es la velocidad a la que se propaga
un pulso o paquete de onda con cierta forma dada. Este se define como

ow
- Ok
la velocidad de grupo suele asociarse con el flujo de energia ligado a la onda, sin embargo estos
no siempre coinciden, pero es muy comun que sea asi [6,7]. A la funcién w(k) se le conoce como
relacion de dispersion y brinda mucha informacion acerca de la propagacion de la onda a diferentes
frecuencias. La Figura 1.1 muestra una relacion de dispersion y esquematiza las velocidades de fase
y grupo.

(1.8)

Vg
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" Velocidad de fase

[
[
ot
Y
s

s
P3s-
.

Velocidad
no dispersiva P

Frecuencia angular (o)

Numero de onda (k)

Figura 1.1. Esquema de una onda dispersiva. La velocidad de fase es la pendiente de la secante
que pasa por 0 y por el punto en cuestién, mientras que la velocidad de grupo es la pendiente de
la tangente.

1.1.1. Hipodtesis de Deformaciéon Plana y Ondas S Polarizadas

En este trabajo nos centraremos en el caso de deformacién plana [8]. Un cuerpo en estado de
deformacion plana puede ser descompuesto en cortes trasversales idénticos y entonces resolver el
problema para uno de estos cortes. Esto es debido a la ubicacion lejana de los extremos del sélido,
por tanto la deformacién sélo sucede en el plano medio. La Figura 1.2 muestra graficamente la
condicién de deformacién plana.

En el caso de una onda propagandose en un espacio infinito o semi-infinito se puede hacer una
simplificaciéon a un problema en 2D. Este problema en 2D contiene toda la informacién de la onda
P ya que los desplazamientos son en la misma direccion que la propagacion de la onda por tratarse
de una onda longitudinal. En el caso de la onda S existe informacién que se encuentra en el plano,
es decir, ondas cuyo desplazamiento se encuentra en el plano y son perpendiculares a la propagacién
de la onda y se denotan como ondas SV y otras cuyo desplazamiento es perpendicular al plano
y se denotan como ondas SH. Las ondas SV y SH se conocen como ondas plana y antiplana,
respectivamente y constituyen un caso de polarizacién de la onda S més general que puede tener
parte del desplazamiento en el plano y parte por fuera del mismo. Para resolver el problema
de la propagacion de ondas en el plano se saca provecho de que el problema de la onda SH
estd desacoplado del relacionado con las ondas SV y P. Pues, aunque en un dominio infinito las
ondas Py S estan desacopladas no funciona de igual forma cuando las ondas se encuentran con una
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z

Figura 1.2. Hipotesis de deformacién plana. A la izquierda estd representado el sélido en tres
dimensiones y a la derecha estd su simplificacién a un modelo 2D.

frontera en donde se presenta una relacion entre los dos problemas. Esta discusién esta ampliamente
tratada en [1,2].

1.2. FEM en Elastodinamica

El Método de Elementos Finitos es una técnica bien conocida para la solucién de ecuaciones
diferenciales parciales, sujetas a condiciones de frontera (problema de valores en la frontera) y
condiciones iniciales (problema de condiciones iniciales con valores en la frontera). La idea del
método es la de convertir el problema a resolver en un sistema de ecuaciones lineales usando la
version débil de la ecuacién diferencial en cuestién y el uso de una base de interpolacién que consiste
en polinomios definidos sobre dominios disjuntos (llamados elementos). Para una descripcién del
método pueden consultarse [9-11].

Para llegar a la forma débil a utilizar se puede partir de (1.1) y utilizar un método de residuos
ponderados, ver [12], o se puede partir del Principio de D’Alembert (Teorema de trabajos virtuales)
que es equivalente al Principio de Hamilton (Principio de minima accién), ver [4,13]. El Lagrangiano
asociado al problema elastodinamico es

Q Q

Q r

en donde el primer término es la energia potencial de deformacién, el segundo es la energia cinética
del cuerpo, el tercero es la energia de deformacién asociada a las fuerzas de cuerpo y el iltimo
estd asociada a la deformacién generada por tracciones distribuidas en la frontera del dominio. Se
tiene entonces que la solucién u; del sistema es la que haga que el lagrangiano sea estacionario, en
este caso particular la que minimice este funcional.
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Una vez se tiene la forma variacional asociada al problema que quiere resolverse se procede
a hacer una interpolacién de las variables del problema, desplazamientos u en este caso. Esta
interpolacién se hace sobre el dominio de cada elemento (ver Figura 1.3), teniendo

{u} = [N]{U°} , (1.10)

en donde U® son los desplazamientos de los nodos del e-ésimo elemento y [N¢] es la matriz que
contiene las funciones de interpolacion para el elemento e-ésimo. De igual forma pueden interpolarse
las derivadas de u, el tensor de deformaciones se interpola como

{e} = [B°|{U*} , (1.11)

en donde [B€] es la matriz que contiene las funciones de interpolacién para las derivadas de u.

(a) Geometria original (b) Geometria aproximada por elemen-
tos

Figura 1.3. Geometria del problema aproximada por elementos finitos.

Luego de sustituir (1.10) y (1.11) en (1.9) y de aplicar la primera variacién y asumiendo que
no hay disipacién de energia en el material 2 se llega a un sistema de ecuaciones de la forma

[KHU} — [M{U} = {F} | (1.12)

2En el caso més general el sistema obtenido es [K]{U} + [D]{U} — [M]{U} = {F}. La matriz [D] representa
la disipacién del sistema que puede deberse por la inmersién del sélido en el seno de un fluido viscoso, o por el
calentamiento del sélido internamente [1].
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siendo

K= [1BClBas, |

)= [ vrivas, |

€ Q.

(Fr =Y / NTEAQ, + 3 / (N"tdr, |

5,

con [C] el tensor de elasticidad organizado como matriz segin la notaciéon de Voigt [8], £ son
las fuerzas de cuerpo, t son las tracciones sobre la superficie y los subindices e y s se refieren a
elementos en el dominio y sobre la frontera, respectivamente.

La ecuacién (1.12) representa un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en el tiempo que
puede ser resuelto por algiin método numérico como Diferencias Finitas o Runge-Kutta, para los
métodos en si ver [14], para los métodos aplicados a FEM ver [10]. Otra opcién para resolver (1.12)
es asumir que los desplazamientos y las fuerzas de cuerpo tienen un comportamiento armoénico, i.e.

T iwt
U=Ue"" |,
1 dwt
F=Fet

en donde ¢ = v/—1. U es el vector que representa el desplazamiento de los puntos nodales con un
movimiento armoénico de frecuencia w, asimismo F es el vector que representa las fuerzas nodales
que son arménicas y tienen frecuencia angular w. Remplazando estos valores en (1.12) se obtiene

(KUY = [M{U} = {F} (1.13)

a resolver (1.13) se le denomina andlisis armdnico en la literatura. Para encontrar la solucién
para una una excitacién F(t) se resuelve (1.13) para diferentes valores de w tomando F como
una fuerza unitaria de frecuencia w y entonces se tendria la funcion de transferencia del sistema.
Posteriormente se obtiene la respuesta en el tiempo convolucionando la transformada de Fourier
de F(t) con la funcién de transferencia. Este tipo de problemas son los que se tratan en la primera
parte del trabajo.

Para la segunda parte del trabajo se toma (1.13) y se hace F' = 0 obteniendo
[K{U} = w*IMH{U} (1.14)

que es un problema de valores propios generalizado. Debido a la base fisica de donde se obtienen
las matrices [K] y [M] estdn son simétricas y positivas definidas (la matriz de rigidez K puede ser
positiva semi-definida), por tanto los valores propios w? son todos positivos o iguales a cero. Una
forma de resolver este problema de valores propios generalizado es realizar una factorizacién de
Cholesky de la matriz de masa [M] = [C]7[C] y convertir el sistema a

(K{y} = w*{y} |



CAPITULO 1. METODO DE ELEMENTOS FINITOS EN ELASTODINAMICA 11

~

con [K] = [C]"T[K][C]™", y = [C]{U}. Y luego de esto aplicar un algoritmo de solucién de valores
propios estandar [15].



Parte 1

Ondas en Medios Semi-Infinitos:
Esparcimiento de Ondas Sismicas
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Capitulo 2

Estado del arte

Esta parte del documento se refiere a métodos de solucién para el problema de esparcimiento de
de ondas elasticas. Uno de los principales retos para la simulacion numérica de este problema, cuan-
do se trata con dominios infinitos o semi-infinitos, es la imposicién de las condiciones de radiacién
de una manera adecuada [16]. Cuando el andlisis se realiza usando un método de descomposicién
de dominio, p. ej., el Método de Diferencias Finitas (FDM) o FEM, el dominio computacional
debe estar descrito por un dominio finito. Esto genera una superficie de truncamiento en donde
deben imponerse condiciones de frontera que reflejen la infinitud del problema original. Aunque
existen gran variedad de métodos para la imposicion de fronteras absorbentes de manera eficiente
en la literatura [17, 18], su uso a nivel préctico es aun limitado. Esto se debe en buena medida
a la complejidad asociada a muchas de las formulaciones disponibles o, ademés, por requerir de
tipos especiales de analisis no disponibles en cddigos comerciales y por sus limitantes en cuanto a
memoria de computo.

En el presente trabajo se muestran los resultados de la exploracién de técnicas de solucion
aproximadas que pueden ser facilmente implementadas y acoplada en software de elementos finitos
comerciales, siendo herramientas ttiles para la solucién de problemas de esparcimiento de escala
moderada. En general, la complejidad de las condiciones de frontera de radiaciéon es una funcion
del grado de no-localidad espacio-temporal —con qué puntos de la frontera interactiia cada punto
sobre la misma— considerada en el modelo. En los casos clasicos de FDM y FEM, la no-localidad es
una condicién que no es natural. Entonces, con la idea de obtener un método de solucién practico,
el analista debe sacrificar la precisiéon para ganar localidad. Ademads, se han obtenido buenos
resultados con el compromiso entre la no-localidad y la ubicacién de las superficie de truncamiento
mas lejos de la superficie libre, lo que lleva a modelos computacionales grandes. Recientemente
se pueden encontrar simulaciones a gran escala en donde se usan métodos de descomposicién
de dominio en trabajos de Frankel (1993) [19], Komatitsch y Tromp (1999) [20], Bielak et al
(2003) [21,22], Komatitsch et al (2004) [23], Min et al (2003) [24], Frehner et al (2008) [25], Lee et
al (2008, 2009) [26-28], Ichimura et al (2009) [29], Ké&ser et al (2009) [30], Bielak et al (2010) [31],

13



CAPITULO 2. ESTADO DEL ARTE 14

Chaljub et al (2010) [32], Lan and Chang (2011) [33] and Cupillard et al (2012) [34].

En una segunda clase de métodos, la condicion de radiacién es impuesta en términos de for-
mulaciones integrales en la frontera que tienen una interaccion no-local entre los términos de la
frontera. Estos, se corresponden con diferentes Métodos de Elementos de Frontera (BEM). En este
caso la condicién del medio infinito se satisface de manera analitica haciendo uso de la funcién de
Green del problema [5,16,35,36]. Los algoritmos resultantes son inherentemente no-locales, tanto
en el espacio como en el tiempo. En términos generales, las formulaciones basadas en integrales
en la frontera dan resultados con alta exactitud aunque son computacionalmente demandantes;
los altos costos computacionales son en parte debidos a lo complejo de las funciones de Green de
algunos problemas. Las matrices resultantes de BEM, en general, no son simétricas y son den-
sas (completamente pobladas), ademés el método presenta dificultades para tratar con materiales
heterogéneos y con no-linealidades. El uso de BEM para la soluciéon del problema de esparcimien-
to de ondas eldsticas puede ser revisado en Pao y Varatharajulu (1976) [16], Beskos y Manolis
(1988) [37], Sédnchez-Sesma y Campillo (1991) [38], Banerjee (1994) [39], Sanchez-Sesma y Luzén
(1995) [40], Janod y Coutant (2000) [41], Iturrardn-Viveros et al (2005) [42] entre otros.

Una tercera estrategia de solucién que es cominmente usada es una combinacién que tiene en
cuenta los efectos de radiaciéon usando BEM mientras que el dispersor (incluyendo heterogeneidades
o no-linealidades) es tratado con un algoritmo de FEM, ver por ejemplo Brebbia y Georgiou
(1979) [43], Beer y Meek (1983) [44], Banerjee (1994) [39], Zienkiewicz et al (1997, 2005) [11,45],
Boutchicha et al (2007) [46], Helldorfer et al (2007) [47], Seghit et al (2009) [48] y Bielak et al
(2009) [49]. Este enfoque es bastante atractivo en el caso de modelizar el subdominio de BEM
con una formulacion basada en desplazamientos, haciendo més sencillo el acople con la parte del
modelo discretizada con FEM. En este caso las condiciones de frontera de espacio infinito o semi-
infinito se reducen a la forma de un elemento finito basado en desplazamientos simple, y por
tanto puede ser incorporado en una gran cantidad de software comercial de elementos finitos que
permitan la inclusién de subrutinas de usuario, por ejemplo, Abaqus® [50] y FEAP [51]. A pesar
de que esta técnica es ampliamente conocida, las matrices de rigidez resultantes que corresponden
a las condiciones de frontera de espacio infinito siguen siendo densas, lo cual destruye el caracter
bandeado de las matrices en el algoritmo de elementos finitos, convirtiéndose en el parametro que
controla los requerimientos de memoria.

Como se menciond anteriormente, esta parte del documento presenta algunas técnicas numéri-
cas aproximadas para la solucién del problema de esparcimiento de ondas elasticas para escenarios
de un tamano moderado que puedan ser incluidas en software de elementos finitos comerciales.
El enfoque que se trabajé estd basado en la conversion de la matriz de rigidez del sub-dominio
discretizacion con BEM, denominado super elemento de frontera, a una forma bandeada. Esta ope-
racién de bandear la matriz de rigidez resultante y no las matrices de desplazamientos y tracciones
de BEM directamente es obligatoria ya que la inversa de una matriz bandeada no es bandeada,
en general, y por otro lado, el producto de matrices bandeadas es una matriz bandeada pero con
un ancho de banda que es mayor que el de las matrices originales. Se conocen aproximaciones
similares en el caso de algoritmos de BEM puros. Bouchon et al (1995) [52] usaron un criterio
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en el que hacian cero todos los términos que estuvieran por debajo de un umbral prefijado para
hacer que la matriz fuera dispersa. Ostrowski et al (2006) [53] usaron matrices jerarquicas y una
aproximaciéon adaptativa cruzada, el cual es un procedimiento completamente algebraico, para
comprimir los operadores integrales de BEM en forma discreta. Abe et al (2001) [54] y Eppler
y Harbrecht (2005) [55] usaron un BEM basado en wavelets para empaquetar las matrices resul-
tantes. E1 Método de Elementos de Frontera con Multipolos Rapidos (FM-BEM), Liu (2009) [56],
ha ganado popularidad gracias a su bajo costo tanto en requerimientos de almacenamiento como
en tiempo de calculo. Estos métodos estan basados en una expansion lejana para los kernels de
las ecuaciones integrales. Fujiwara (1998, 2000) [57, 58] us6 un método FM-BEM para resolver
problemas de esparcimiento de ondas elasticas en 2D y 3D.



Capitulo 3

Soluciéon del Problema de Esparcimiento

3.1. Método de Elementos de Frontera

El problema de esparcimiento esta esquematizado en la Figura 3.1. El dispersor es tratado
con un algoritmo de FEM clasico mientras que el semi-espacio es tratado con BEM. La forma de
trabajar el campo de desplazamientos es igual a la que presentaron Bielak y Christiano [60] en
donde la tinica incognita en el semi-espacio es el campo esparcido,

u=u’+u’

en donde u representa el campo de desplazamientos totales, u’ el campo incidente més el reflejado
y u’® el campo esparcido. Se desea expresar el problema en términos del campo esparcido, para esto
se usa el hecho de que el campo de tracciones en la frontera puede expresarse como t +t° +t* = 0.
Matematicamente, esto puede interpretarse como una serie de fuentes de campo esparcido, ubicadas
sobre la superficie de contacto entre los dos medios. El problema se formula entonces en términos
de las funciones de Green usando un teorema de representacién integral (Método de Frontera
Directo) o una superposicién de fuentes puntuales ubicadas sobre la frontera (Método de Frontera
Indirecto).

Independientemente de si el Método de Elementos de Frontera que se use es Directo o Indirecto,
ambos métodos se basan en el concepto de soluciones fundamentales o funciones de Green para
un problema especifico G;;(x; ) y Hyj(x; &, e ). Estas funciones nos permiten expresar, respectiva-
mente, el desplazamiento y la traccién en la direccién i-ésima en un punto x debidas a una carga

16
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_ _ Dispersor
Sem1-espac1o/—>/

/
/

Figura 3.1. Representacién esquemaética del problema de esparcimiento.

puntual aplicada en la direccién j-ésima en el punto £ como puede verse en(3.1)

Entonces un componente fundamental para la aplicacién de BEM es conocer las soluciones
fundamentales, o funciones de Green del problema. Si escribimos la ecuacion diferencial en forma
abstracta como

Lui(x) = fi(x), (3.2)
la funcién de Green seria la solucién de la ecuaciéon
L7Gij(x);€) = dij(x — &) (3.3)

L* es el operador adjunto de L, en el caso elastodindmico £* = L y se dice que el operador es
autoadjunto. Desde un punto de vista fisico puede relacionarse a G;; con la respuesta que tiene
el sistema a un estimulo puntual (representado por el delta de Dirac), asi como u es la respuesta
(como desplazamiento) a un estimulo f que es una densidad volumétrica de fuerza. En el caso de un
semi-espacio el problema debe estar sujeto a condiciones de superficie libre (tracciones nulas) y los
desplazamientos generados por el campo esparcido deben ser cero en el infinito, estas condiciones
de frontera deben cumplirse tanto para la funcién u y sus derivadas como para la funcién G;; y
sus derivadas.

En el caso de un dominio acotado la funciéon de Green puede expresarse como una supersposicion
de las funciones propias del operador L, en [5,39] se expresan algunos métodos para calcular las
funciones de Green en algunos problemas. En el caso de problemas semi-infinitos la funcién de
Green suele calcularse a partir de la funciéon de Green del problema infinito usando el método de las
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imagenes [36,61] que es un procedimiento estandar en electromagnetismo. En el caso elastodindmico
el método de las imagenes no satisface la condicién de tracciones nulas y aparece un término extra
debido a que las componentes cortantes de las tracciones de la fuente y la imagen van en la misma
direccién [2,3,62], Bouchon y Aki [63] plantearon un método basado en la superposicién de fuentes
puntuales para numeros de onda horizontales discretos ubicados sobre la superficie. Debido a la
complejidad de estas expresiones se presentan en el anexo Funciones de Green para el Semi-
espacio.

Una vez obtenidas las matrices que representan de manera discreta al dominio de interés se pro-
cede a excitar la superficie de contacto entre el semi-espacio y el dispersor, ver [60], para diferentes
valores de frecuencia. Estos valores de frecuencia se barren en un intervalo que estd relacionado
con el espectro de las senales para las que se desea conocer la respuesta. Una vez se resuelve para
cada frecuencia lo que se obtiene es la funcién de transferencia para esa frecuencia, para conocer la
respuesta — en el tiempo — a dicho estimulo basta con realizar la convolucion entre la transformada
de Fourier de la senal y de esta funcion de transferencia.

3.1.1. Método de Elementos de Frontera Directo (DBEM)

El Método de Elementos de Frontera Directo se basa en el teorema de reciprocidad de Betti
para llevar a una representacién integral conocida como la identidad de Somigliana [1,39] que es la
base de la Ecuacion Integral en la Frontera (BIE, del inglés Boundary Integral Equation) que trata
el método numérico. La BIE también puede ser obtenida a partir de las ecuaciones (3.2) y (3.3) e
integrando sobre el dominio de interés [5], lo cual puede ser entendido como un método de residuos
ponderados en donde se escogen las funciones test como las funciones de Green del problema.

La ecuacién en la frontera (BIE) a resolver es

Cij(§ui(§) :/Gij(x§€)ti(xvﬁx)dr(x)_/ Hij(x, fog; §)ui(x, ﬁx)dr(x)‘F/Gij(X; &) fi(x, 1y ) dS2(x)
r r Q
(3.4)
en donde 7, es el vector normal a la superficie en el punto x, Cj; es un coeficiente que depende
de la suavidad de la frontera! en el punto de integracién y toma el valor de 1/2 para fronteras
suaves, t; es el vector de tracciones, u; es el vector de desplazamientos y f; es el vector de fuerzas
de cuerpo.

Una vez formulada la represntacion integral para el problema se procede con una discretizacion
de la frontera del dominio en elementos para la obtencién de un sistema de ecuaciones algebraicas.

IEste coeficiente estd relacionado con el d4ngulo que subtiende la superficie (o contorno en el caso 2D) y desde
el punto de vista fisico se relaciona con el hecho de como se distrubuirian las tracciones. En el caso de una frontera
suave el valor es de %, para esquinas existen formas de calcular este coeficiente, ver por ejemplo [39,64]. El valor de
este coeficiente también puede ser obtenido a partir de consideraciones de equilibrio.
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Los elementos considerados son lineas rectas con el valor de la variable (desplazamiento, traccién)
en su centroide, como se muestra en la Figura 3.2. Luego de seleccionar un punto de observacién

Figura 3.2. Dominio del problema (Q2) y su frontera (I'). La frontera se discretiza en elementos
(segmentos de recta entre lineas), y los puntos de colocacién estan ubicados en la mitad de los
elementos (representados con circulos blancos).

¢!y aplicar colocacién a lo largo de los N puntos nodales x* obtenemos

Cijul = fotf — Hfjluf, (3.5)
en donde ij y Hfjl son los coeficientes de influencia y se calculan con las integrales de las funciones
de Green sobre el elemento k y el punto de colocacién es &,

3.1.2. Método de Elementos de Frontera Indirecto (IBEM)

La formulacién anterior se denomina directa ya que usa variables que tiene un significado fisico y
puede ser deducido de un Teorema de Trabajo Reciproco. La deduccién del método indirecto puede
iniciarse a partir de un teorema de representacién para un problema exterior y uno interior. Luego
de tener estas soluciones se superponen y la diferencia entre las soluciones interior y exterior es una
nueva variable en el sistema (en [65] se presenta la equivalencia entre las dos variantes, en [38,39]
también se presentan este procedimiento).

Aunque la versién indirecta de BEM esta cominmente asociada con la inclusién de variables
sin significado fisico, estas nuevas variables pueden recibir una interpretacion fisica. En el caso
elastodinamico se corresponden con densidades de fuerza sobre la frontera y por tanto la ecua-
cién integral puede verse como una superposicion de cargas puntuales ubicadas en la frontera,
matematicamente serfa equivalente a realizar la integral sobre la frontera de las ecuaciones (3.1),
que es un procedimiento estandar en electrostatica en donde se integran densidades de carga para
obtener los valores de potencial y campo eléctricos.
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Asumiendo una frontera suave y despreciando las fuerzas de cuerpo, la ecuacién integral para
el IBEM es

wx) = [ Gyl 0,(©dr(e) (3.6a)
N A
i) = 505000+ [ s 05 (ar(©) (3.6b)

en donde ¢; es la funciéon de densidad de fuerzas sobre la frontera.

De igual forma que se hizo en el caso directo se genera un sistema de ecuaciones algebraicas
luego de seleccionar x* como punto de observacién y realizar colocacién a través de los N puntos
nodales ¢! se obtiene

uf = Gl (3.7a)
k _ g7kl 1

en donde éfj N I:Ifjl tienen el mismo significado que en algoritmo directo, sin embargo, hay que
tener en cuenta que los puntos de observacién y colocacion se han intercambiado. Debe notarse,
ademads, que las matrices de desplazamientos Gf} y éfj son iguales debido a las simetrias en la
funcién de Green. Por el contrario, las matrices de tracciones tienen transpuestos tanto los indices
de las direcciones como los argumentos de evaluacién y por tanto no coinciden. La comparacién
de los esquemas de colocacién se presenta en la Figura 3.3.

k k

. t; t; .

n ~ < Ujl ., n
!
Ut 10/' Uty ¢f

/ \\ ,' \
R ‘7 >
8 \ / N
Punto de colocacion Punto de observacion Punto de observacion Punto de colocacion

Figura 3.3. Definiciéon de los puntos de observacién y colocacion en la formulaciéon directa
(izquierda) e indirecta (derecha)

3.2. Acoplamiento BEM/FEM

La idea principal de acoplar estos dos métodos es la de obtener mejores resultados que usando
cada método por separado. Este procedimiento de acople puede hacerse principalmente de dos
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formas, una es transformar la region discretizada con FEM a su formato equivalente en BEM y la
otra consiste en transformar el subdominio aproximado con BEM a su formato equivalente en FEM.
Esta tdltima posibilidad es mas atractiva ya que gran cantidad de software de Elementos Finitos
se ha escrito y ademés es un algoritmo que ha sido mas ampliamente estudiado. El problema
de acoplar estos dos subdominios se reduce a reescribir las ecuaciones de BEM que relacionan
incognitas nodales de tracciones y desplazamientos con tracciones y desplazamientos prescritos,
a una forma equivalente que relacione fuerzas y desplazamientos. En el caso de problemas semi-
infinitos el problema se simplifica ya que la superficie de BEM que no estd en contacto con el
dominio de FEM, denotada con S, en la Figura 3.4, tiene tracciones iguales a cero y por tanto no
introduce términos independientes en el sistema de ecuaciones final. Para el problema de la onda

Us
Su

U,
Figura 3.4. Esquema que describe el acople entre las discretizaciones por BEM y FEM.

plana que incide la relaciéon de rigidez que se debe implementar en el cédigo de FEM es la de un
Super-Elemento de Frontera y la informacion del campo incidente esta condensada en el vector de
cargas nodales, ver [60]. Volviendo a la Figura 3.4, llamamos a la parte del dominio de elementos
finitos 2r. Este dominio se discretiza en elementos y sus nodos internos tienen grados de libertad
u; mientras que la superficie de contacto tiene grados de libertad ug. En general las discretizaciones
de las mallas de BEM y FEM pueden tener diferentes nimero de nodos en la superficie de contacto
y por tanto aparecen unas matrices de acople que transforman la informacion de una de las mallas
a otras, denotadas R, y R;, y expresamos

uy = Ryug, (3.8a)
Fn(n*) = Ryts(n), (3.8b)
con n = —n*. Desde un punto de vista fisico, lo que estamos haciendo en (3.8b) es imponer que

el cuerpo siga estando unido (el campo de desplazamientos debe ser continuo) y que ambos sub-
dominios estan en equilibrio. Si escribimos el sistema de ecuaciones resultante para el subdominio
discretizado por elementos finitos obtenemos

e - ) -

en donde Fg(n) son las fuerzas nodales en la superficie de contacto. Andlogamente, para el subdo-
minio discretizado por BEM obtenemos un sistema de ecuaciones el cual podemos convertir a una
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forma fuerza-desplazamiento, haciendo uso de las matrices de acoplamiento ya mencionadas, para
llegar a
Fy(n") = Kpsus, (3.10)

con Fy(n*) siendo las fuerzas en la superficie de contacto. Acoplando las ecuaciones (3.9) y (3.10)
haciendo uso de las condiciones impuesta para los desplazamientos y fuerzas en la superficie de

contacto se deduce
Kir Kis ur | _ Fr (3.11)
Ksr Kgs+ Kps Ug Kpysul + F§ |- '

Los términos u? y FQ representan la informacién del campo incidente en términos de fuerzas y
desplazamiento evaluados en la superficie de contacto vy Kpg describe la contribuciéon del semi-
espacio a las ecuaciones de equilibrio global.

Denotando las matrices de Green de tracciones como HPBEM y [IBEM para los métodos
directo e indirecto, respectivamente podemos reescribir Kyg como

KPEEM — R HPPEM G Ry, (3.12a)
KEEM = R,G'HPPEM Ry, (3.12b)

en este caso no existe ninguna diferencia respecto al uso de una formulacién directa o indirecta
para la solucién del problema. Este tipo de ventajas pueden aparecer en el caso de sismologia
rotacional en donde se busca calcular con mayor precisiéon las rotaciones, lo cual suele hacerse
como diferenciacién numérica del campo de desplazamientos, ver [66].

3.3. Compresion de las Matrices de Rigidez

Debido a que BEM usa una representacion integral del problema se presenta interaccion entre
nodos que no estan cerca y por tanto las matrices Gy H en (3.12b) son densas y por tanto también
lo es Kgg. Con la idea de aumentar el tamano de los problemas que se pueden resolver y usar
solucionadores iterativos que suelen usarse en la mayoria de cédigos comerciales se comprimieron
las matrices de rigidez del super-elemento para que quedara en forma bandeada. A pesar de existir
diversos trabajos en los que realizan compresiones sobre las matrices en las ecuaciones de BEM no
se encontraron trabajos en donde hagan lo mismo con las matrices de rigidez resultantes, que fue
lo que se realiz6 en esta parte del trabajo. Se usaron dos métodos de compresién:

s Método de umbral, en donde todos los términos de la matriz que sean menores a un porcentaje
prefijado del méximo valor absoluto se hacen cero;

= Método de semi-ancho de banda, en este caso todos los valores por fuera de un semi-ancho
de banda fijado se hacen cero.



CAPITULO 3. SOLUCION DEL PROBLEMA DE ESPARCIMIENTO 23

Ambos métodos estan basados en la tendencia de las matrices de BEM a ser diagonalmente domi-
nantes debido a las singularidades de las funciones de Green. Sin embargo, el método de umbral es
conveniente ya que puede ser aplicado desde una base fisica, ya que los elementos de las matrices de
BEM pueden ser interpretados como coeficientes de influencia indicando qué tan fuerte es el efecto
que causa cierta fuente puntual en la respuesta en cierto punto; entonces el umbral seleccionado
no es mas que un valor que dice hasta qué intensidad deben considerarse estos coeficientes. Esta
tendencia de las matrices a ser diagonalmente dominantes puede observarse en la Figura 3.5.
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Figura 3.5. Apariencia de las matrices de rigidez para el canén semicircular después de aplicar
diferentes niveles de umbral. En negro se presentan los valores diferentes de cero.
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Capitulo 4

Resultados y Conclusiones

Para evaluar los métodos de compresion en las matrices se resolvieron dos problemas de disper-
sion clasicos, el del canon semicircular y el del canén rectangular. Estos problemas constituyen un
escenario poco favorable para el método si interpretamos las matrices resultantes como fronteras
absorbentes. La Figura 4.1 presenta una malla esquemaética para el canén semicircular. Como se ve
solo hay una tira de elementos finitos, esto se debe a lo simple de las geometrias tratadas, sin em-
bargo la geometria podria ser muy compleja e incluir tanto heterogeneidades como no-linealidades.

X

i

Figura 4.1. Malla esquematica para el canén semi-circular.

Se evalud la respuesta de los canones con las dos geometrias a la incidencia de ondas P y S para
angulos de 0° y 30° medidos respecto al eje vertical. Para la excitacién del canén se hizo incidir
una onda plana con una amplitud igual pulso de Ricker. Siguiendo la convencién de [67], este pulso

tiene la forma
- 612 1 7—6”22
\/— b_2 —_ 5 (& b

1) = - ,
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y su transformada de Fourier es

b2w?
. mh3wle 2t
/ (w) == 3
862
Excitar con este tipo de senal es muy comun ya que el espectro de la misma estd concentrado
alrededor de una sola frecuencia %6, como puede verse en la Figura 4.2. Como umbral se tomaron

4@ A F(w)

b

t

>
w
>

26 26
b b
(a) Pulso de Ricker. (b) Transformada de Fourier.

Figura 4.2. Grafico del pulso de Ricker y su transformada de Fourier.

valores entre 0,0 y 0,01, siendo 0,0 el valor correspondiente a la matriz original y a medida que
el valor se hace més grande la aproximacion es mas pobre. En el caso del criterio del semi-ancho
de banda el tamano del semi-ancho de banda varia entre 0,03 y 1,0, en donde la matriz completa
corresponde al valor de 1,0 y el valor de cero a una matriz sélo con términos en la diagonal.
El valor para el semi-ancho de banda relativo para las matrices aproximadas con el criterio del
umbral se presenta en la Tabla 4.1. Luego de hacer que las matrices sean bandeandas es interesante

Semi-ancho de banda relativo

Umbral Canon Semi-circular Canén Rectangular
0 1 L
10— 0,26 0,25
104 0,13 0,09
10-° 0,06 0,05
102 0,03 0,02

Tabla 4.1. Semi-ancho de banda relativo para las matrices comprimidas con el criterio de umbral.
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analizar que tantos recursos de almacenamiento tiene estas nuevas matrices resultantes. La matriz
original necesita de una memoria de n? palabras (tamatio de palabra que depende del tipo de dato
usado). Para la matriz aproximada el almacenamiento relativo requerido Rst puede ser aproximado,
despreciando las palabras requeridas para almacenar la diagonal, como

Rst(Rhbw) = 2Rhbw — Rhbw?® | (4.1)

en donde Rhbw es el semi-ancho de banda relativo. Tener un almacenamiento requerido del 50 %
de la matriz original es equivalente a tener un semi-ancho de banda relativo de 0,3, mientras que
0,13 seria equivalente a almacenar tan solo el 25 % de la informacién de la matriz original.

En las Figuras 4.3 a 4.10 se muestran las funciones de transferencia y las historias de los
desplazamientos en el tiempo (sismogramas sintéticos) para una frecuencia adimensional de n =
wL/7f = 1,0, en donde w es la frecuencia angular, § la rapidez de la onda de corte y L es la longitud
caracteristica del canén para los diferentes casos considerados. Los resultados se presentan como
funciones de transferencia, en donde el eje x es la posicion relativa dentro del candn y el eje y es
la amplificacion que tiene la senal en ese lugar especifico dentro del canén. También se presentan
resultados en el dominio del tiempo como sismogramas sintéticos, que representan la senal que
mediria una estacién sismografica ubicada en el canén. El pulso de Ricker con el que se hizo la
excitacién tiene una frecuencia caracteristica igual a n (ver Figura 4.2). La Figura 4.11 presenta
los errores relativos respecto a la norma-2 para diferentes niveles de aproximacion para todas las
ondas incidentes consideradas.

En general, los mejores resultados se obtuvieron para los desplazamientos verticales en el caso
de incidencia con onda P y para los desplazamientos horizontales para la incidencia con una onda
SV. Adicionalmente, y como se esperaba desde un punto de vista fisico, se obtuvieron mejores
resultados para el caso del canén semi-circular pues contiene menos fuentes de difraccion que el
canon rectangular, el cual tiene dos discontinuidades en el campo de deformaciones en las esquinas
inferiores. Este comportamiento se puede observar para los dos criterios usados, tanto el de umbral
como el de semi-ancho de banda.

o8

= = 000001 30 o ® = 2000001

v T i 1,00 ¢ T
-1,00 -0,50 0,00 0,50 1,00 -1,00 -0,50 0,00 0,50 1,00

0,00 T

(a) Desplazamiento horizontal (b) Desplazamiento vertical

Figura 4.3. Funcién de transferencia para un candn semicircular en el caso de una onda P que
incide verticalmente para una frecuencia adimensional de 1, se uso el criterio de umbral.



CAPITULO 4. RESULTADOS Y CONCLUSIONES 28
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Figura 4.4. Sismogramas sintéticos para los desplazamientos horizontales en un canén semicir-
cular para una onda P que incide verticalmente. Se muestran diferentes valores de umbral.

4.1. Conclusiones

Se evalué un método numérico aproximado para la solucién del problema de esparcimiento
de ondas eldsticas en medio semi-infinitos, con la idea de facilitar el estudio del problema de
esparcimiento a un nivel de ingenieria en computadores personales y en arquitecturas ya existentes
de elementos finitos. Se evalué la pérdida de precision asociada con la compresién de matrices de
rigidez completamente densas a matrices bandeadas con dos criterios diferentes. Dichas matrices,
son el producto de la discretizacién de un sub-dominio semi-infinito con un método de elementos en
la frontera, p. €j., el método de elementos de frontera directo y el método de elementos de frontera
indirecto. Las técnicas propuestas estan orientadas a la solucién del problema a un nivel ingenieril
va que se llega a matrices de rigidez que pueden ser facilmente acopladas en codigos de elementos
finitos existentes, como ABAQUS o FEAP. El procedimiento de compresion representa un ahorro
en memoria ademés de que facilita el uso de solucionadores iterativos, cominmente usados en
programas de elementos finitos comerciales. A pesar de existir en la literatura procedimientos
similares para la compresion de matrices de BEM, no se conocen resultados publicados para la
compresién en algoritmo acoplados FEM/BEM. Se obtuvo buenos niveles de aproximacién para
desplazamientos verticales en el caso de incidencia de ondas P y para desplazamientos horizontales
en el caso de incidencia de ondas SV. Se presentaron errores mayores para el canén rectangular
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(a) Desplazamiento horizontal (b) Desplazamiento vertical

Figura 4.5. Funcién de transferencia para un canén rectangular en el caso de una onda SV que
incide a 30° para una frecuencia adimensional de 1, se usé el criterio de umbral.

debido a la presencia de puntos de singularidad en el campo de tracciones en las esquinas inferiores.
Se encontraron errores por debajo del 50 % para los rangos de aproximacion tratados, para un error
del 10 % corresponde un semi-ancho de banda de 0,13 lo que implica un almacenamiento de 0,25,
o equivalentemente un ahorro en memoria del 75 %.
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(c) Umbral = 0,0001 (d) Umbral = 0,01

Figura 4.6. Sismogramas sintéticos para los desplazamientos horizontales en un canén rectan-
gular para una onda SV que incide a 30°. Se muestran diferentes valores de umbral.

3,00 4,00
2,50 . . . . —1 S
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150 | Ko/ 00 o0 @ O e CofTd ] 0,128 500 * 4. 0,128
1,00 © © 20,064 o o 00,064
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0,50 d * * d * 0,032 * +0,032
0,00 | , , , | 0,00 | ‘ . ‘ |
-1,00 -0,50 0,00 0,50 1,00 -1,00 -0,50 0,00 0,50 1,00
(a) Desplazamiento horizontal (b) Desplazamiento vertical

Figura 4.7. Funcién de transferencia para un canén semicircular en el caso de una onda SV que
incide verticalmente para una frecuencia adimensional de 1, se usé el criterio de semi-ancho de
banda.
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(a) Matriz completa (b) Semi-ancho de banda relativo = 0,26

SV =

%ﬁ:
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(c) Semi-ancho de banda relativo = 0,13 (d) Semi-ancho de banda relativo = 0,03

Figura 4.8. Sismogramas sintéticos para los desplazamientos horizontales en un canén semicir-
cular para una onda SV que incide verticalmente. Se muestran diferentes valores de semi-ancho
de banda.
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(a) Desplazamiento horizontal (b) Desplazamiento vertical

Figura 4.9. Funcién de transferencia para un candn semicircular en el caso de una onda P que
incide a 30° para una frecuencia adimensional de 1, se usé el criterio de semi-ancho de banda.
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Figura 4.11. Comparacion de los diferentes criterios de compresion. Arriba, criterio de umbral, y
abajo, criterio de semi-ancho de banda. En todos los casos las geometrias y el &ngulo de incidencia
se varié como se mencion anteriormente. El error se calculé para las funciones de transferencia

para la frecuencia adimensional de 1.
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Ondas en Medios Infinitos: Dispersion
en Materiales Periodicos
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Capitulo 5

Estado del Arte

Esta parte del documento se refiere al desarrollo de una herramienta para encontrar las curvas
de dispersién en materiales periddicos usando FEM. La metodologia implementada se basa en el
teorema de Bloch para encontrar el comportamiento del material entero modelando una tinica celda.
La propagacion de ondas mecénicas en materiales peridédicos tiene aplicaciones en el tratamiento
de senales médicas para el diagndstico no invasivo [69], en acustica submarina en el diseno de
recubrimientos absorbentes en el ultrasonido [70]. Ademds también tiene aplicaciones potenciales
en el caso de ensayos no destructivos y diagndstico en sitio, en donde heterogeneidades de cierta
longitud caracteristica quieren ser detectada pero los modelos cldsicos no son suficientes. Otra
area que ha motivado el estudio de la propagacion de ondas en materiales celulares es el de los
metamateriales [71,72], que son materiales con propiedades que no se encuentran en la naturaleza
como un coeficiente de Poisson negativo [73], o un médulo de compresibilidad negativo [74].

Los materiales solidos son heterogéneos a escalas pequenas. La hipétesis de continuo es vélida si
los campos de esfuerzos y deformaciones varian suavemente en comparaciéon con las escalas micro-
estructurales existentes. En algunos casos esta hipdtesis no es valida y se pueden presentar fuertes
gradientes de esfuerzos (y deformaciones) cerca de grietas, por ejemplo. Este comportamiento es
mas notorio en los problemas de propagacion de ondas a altas frecuencias en donde las longitudes
de onda pueden interactuar con la microestructura dando lugar a un comportamiento de micro-
esparcimiento. Esta respuesta puede observarse en el laboratorio gracias al caracter dispersivo de
la propagacion. No obstante, estos efectos no pueden ser capturados directamente con modelos
basados en el continuo clasico.

Los problemas de propagacion de ondas pueden tratarse con tres tipos de modelos (ver Figura
5.1):

s Mecdnica del Continuo.
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» Fisica del Estado Sélido.

» Fisica Estadistica.

En el primer grupo se asume que el sélido es un conjunto de puntos materiales en donde
las propiedades y variables relacionadas son tratadas como funciones continuas de la posicién.
La teoria del continuo cldsico estda bien establecida y existe una amplia variedad de software
numérico comercial para resolver los problemas de valores en la frontera resultantes. En el caso de
problemas con materiales heterogéneos enfrentados con el continuo clasico, al modelo se le asignan
unas propiedades del material efectivas. Sin embargo, estos modelos no tienen la capacidad de
capturar efectos dispersivos ya que la cinematica es la correspondiente a un cuerpo homogéneo.
Aunque se han introducido efectos dispersivos en aproximaciones desde el continuo clasico a través
de propiedades viscoelasticas en el factor de calidad () estas propuestas son empiricas. En el caso
de continuos de Cosserat los puntos materiales tienen grados de libertad de rotacién adicionales.
Esto afecta el comportamiento cineméatico del modelo, permite la aparicién de nuevos tipos de
ondas, y cambia aquellas existentes en el caso clasico. En la propagacién de ondas estos modelos
han sido tratados principalmente con propiedades efectivas obtenidas a través de un promedio
espacial (homogenizacion). Diebels et al (2005) [75] propusieron una técnica de homogenizacién a
un continuo de Cosserat denominada FE? (Elementos Finitos en dos niveles) para la simulacién
del comportamiento multiescala de espumas, en donde consideraron un modelo de vigas en la
escala micro. Similarmente Jénicke (2011) [76,77] obtuvo relaciones de dispersién para un sélido
de Cosserat usando una técnica de homogenizaciéon. Otra alternativa es el uso de modelos no-
locales en donde la respuesta del punto material depende del comportamiento de un conjunto de
puntos en un volumen; la contribucién de cada punto se considera con relaciones integrales usando
unas funciones kernel. La formulacién de la funciéon kernel apropiada es un proceso arbitrario
convirtiendo el método en cierta medida en algo empirico, ver Eringen (2002) [78]. Un trabajo
reciente en esta linea ha sido realizado por Challamel et al (2009) [79] quienes presentan efectos
dispersivos en sélidos usando un modelo no-local y comparan sus resultados con otros obtenidos
usando dindmica de redes cristalinas. De igual forma Artan y Altan (2002) [80] usaron modelos de
elasticidad no-local para simular la propagacién de ondas SV en un medio estratificado con una
distribucion de capas periddica.

En un segundo grupo se utilizan conceptos de la fisica del estado solido como celdas unitarias,
funciones de Bloch, y zonas de Brillouin para describir las ondas en el sélido; ver Kittel (1996) [81].
El campo de desplazamientos se asume periddico en las celdas de la red y al interior de cada
celda el sélido es tratado como un continuo. Ruzzene et al (2003) [82] modelaron estructuras de
panales de abeja y panales de abeja con angulos re-entrantes, este ultimo exhibe un moédulo de
Poisson negativo a nivel macro, con la idea de encontrar la direccionalidad de la estructura —la cual
puede ser usada como un filtro acistico—. Srikantha et al (2006) [83] estudiaron el comportamiento
dispersivo de cuatro microestructuras: triangular, panales de abeja cuadrados y hexagonales, y
red de kagome. Ellos mostraron, ademds, que las ramas presentes en las curvas de dispersién
estan relacionadas de cierta forma con los modos de vibracion de la celda. Aberg y Gudmunson
(1997) [84] realizaron simulaciones de materiales con microestructura periédica en el software
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Abaqus® usando una representacién real de las matrices, doblando el niimero de grados de libertad
del modelo; usaron esta técnica para obtener las curvas de dispersion para un compuesto con
fibras hexagonales. Las condiciones de Bloch no permiten capturar defectos en la red. Sin embargo
si se toma una supercelda (formada por muchas celdas) y se imponen condiciones de Born-von
Kérmén (periodicidad) [85], estos efectos pueden tenerse en cuenta. Takahashi y Suto (1950) [86,87]
usaron las condiciones de Born-von Karman para modelizar la propagacién de ondas en materiales
granulares (p. €j. arenas). M4s recientemente Riccardi et al (2009) usaron las condiciones de Born-
von Kédrman para simular las vibraciones de una red hecha de cadenas de proteinas [88]. Lee et
al [89] modelizaron la estructura de bandas de un superconductor basado en hierro usando las
mismas condiciones de frontera.

En un tercer grupo se pueden identificar las técnicas que describen el sélido a través de la
mecénica estadistica. Dentro de este grupo estén los Métodos de Lattice-Boltzmann (LB) que
han sido més usados en la mecanica de fluidos y tienen una motivacion adicional en la creciente
capacidad de las GPU. Luthi (1998) [90] presenta una propuesta para estudiar ondas de radio y
propagacién de fracturas usando LB. Una estrategia de LB para tratar ondas de choque en sélidos
puede verse en Xiao (2007) [91]. Nabovati (2011) [92] desarrollé una metodologia LB para el trans-
porte de fonones en materiales cristalinos. Otro grupo de técnicas basadas en la fisica estadistica
es el de simulaciones atomisticas en donde el sélido es tratado como un conjunto de particulas
discretas. Tadmor et al(1996) presentan una formulacién mixta continuo-atomistica para la defor-
macién de solidos en donde las relaciones constitutivas se remplazan por interacciones atomisticas;
con esta aproximacién se estudié el problema de nanoindentaciéon. Weinan y Huang (2002) [93]
usaron una formulacién mixta Dinamica Molecular-Continuo para simular el comportamiento de
redes cristalinas con defectos y para describir la mecanica de la interfaz entre dos sélidos.

En el contexto local, el Grupo de Mecénica Aplicada de la Universidad EAFIT ha trabajado
los tltimos 6 anos tanto en problemas de propagacion de ondas como en el estudio de teorias del
continuo no-clasicas usando simulaciones numéricas. Se han usado diferentes métodos como: FEM,
BEM y métodos hibridos; una revisién de diferentes alternativas para estudiar el problema de es-
parcimiento de ondas puede verse en Gémez et al (2010) [17]. Mds recientemente Guarin y Gémez
(2011) [94] trabajaron en métodos para comprimir las matrices de rigidez resultantes de algoritmos
acoplados FEM-BEM para manejar las condiciones de radiacién en dominios semi-infinitos. En el
campo de modelos de Cosserat el grupo ha trabajado en diversos problemas con idea de captu-
rar diferentes efectos microestructurales. Por ejemplo, una version de la teoria reducida de las
ecuaciones de Cosserat se implementé usando un esquema de integracién reducida con funciones
de penalizacién en Gémez (2008) [95] para capturar efectos de plasticidad de gradiente. Vélez y
Gomez (2011) [96] han trabajado en una comparacién entre la versiones de Cosserat reducido y
Cosserat completo para clarificar cudl modelo funciona mejor para una aplicaciéon dada. Finalmen-
te, Gémez et al (2011) [97] presentan una implementacién de propagacién de ondas para sélidos
de Cosserat semi-infinitos en donde la idea es capturar el comportamiento dispersivo del medio.
El Grupo de Légica y Computacion de la misma universidad ha realizado trabajos en el campo
de la Fisica del Estado Sélido, Gutiérrez encontro las caracteristicas de dispersion para un cristal
foténico bi-dimensional haciendo uso del Método de Expansion en Ondas Planas [98]. Villegas [99]
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simulé efectos de confinamiento en el grafeno, la cual es una estructura periédica bidimensional
formada por carbono, usando el método de operador de separacion con transformada rapida de
fourier (FFT-SOM) con aproximacién Tight Binding de los potenciales atémicos y condiciones de
Bloch sobre las funciones de onda.
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Capitulo 6

Propagacion de Ondas en un Material
Periddico

Un material peridédico se define como la repeticion de un motivo dado en una, dos o tres de las
direcciones del espacio. El motivo se refiere a una heterogeneidad a nivel microestructural y puede
contener diversos materiales con diferentes geometrias. Los materiales, a su vez, pueden ser sélidos
o fluidos.

Un material de este tipo estd completamente descrito por una red y una unidad elemental, que
se denomina celda elemental. La red estd definida por unos vectores base, y la dimensién de esta
base es el nimero de direcciones de la periodicidad. Estos vectores se denominan vectores base
de la red, y permiten construir el material periédico completo aplicando operaciones de traslacién
sucesivas [100]. Para un material periédico en las tres direcciones del espacio, denominado material
periédico 3D, denotaremos los vectores base como aj,as y az (ver Figura 6.1). En el caso de una
periodicidad 2D se puede tener un material que es infinito o finito en la tercera dimensién (ver
Figura 6.2), en este caso los vectores base se denotan a; y ap. También puede tenerse un material
que es periddico en una direccién, denominado material periédico 1D, y éste puede tener dos de
sus dimensiones finitas o infinitas.

6.1. Teorema de Bloch

Partamos de una ecuacién de la forma

Lu(x) = w?u(x) , (6.1)

40
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Celda
elemental

Vectores
base

.........................

Figura 6.1. Descripcién de un material periédico en 3D

en donde L es un operador diferencial con propiedades algebraicas similares a la ecuacién de onda.

El teorema de Bloch establece que la solucién para (6.1) es
u(x) = w(x)e™®* | (6.2)

en donde w(x) es una funcién con la misma periodicidad del material y cominmente se llama
funcién de Bloch. El teorema de Bloch segin [81] establece

Las funciones caracteristicas de la ecuacion de onda para un potencial periodico son el
producto entre una onda plana exp(ik-x) y una funcion w(x) con la misma periodicidad
de la red del cristal.

Si escribimos la solucién (6.2) para el punto x + a obtenemos
u(x 4 a) = w(x + a)ex+al

siendo a = n;a; un vector de periodicidad de la red, y n; € Z. Como w(x) debe tener la misma
periodicidad que la red ‘
u(x 4 a) = w(x)e® =)

lo que implica A
w(x + a) = u(x)e”* )

y remplazando esto en (6.2) se llega a

u(x +a) = u(x)e®? | (6.3)
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Figura 6.2. Descripcién de un material periédico en 2D

La ecuacién (6.3) se denomina una condicién de periodicidad de Bloch o de Bloch-periodicidad.
Ademés de la forma presentada en la ecuacién (6.1), podriamos tener una ecuacién de la forma

Lu(x) = wu(x) + f(w) , (6.4)

en donde f(w) es una fuerza de cuerpo arménica con frecuencia w que tiene la misma periodicidad
que la celda, ver [15].

6.1.1. Teorema de Bloch en Elastodinamica

Consideremos la propagacién de ondas en un material elastico, lineal e isotrépico. La cual pode-
mos describir mediante la ecuacién de Navier-Cauchy en el dominio de la frecuencia (despreciando
fuerzas de cuerpo)

A+ p)V(V-u)+puV x (Vxu) =—w’pu .

El vector de desplazamientos puede expresarse como u = Ve + V X 1 gracias al teorema de
descomposicién de Helmholtz [5,35], y los potenciales ¢, son el potencial escalar y vectorial,
respectivamente. Estos potenciales verifican

w2

VQ@:_E y P
2

w
e

donde «, # son las rapideces de las ondas longitudinal y transversal, respectivamente.

vzw:_ ¢7
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Y como las ecuaciones para los potenciales ¢, 1) son ecuaciones de onda se verifica el teorema
de Bloch y por tanto

u(x) = Vo(x) + V x 9(x) = X2V (x) + X2V x (x),
=" [Vip(x) + V x ¢(x)] = e* u(x +a) .

Y por tanto el teorema de Bloch se satisface para el caso del campo de desplazamientos, i.e.

u(x) = e™?u(x +a) .

6.2. Teorema de Bloch como Condicion de Frontera

Si partimos de la ecuacién reducida de onda [1] el problema de valores en la frontera estaria
dado por

A +2u)V(V -u) + uV x (V x u) = —w?pu en Q)
u(x +a) = u(x)e**? en I,
t(x +a) = —t(x)e en ' .

A este tipo de condiciones de frontera las denominaremos condiciones de Bloch-periodicidad. El
operador de esta ecuacién en derivadas parciales es autoadjunto y positivo para las condiciones
de Bloch-periodicidad [12,101], y por tanto los valores propios son positivos. Luego de discretizar
este problema por FEM las matrices resultantes son hermiticas y definidas positivas. Esto esta en
concordancia con el hecho de que la energia total del sistema deba ser siempre mayor que cero y
que los valores propios (frecuencias al cuadrado) deban ser todas positivas.

El problema puede formularse de manera equivalente para la funcién de Bloch w(x) en donde
las condiciones de Bloch-periodicidad pueden ser remplazadas por condiciones de periodicidad
simples [102]. El Problema de Valores en la Frontera equivalente seria

Bw = —w’pw en €2,
w(x +a) = w(x) en I,
ow ow

afl(era):aﬁ(x) en |

en donde B es el operador

B=A+p)[VV-+i{kV-+k-V+k x Vx}] () — p [V +2ik -V — |[k[]*] () -
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6.3. Forma Variacional para Elastodinamica con condicio-
nes de Bloch

Partamos de la ecuacién de momento en el dominio de la frecuencia
2
Orss + fr(w) = —pw=u,, en €,

en donde f, es una fuerza armonica en la direccién r, 0,5 = Crgpi€ep v € = 1/2(ug; + wi ). Las
condiciones frontera son

U (x5 + ag) = up(z5)e™* en T, (6.5a)
to(ws 4 ay) = —t.(zs)e®* en T (6.5b)

siendo ¢, tracciones sobre la superficie de la celda.

Ahora, multiplicamos la ecuacién de momento por el complejo conjugado de una funciéon arbi-
traria v, e integramos sobre el dominio®

/v:[ams + fr(w)]dQ2 = —wz/,ov:urdQ ,

Q Q

el complejo conjugado es denotado por *. Haciendo uso de la relacion constitutiva

[uiCumensaas [vinio= - [piuin
Q

Q Q

y usando el teorema de la divergencia

- o5 Conewdst - [ttt + [ oipio =~ [ poiudn

Q Q Q Q

con 7' = Crgpi€riNs, Sl tomamos v, = u, y tenemos en cuenta que el tensor €., es simétrico se
obtiene

— /ersC’TsklekldQ + /u:tr(ns)dF/u:fr(w)dQ = —w? / pusu,dQ .
Q T Q Q
Y despreciando las fuerzas de cuerpo, el Funcional de Energia para este problema seria

[M(w) = /ejs(X)C’,«skl(x)ekl(x)dQ—wQ/p(x)u:(x)uT(X)dQ—/u:(x)tr(x)df . (6.6)

Q Q T

IComtnmente, en la deduccién de las formas débiles en FEM se multiplica por una funcién arbitraria v, que
es real. En este caso la funcién es compleja y para poder verificar las propiedades de producto interior que deben
satisfacer las funciones para garantizar algunas bondades matematicas debe multiplicarse por su complejo conjugado,
ver por ejemplo [5,103].
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El primer término en la ecuacién (6.6) es la energia de deformacion al interior del dominio, el
segundo término corresponde a la energia cinética para un movimiento arménico con frecuencia
angular w, el iltimo término corresponde a la energia de deformacién en la frontera del dominio. El
término de la frontera estd relacionado con la imposicién de las condiciones de frontera naturales (de
Neumann) en la formulacién de FEM. En este caso particular las condiciones de Bloch-periodicidad
para las fuerzas estaran satisfechas de manera implicita en la forma variacional, como veremos con
més detalle. Ya que el dominio es una tnica celda de una red que debe formar un teselado?, las
fronteras pueden agruparse por pares, es decir, cada lado (lado de referencia) debe tener un lado
opuesto (lado imagen), y por tanto el ultimo término en (6.6) puede escribirse como

/ ul (X)t,(x)dl =) / [ (%)t (%) + (x4 a)t,(x + a))]dl |

r Loy,

en donde el indice [ se refiere a cada uno de los pares de lados opuestos en la frontera. Por tanto

/ W)t ()l = Y / [ ()t (x) + e (0, (x + a)]dT

r Lop,
[ =3 [ + ot aglar
r Lop,

y la expresion en corchetes es la condicién (6.5b), y por tanto igual a cero. Esta forma variacional
puede plantearse para otros operadores que tengan propiedades algebraicas similares a una ecuacién
de onda y que sean positivos definidos [12,101, 104].

6.4. Bloch-periodicidad en FEM

Las condiciones de Bloch-periodicidad en un problema de Elementos Finitos o, de manera méas
general, en un problema discreto pueden plantearse como una serie de relaciones entre los grados
de libertad de lados opuestos para una celda unitaria.

2Un teselado es un patrén regular que cubre todo el espacio sin dejar zonas espaciadas/huecos y en el que no se
deben superponer las figuras.
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Uy (u7)' l;lt (u4) . Uy, (u8) Nodos
imagen

u (1), ) Ju () I

Uip (Us)e . )
U (u) Nodos de
b\"3 referencia
(a) Celda original. (b) Celda reducida. Los grados de li-

bertad relevantes se encuentran re-
saltados. Los nodos imagen son los
nodos que se retiraran del sistema
y los nodos de referencia (circulos
blancos en el esquema) contienen la
informacién de los nodos imagen.

Figura 6.3. Celda unitaria con rétulos para los grupos de grados de libertad

Partamos del problema original

[K —w?*M{u} = {f} ,
en donde

T T
U= [Uz Upr Up Up Uy Uprp Upg Upg Uz] = [Ul U2 U3 Ug U Us U7 UG Ug]

F=1f o fo o fuw foo fu oo )" =11 fo fs fa S5 fo fr fs fo©

los subindices estan descritos en al Figura 6.3.

I

Del teorema de Bloch sabemos que

Uy = eruy,  ug = euy,  ug = eVrus,

ur = €rus, g = ey,

46

con ¥, = 2k,d, y 1, = 2k,d, los saltos de fase en = y en y, respectivamente y (k, k) = k el vector
de onda. Si pensamos las relaciones anteriores como parte de una transformacién lineal podemos
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escribir
(uy ) I 0 0 0
s L= 0 0 0
us 0 Ly 0 0
Uy 0 ILyet 0 0 “1
us b = 0 0 I 0 s L (6.8)
” 0 0 Le= 0 U
Uy 0 0 ]2ei1lfy 0 JE_,
Usg 0 0 LetW=tvy) uR
L Ug ) L 0 0 0 Im i
—— v

=9

u

siendo [, matrices identidad de tamano n igual al nimero de grados de libertado asociado con
el grupo respectivo. Podemos escribir la ecuacién (6.8) en forma compacta como u = Tug y
remplazando (6.8) en (6.7) obtenemos

[KTug = W [MTug . (6.9)
Del teorema de Bloch tenemos, ademads, las siguientes condiciones de equilibrio
fote¥fi=0, fit+evfy=0,
fs+ €V fo+ e fr WtV fo = 0
Y si pensamos estas relaciones como otra transformacién lineal podriamos escribir
( fl )
f2
—ity E
0 Iy Ie 0 0 0 0 0 0 0 7
ol |0 0 Ly Lpe™ 0 0 0 0 0 f4
0 0 0 0 0 I Le ™ Le ™ Le it f5
fo 0 0 0 0 0 0 0 0 L 6
N—— N — s f 7
IR TH fs
\ o Y,
f
(6.10)
Ahora, multiplicamos (6.9) por T donde T denota la transpuesta Hermitica de T,
TPKT —*TPKT| {ug} = {fr} - (6.11)

Kgr Mg

El nuevo sistema de ecuaciones tiene un tamano n x n, siendo n el nimero de variables indepen-
dientes en ug, y las matrices Kz y Mg son Hermiticas ya que las matrices originales K y M eran
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reales y simétricas. Si despreciamos las fuerzas de cuerpo fr obtenemos el problema de valores
propio generalizado para el sistema reducido

[Kr|{ur} = w?[Mg]{ur} . (6.12)

La implementacion de las condiciones de frontera de Periodicidad y Bloch periodicidad puede
ser lograda de dos formas diferentes:

» modificando la conectividad, ademas de las funciones de forma (ver Figura 6.4); o

= ensamblando las matrices de masa y de rigidez como si no tuvieran condiciones de frontera
y luego, a partir de operaciones elementales fila y operaciones elementales columna, obtener
las matrices con las condiciones impuestas.

La modificaciéon a hacer sobre la malla se ilustra bien en la Figura 6.4, en donde la continui-
dad esta garantizada en el caso de Periodicidad y aparece un salto de fase en el caso de Bloch-
periodicidad.

(c) Condiciones de Periodicidad (d) Condiciones de Bloch-periodicidad

Figura 6.4. Funciones base para elementos finitos lineales. (a) Para condiciones de Neumann;
(b) para condiciones de Dirichlet; (c¢) para condiciones de Periodicidad; and (d) para condiciones
de Bloch-periodicidad. Las partes real e imaginarias de ¢ se ilustran en la base con condiciones
de Bloch en (d) para un salto de fase de ka = 7/3(w = [0, a]). El médulo de ¢ es el mismo para
z =0y para x = a.

En el caso de obtener las matrices sin condiciones de frontera pueden obtenerse las matrices
reducidas de dos formas diferentes, una de ellas es la aplicacion de operaciones elementales. Si
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llamamos a los nodos de un lado de la celda nodos de referencia y a los nodos correspondientes
en el lado opuesto nodos imagen, el procedimiento para obtener las matrices de rigidez y masa
reducidas serfa [103]

» Multiplicar todos los elementos Ay, asociados con un nodo de la frontera por f; f;.

» Para cada fila i de A asociada con un nodo de referencia, sumar todas las filas k asociadas con
los correspondientes nodos imagen. Para cada columna j asociada con un nodo de referencia,
sumar todas las columnas [ correspondientes con un nodo imagen.

» Eliminar todas las filas k£ y las columnas k asociadas con nodos imagen.

El factor multiplicativo f; = ™/, en donde x; son las coordenadas del nodo j-ésimo y f* es el
complejo conjugado de f. Una mejor descripcion de este procedimiento se hace en el Algoritmo 1.

Otra forma de imponer las condiciones de Bloch es ensamblando la matriz de transformacién
T y haciendo los productos matriciales presentados en (6.11). Luego de aplicar este procedimiento
los nodos imagen se habran retirado del sistema de ecuaciones y estardn condensados [15,70] en
los nodos de referencia correspondientes, por tanto los identificadores de ecuaciones (numeracion
de ecuaciones) habréan cambiado. El procedimiento para ensamblar la matriz T es el siguiente:

» Identificar cudl sera el nuevo identificador de los nodos de referencia luego de eliminar los
nodos imagen.

= Para los nodos de referencia y los nodos interiores corresponde un 1 en la matriz. La fila es
el identificador actual y la columna es el identificador nuevo.

» Para los nodos imagen corresponde un nimero complejo ez (Fime=%rer) giky (Yima—¥rer) on ]a ma-
triz, con Zyef, Timg, Yret; Yimg 1as coordenadas en z,y para los nodos de referencia e imagen,
respectivamente. La fila es el identificador para ese nodo imagen y la columna es el identifi-
cador nuevo para el nodo de referencia que se corresponde con ese nodo imagen.

= Las entradas restantes de la matriz son iguales a cero.

Como puede verse este procedimiento es equivalente a organizar en una matriz las operaciones
elementales por filas/columnas que se realizaron en el procedimiento descrito con anterioridad [105].
Este procedimiento esta descrito con mayor claridad en el Algoritmo 2.
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Algoritmo 1: Impone las condiciones de Bloch usando operaciones elementales fila.

Input : A: Matriz original
ks, ky,: componentes del vector de onda
nodos: arreglo con las coordenadas de los nodos

imagen, referencia: arreglo correspondientes con los nodos imagen y de referencia

referencia2: arreglo con los nodos de referencia sin repetir
Output: Matriz A con las condiciones de Bloch impuestas

for i=1 to n_img do // Fases para los nodos imagen

img_index < imagen/i]

x_img < nodos[img_index,1]

y_img < nodos[img_index,2]

fac < ikaximg ikyy img

Alimg_index, :] «+ Alimg_index, :]fac

Al:, img_index] « A[:, img_index]fac*

end

for i=1 to n_ref do // Fases para los nodos de referencia

ref_index < referencia2li]

x_ref «— nodos[ref_index,1]

y-ref <— nodos[ref_index,2]

fac «— eikxx,refeikyyjef

Alrefindex, :] <= A[ref.index, :]fac
Al refiindex| < A[:, ref_index|fac*
end

for i=1 to n_cond do // Suma de filas/columnas imagen a filas/columnas de

referencia

img_index < imagen/i]
ref index < referenciali
Alref_index, :] <— Alref_index, :] + Alimg_index, :]
A[:, ref.index| <— A[:, ref.index] + A[:,img_index, :|
end
for i=1 to n_imag do // Eliminacién de filas/columnas imagen

img_index <— imagenli]

Alref_index, :] < borrar fila img_index de A

Alref_index, :] <= borrar columna img_index de A
end
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Algoritmo 2: Impone las condiciones de Bloch usando matrices de transformacion.

Input : A: Matriz original
K, ky: componentes del vector de onda
coords: arreglo con las coordenadas de los nodos
imagen, referencia: arreglo correspondientes con los nodos imagen y de referencia
ndof, ncond: numero de grados libertad y numero de condiciones entre nodos

Output: Matriz A con las condiciones de Bloch impuestas

index_vec < 0 // Vector con los nuevos indicadores de ecuaciones

for i=1 to ncond do

index_vec[imagenli]] < - referencia[i] // Indicador igual al negativo del nodo de
referencia correspondiente

end
for i=1 to ndof do // Asignacion de los nuevos indicadores

cont < 0
for j=1 to ncond do Cuenta cuantos nodos imagen hay antes del nodo actual
if index_vecli] < 0 then

if imagen[j] < |index_vec]i]| then

‘ cont < cont + 1

end

else if imagen[j| < ¢ then
‘ cont <— cont + 1

end

end
if index_vec|i] < 0 then Asigna los nuevos indicadores
| index_vecli] < index_vecli] + cont

else
| index_vecli] - i - cont
end
end
T < 0; index _ref < - index_vec

for i=1 to ndof do

if index_vec[i] > 0 then

j + index_vec]i]

T[ij] « 1

else

j < |index_vecl[i]|

i_ref «— index_ref[i]; iimg « i

x_img < coords[i_img,1]; y_img <« coords[i_img,2]
x_ref < coords|[i_ref,1]; y_ref < coordsl[i_ref,2]

fac < eV (xAmg - xref) Hityy (y-img - y_ref)

T « fac
end

end
A « THAT
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Resultados y Conclusiones

7.1. Material Homogéneo e Isotrépico

La primera verificacién que se hizo del algoritmo implementado fue para un material elastico,
homogéneo e isotropico. Para este caso, se supone que el material es infinito y uniforme en las tres
direcciones del espacio. Ya que se estd usando la hipdtesis de deformacién plana el problema puede
resolverse en el plano zy. La onda que viaja por el medio tiene un vector de onda k, el cual tiene
componentes k, y k, en las direcciones x e y, respectivamente. Asociado a este vector de onda

existe un numero de onda:
k:@/kg—kk‘g ) (7.1)

En un medio homogéneo e isotropico no se presenta dispersion y por tanto las velocidades de
fase y de grupo coinciden, lo que permite escribir la relacién de dispersion como

w=ck=rc\/kI+kZ, (7.2)

en donde ¢ puede representar a a o (3, las rapideces para la onda P y S, respectivamente. La
ecuacién (7.2) corresponde a la parte superior de un cono en coordenadas (k,,k,). La Figura
7.1 presenta este cono para valores de w bajos, estos valores fueron calculados por FEM con el
algoritmo implementado usando una celda cuadrada.

02
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Figura 7.1. Superficie de dispersién para valores de w bajos.

Tomando el cero de la primera zona de Brillouin en el centro de la celda [15,81] !, cualquier

1Para detalles en la terminologia relacionada con la fisica del estado sélido se sugiere revisar el anexo dedicado
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vector de onda que esté por fuera de la primera zona de Brillouin puede escribirse como

T
m nim
kmn: k:ﬂ _Jk 5 )
7 |: —"_ dl’ y+ dy:|

siendo 2d, la longitud de la celda en z, 2d, la longitud de la celda en y, m un ndmero entero que

dice cuantas celdas a la derecha o a la izquierda se estan considerando y m un nimero entero que
dice cuantas celdas hacia arriba o hacia abajo se estan tomando en cuenta. Esto permite reescribir

los nimeros de onda como
mm\ > nr\ 2
[ — ky, +— k — , 7.3
7 ( +dw>+(y+dy) (7:3)

y por tanto los valores de frecuencia angular son

2 2
Wi = c\/ (k + m) + (ky + ”—”) . (7.4)
’ d, d,

La Figura 7.2 presenta las curvas de dispersion obtenidas con FEM para un material homogéneo.
La celda considerada es un cuadrado (2d, = 2d, = 2d), y la onda incidente es en la direccién
horizontal, k, = 0. El nimero de onda se barrié en la primera zona de Brillouin, es decir, el
intervalo [0, 7/2d]. El material considerado fue aluminio cuyas propiedades son £ = 7,31 x 10'°
Pa, v = 0,325, p = 2770 kg/m3. La velocidades longitudinal y transversal son respectivamente
a=6198 m/sy = 3157 m/s.

Las soluciones para este problema pueden ser de varios tipos [15]:

» si m =n =0, las curvas obtenidas son lineas rectas con una ecuacién del a forma w = c|k,|.

= sim # 0y n =0, las curvas obtenidas son rectas que se encuentran dobladas para incluirse
en la primera zona de Brillouin y tienen una ecuacién de la forma w = c|k, + mm/d|.

= sim =0y n #0, las curvas obtenidas son hipérbolas, resultantes de la interseccién de los
conos (ver Figura 7.1) wy—om=o(ks, ky) con el plano k, = nw/d.

» sim # 0y n # 0, las curvas obtenidas son hipérbolas que se doblaron para incluirse en la
primera zona de Brillouin.

a esto.
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Figura 7.2. Curvas de dispersion para una celda homogénea con una onda incidiendo horizon-

talmente. Las lineas sélidas representan la solucién analitica, los puntos representan la solucién
calculada con FEM.

Como prueba adicional se calcularon las curvas de dispersién para una celda hexagonal. En
este caso debe tomarse en cuenta que las condiciones de Bloch-periodicidad deben ser consistentes

con el tipo de celda usada. La Figura 7.3 muestra de forma gréafica la manera de considerar en este
caso estas condiciones.
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1
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(a) Celda unitaria (b) Lista de no-

dos imagen y sus
nodos de referencia
correspondientes

Figura 7.3. Representacién grafica de la imposicién de las condiciones de Bloch-periodicidad en
una celda hexagonal. Resaltados en gris se encuentran los nodos de referencia.

Los resultados, presentados en la Figura 7.4, muestran una comparacién de los resultados
obtenidos por FEM para una celda hexagonal y las rectas correspondientes para el caso analitico.

2dw /5000

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Figura 7.4. Resultados obtenidos por FEM para una celda hexagonal para un material ho-
mogéneo. Las lineas sélidas son los resultados analiticos, mientras que los puntos representan
valores numéricos. Por claridad sélo se presentan los resultados analiticos para las rectas con

m=n=0.

El algoritmo implementado permite tener celdas con geometria arbitraria, la tinica condicién
que debe tener esta es que debe formar un teselado que llene todo el espacio [81], la Figura 7.5
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muestra un ejemplo. A pesar de permitir geometrias arbitraria para la celda es recomendable usar
celdas que sean ortorrémbicas (en el caso 2D, rectdngulos) ya que la imposicién de las condiciones de
Bloch-periodicidad se simplifica. La celda presentada en la Figura 7.5 pudo haber sido representada
por un hexagono. Pero, a su vez, una red hexagonal puede ser representada por celda rectangulares,
como se presenta en la Figura 7.6.

Figura 7.5. Ejemplo de teselado. Se resalta la simetria de tipo hexagonal.

Figura 7.6. Celda rectangular para una red hexagonal. La figura presenta 3 tipos de celdas que
se pueden escoger para representar una red hexagonal usando el teorema de Bloch.
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7.2. Material Bicapa

Otro sistema que goza de una solucion analitica es el de un material formado por capas de dos
materiales distintos con una onda que viaja perpendicular la distribucién de las capas (ver Figura
7.7), este problema fue estudiado por Lord Rayleigh en el caso de ondas electromagnéticas pero es
matematicamente equivalente para el caso de ondas mecdnicas [106].

//'elemental

Figura 7.7. Celda para un material bicapa.

2d|

Esta solucién puede ser obtenida si se expresa la solucion como la superposicién de dos ondas

planas
up = ATel* 4 Bre~ikv

en donde r representa cada una de las capas en el material, 7 indica la direccién del desplazamiento,
j = +/—1. Como condiciones de frontera se usan la continuidad en el campo de desplazamientos y
de tracciones en la interfaz ademéas de la condicién de Bloch-periodicidad. La solucion resultante

es
d d 2 2 d d

cos(2dk) = cos (w_) oS (w_) _ (pe)"+ (paca) sin (w_) sin (w_) , (7.5)
C1 C2 2p1p2c1Co C1 C2

siendo ¢; la velocidad de la onda longitudinal /transversal y p; la densidad de la capa i.

La Figura 7.8 muestra la comparacion entre los resultados obtenidos por FEM y la solucién
analitica en el caso de un material bicapa. Los materiales usados fueron aluminio, con las mismas
propiedades que en el caso homogéneo, y latén con propiedades E = 9,2 x 10'° Pa, v = 0,33
y p = 8270 kg/m3. La velocidades de las ondas longitudinales y transversales para el latén son
a = 4060 m/s y f = 2045 m/s, respectivamente.
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Figura 7.8. Curvas de dispersién para una celda formada por dos capas de distinto material e
igual grosor para una incidencia vertical.

7.3. Celda Cuadrada con Inclusiones

Como caso de prueba se considerd una celda cuadrada con una inclusién también cuadrada. El
lado de la celda es igual 2d mientras que el lado de la inclusién es igual a 2a (ver Figura 7.9), se
hizo variar la razén a/d entre 0 y 1. En el caso a/d = 0 se tiene un material homogéneo con las
propiedades de la matriz, cuando a/d = 1 también se tiene un material homogéneo pero con las
propiedades de la inclusién.

La Figura 7.10 presenta los resultados para una celda de aluminio con una inclusion de latéon
para una que incide verticalmente, las propiedades son las mismas a las que se usaron en el caso del
material bicapa. Estos resultados se separan en modos cuasi-longitudinales y cuasi-transversales.
En un material heterogéneo, a diferencia de un material homogéneo, las componentes longitudinales
y transversales de desplazamiento no estan desacopladas en ondas con velocidades « y f [107].
Cabe destacar que las curvas de dispersién para diferentes valores de a/d estan acotadas por los
casos limite a/d = 0 y a/d = 1 que representan la propagacién de ondas en aluminio y latén,
respectivamente.
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Figura 7.9. Celda para una inclusion cuadrada.
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(a) Modo cuasi-longitudinal
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(b) Modo cuasi-transversal

Figura 7.10. Resultados para inclusiones de diferentes tamanos.
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7.4. Poro Cuadrado

Finalmente, se calcularon las relaciones de dispersién para una celda con un poro cuadrado
(lugar sin ninguin material). Para esto se hizo un barrido para los nimeros de onda adimensionales

ky = 2dk,/m € [-1,1], k, = 2dk,/m € [—1, 1] que corresponden a barrer los nimeros de onda dentro
de la primera zona de Brillouin. La geometria de la celda se presenta en la Figura 7.11, el material
considerado para la matriz fue aluminio con las mismas propiedades presentadas anteriormente.

N
>

< 2d

A
Y

2a

7

Figura 7.11. Celda con un poro cuadrado.

En este caso se uso un barrido variando el dangulo de propagacién de la onda, lo que se logra
variando el vector de onda k = (k,, k,). Este tipo de analisis permite obtener informacién sobre la
direccionalidad que presenta un material celular con una celda especifico. Las Figuras 7.12 y 7.13
se presentan las superficies de dispersién y los contornos de iso-frecuencia para los dos primeros
modos que son cuasi-transversal y cuasi-longitudinal. Puede verse que el modo cuasi-longitudinal
es menos direccional que el otro, lo que puede entenderse como que las ondas de este tipo ven el
material con una anisotropia leve mientras que las cuasi-transversales presentan dos direcciones
preferenciales de propagacion que corresponden a los ejes x e y.
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(b) Superficie de dispersién

Figura 7.12. Relacién de dispersion para un modo cuasi-transversal en una celda con un poro

cuadrado en su interior.
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Figura 7.13. Relacion de dispersién para un modo cuasi-longitudinal en una celda con un poro

cuadrado en su interior.
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7.5. Conclusiones

Se desarroll6 un algoritmo que permite calcular las curvas de dispersion para un material
periédico que permite ahorrar costos computacionales modelando una sola celda. Esto permite
calcular la respuesta global de un material que microestructuralmente esta compuesto por la celda
descrita. El algoritmo que se implemento se basa en la metodologia de elementos finitos para encon-
trar las curvas de dispersion, sin embargo la imposicién de las condiciones de Bloch-periodicidad
es la misma para algoritmos como el Método de las Diferencias Finitas, de Elementos de Frontera
o incluso en algoritmos basados tejidos de masa-resorte [108] ya que todos estos métodos se basan
en la representacién de la informacién del sistema fisico en unos puntos llamados nodos.

El algoritmo descrito funciona para celdas de diferente geometria desde que ésta forme un
teselado como el presentado en la Figura 7.5. Se comprobé el funcionamiento del programa para
geometrias rectangulares y hexagonale. A pesar de ser posible usar diferentes tipos de geometria en
la celda se sugiere usar rectangulos y que esto permite simplificar la imposicién de las condiciones
de Bloch, para cualquier tipo de celda se puede encontrar una celda rectangular que contenga la
misma informacionl



Trabajo Futuro

Parte 1

En la parte de compresién de matrices de rigidez de BEM podria ser de interés:

= Estudiar el Método de Elementos de Frontera con Multipolos Rapidos y ver si este permite
un acoplamiento directo con FEM como el BEM tradicional.

= Explorar el método de Matrices Jerarquicas usando la Aproximacion Adaptativa cruzada.

= Explorar métodos de compresién de matrices usando wavelets.

Parte 11

Respecto a la propagacion de ondas en materiales periddicos es de interés:

= Explorar las ventajas que presenta un Método de Elementos Finitos Espectral para estos
problemas. Ya que requieren de menores discretizaciones espaciales y permiten obtener las
matrices de masa bandeadas [109-111].

» Contrastar los resultados obtenidos usando este método con una simulaciéon que incluya la
microestructura del material de manera explicita e incluya muchas celdas, como presenta [82].

» Extender la metodologia a modelos del continuo enriquecidos, como los sélidos de Cosserat.
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Apéndice A
Funciones de Green para el Semi-espacio

A continuacién se presentan las funciones de Green G,;(x;§) para el campo de desplazamien-
tos. Como ya se mencién anteriormente G;;(x;&) representa el desplazamiento del punto x en la
direccién i debido a un carga armoénica de amplitud unitaria con frecuencia angular w aplicada en
¢ v en direccién j.

i > k2 k2T (ky,) 452, (2k2 — k2)
. - __nEF . F _ "n n H B8
Gll(X7€) 2[1]{52# Z v, Un Tn Tn l/nA kn Eynyn A kn YnVn
A n=—o0 (A.1)
4k2~, (2k2 — kz)EH N %I‘(k:n)EH
A(ky) vavn T A (k) | e
i & kenD (k) Ak Uy (2K — K3)
w3 { —knEY 4k, B} - 2 pl < H
G13(X f) 2L/€2 nzoo {S 3 { Un, + 'Yn} A(kn) UnVn + ( ) InVn
4k3(2k2 — k2
A (kn ) 'nYn A ( kn) ’Y'n Tn n
(A.2)
i e kT (k) 4k3(2K2 — k%)
: — . _knEF knEF _ uEH MEH
G31(X7 f) 2Lk%,u n;m |:S 3 { Vn + 'Yn} A(k}n) UnVn + A(k?n> Ynln (A 3)
4k vy (22 — ) _ knr<kn)EH ., )
A(kn) UnYn A(k.n) TnYn n
i = s k2 o k(K AR2v, (2k% — k3)
G33(X7§) - 2Lk2u Z _VnEVTL - _nE'Yn + kn EV’ILVTL A kn IYnVn
3 B
n=—oo (A4)
A(kn) i ) Don| B
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En estas ecuaciones se usan las siguientes abreviaciones

ko =
(A.5)
kg =

donde «a y [ son las velocidades de las ondas de compresion y de corte, respectivamente, que se
calculan de acuerdo con

o A+2u
P A6
o (A6)
p?

donde p es la densidad del medio, y A y p son las constantes de Lamé. Estas constantes pueden
escribirse en funcion del médulo de elasticidad E y el coeficiente de Poisson v como

- Ev
S (1+v)(1-2v)’ AT
U (A7)
F o+
También se considera que
v, = (k2 — k)Y S(w,) <0,
Yo = (k= k)Y () <0, (A.8)
2
k, = %n )

En esta udltima expresion L representa la longitud en la direcciéon horizontal z; en las que se
presentan cargas estacionarias espurias producidas por la expansion en nimeros discretos de onda.
Esta longitud se toma tal que el tiempo que tarda una onda longitudinal en atravesar esta distancia
menos el tiempo que tarda esa misma onda en atravesar la dimension mas grande de la zona de
interés del problema, y es mayor que el tiempo de la ventana de observacion de la respuesta.

Continuando con la notacion usada

Sey = sgn(rz — &3),
E, = e—ikn(m—&)’
" (A.9)

EF _ e—iun\x3—§3|

Vn )

EF — ¢~ tmlrs—&s|

A(ky,) = +2(k2 — ké)2 + 4K2 VY,

A.10
U(k,) = —2(k2 — k3)* + 4k2vn 7. ( )
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l{il/n — e_iV7z($3+§3))7
EH — e_i(7nx3+ynf3))
T ’ (A.11)
H _ = t(vnx3+Tn ’
Eyn% — o {vnzaty 53)’
H  _  —iyn(x3—&3)
E,Yn% =e .

En todas estas ecuaciones la coordenada x; estd orientada horizontalmente y la coordenada x3
estd orientada en direccién vertical y apuntando hacia el semi-espacio, formando sistema de mano
dextrégiro.

A partir de las relaciones constitutivas para un material elastico lineal bajo la hipdteis de
deformacién plana se pueden calcular las tracciones en cualquier punto del semi-espacio que estén
asociadas al plano con vector normal n. A continuacion se presentan las funciones de Green para
tracciones H;;(x,n;€). H;j(x; &, n) representa la traccién en direccion ¢ asociada al plano con vector
normal n en el punto x debida a una carga arménica de amplitud unitaria con frecuencia angular
w aplicada en £ en la direccién j.

k,T(k,
Hiy(x,n;€) = 2Lk2 H (k2 + V2R)EL + kyya(1 R)Ef + Tik))(kﬁ +vIR)ET
4k3%(2k2 — k3) Ak yn (2k2 — K2)
R—1)E" " P(k2 + 2R)E!
A(kn) ( ) YnUn A(kn) ( +V ) UnYn
Kyl (Kn)
W(R - 1)E§fl%} n

25 0n)
( ) nVn
2) H Skn%iyn(Qk?z k )EH

FYnVn (kn> VUnYn

{(25x3k:fl)EF + Sy (72 kzi)Eﬂ%—

4R2(2K2 — K2)
A(kn)

I'(k, 2
I H@—ﬁmﬁ%}ngk—%

(ky —

n

Ekn )

(A.12)



APENDICE A. FUNCIONES DE GREEN PARA EL SEMI-ESPACIO 69

-1 & kn, o 2N\ F ro, kal(k) s 2\ H
A RS _ 2 E
H31 (Xa n; f) QLIC(ZX S~ |:{ Un (knR + Vn)Eyn + kn’%’b(R 1)E7 + I/nA(kn)( nR + Vn) UnUn
AR3 (282 — 12) b Ak (2k2 — R2)
n in n . . nin n k2 2 EH
Ay T ARy B,
knﬁ)’nr(kn) H
R

2k2T (K,
+{ sl + 5,62 - KEr + 2,

Ak2(2k2 — k2) (2 —2yE 8k (2k2 — K3)
A(l{?n) n Tn Ynln A(l{in> VnYn
U(kn) 10 o om k3
+A(l€n) (kn - ’}/n)Eyn'yn nl/{?_% Ekn )
(A.13)
A —1 . F kn 1o 2\ I F anf(kn) H
ng(X,l’l, ) - QLI{% Rl |:{2kn’7nEz/n + Un (knR+ Vn>szn A(k’n) UnlUn
Ay (2K2 — K2) 8Kk3 1, (22 — k2)
A(kn> (771 n) YnVn A(k’n) VnYn
knr(kn) 2 2 H k2
(kn - n)E nYn n3_04
WA () )RS (A.14)
I'(kn)

{502+ 2REL 4 . R - 1B - 0+ 2REL,,
Ak, (252 — k3) 42 (2K2 — k2)
n e 1-RET, — o TP (2R 42BN
M) T RBe TRy R B,

(R— 1)E§{ﬂn} nl} Ey. |




APENDICE A. FUNCIONES DE GREEN PARA EL SEMI-ESPACIO 70

o0

1 k 2k, (k)
H. ;€)= 2k, EL + (K2 NEL - =2 FE]
33(Xa nvg) QLI{?(ZX nz_:oo |:{ nIn Un + Vn( nR + Vn) Un A(k’n) UnUn
A (2K2 —K3) 5, 82k — kD)
A(k?n> (ryn - kn)E'ynun - A(l{?n) El/n’yn
knr(kn) 2 2 H k2
+ (kn - ’yn)E nYn nl_a
Vn A (Fn) )RS (A.15)
(k)

+ {Sm(kg +VIR)EL + S, k2 (1 — R)Ej; — (k2 +V2R)E[

Akn)

Ak, vp (2k2 — K2) AR2(2K2 — k2)

A DB~ TRy R B,
]
donde L2
R=1- 2k_% .

Se puede verificar que las funciones de Green para las tracciones satisfacen las condiciones de

frontera en el plano, es decir, las condiciones de superficie libre. Si se evalia x3 = 0y n; = 0 el
resultado es cero.



Apéndice B
Conceptos sobre Fisica del Estado Sdlido

Este anexo corresponde al Capitulo 3 de la referencia [98], con unas leves modificaciones. Se
incluye como anexo con el permiso de reproduccion de Yhefferson Gutiérrez, su autor.

B.1. Ciristales

En la fisica del estado sélido se le llama cristal a un solido homogéneo cuya estructura interna
presenta un patrén ordenado en sus componentes reticulares, sean atomos, iones o moléculas.
A diferencia de los sélidos amorfos, los cristales tienen una geometria regular y un grado de
anisotropia en sus propiedades que depende de su estructura, ademas de tener la caracteristica
de poseer elementos de simetria. Sin embargo, la concepcién de un cristal podria ir mas alla de
aquellos estudiados por el estado sdlido y la quimica, en la cual consideramos un cristal como un
ente matematico que cumple las caracteristicas descritas previamente y en el que sus componentes
reticulares son simplemente puntos interpretados como nodos.

B.2. Red Puntual

Con el fin de describir las estructuras cristalinas debemos introducir el concepto de red puntual,
un ente matematico sobre el cual se puede definir y construir una red cristalina. Esta consiste en un
arreglo infinito de puntos discretos que llenan todo el espacio, en el cual se define una base vectorial
que genera la red a través de un conjunto de de operaciones de traslacion discretas sobre la base
definida, formando las llamadas redes de Bravais, dicha base estd compuesta por un conjunto de
vectores llamados vectores primitivos que definen la estructura o forma de la red, de manera
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que podemos definir una red respecto a su base a, la cual tiene la forma:

a= {Zn:Aidi}, (B.1)

donde {ay, -, a,} es una base de R" con A; entero. En general una red se expresa en términos de
un vector R llamado vector de red, el cual reine todas las caracteristicas de la red: su base a y sus
propiedades de simetria al aplicar operaciones de traslacion sobre dicha base, de tal forma que:

R = zn: laz-,
=1

donde los coeficientes [ son nimeros enteros que indican la cantidad de desplazamientos aplicados
sobre la base de la red, generando asi, de forma parcial o total la red definida por a. El entero
contenido en los coeficientes [ no necesariamente es el mismo para cada componente y en el caso
particular en el que todos los coeficientes [ son iguales a la unidad, el vector de red R es el mismo
vector base o primitivo a, y describe la minima regién de la red a partir de la cual se puede generar
dicha red en su totalidad, esta regién se conoce como celda unitaria o primitiva.

B.3. Caracteristicas de la Red

Para facilitar el estudio de una red, definida por un vector R, elegimos una regién del espacio
sobre la cual aplicando operaciones de traslaciéon podamos generar toda la red, dicha zona es
llamada la celda unitaria de la red y se caracteriza por poseer un solo elemento reticular o
nodo; en general su construccion puede abarcar un amplio nimero de posibilidades, pero las mas
importantes son: la que se define a partir de los vectores primitivos trazando paralelas reciprocas
desde sus extremos hasta el punto en el que se cruzan como se muestra en la Figura B.1, y la que
se forma a partir de la celda de Wigner-Seitz [112] como veremos mds adelante.

Otra caracteristica a tener en cuenta es el parametro de red, dado por la longitud de la
celda unitaria, y con base en el cual se aplican las operaciones de simetria. Puede haber mas de

un parametro diferente segiin el tipo de red que se esté estudiando. Los vectores de red primitivos
se definen respecto al pardmetro de red, el cual queda incluido en los coeficientes A; de (B.1).

B.4. Funciones Peridédicas en el Espacio de Frecuencias

Una funcién f(r) es periddica si cumple la condicién de periodicidad dada por:

f(r)=f{r+R), (B.2)
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Figura B.1. Esquema de una red puntual bidimensional: (a) seccién de una red cuadrada con
vectores primitivos a; y ag, (b) su correspondiente celda unitaria con pardmetros de red iguales
a a.

en cuyo caso decimos que R es el periodo de la funcién. Se observa que si R es el vector primitivo de
una red, entonces se puede concluir que una red es una funcién periédica, ya que si modelamos la
funcién que describe su celda unitaria, dicha funcién se mantendria invariante bajo operaciones de
traslacién discreta, de manera que al aplicar estas traslaciones sobre la celda unitaria generamos
la red en su totalidad llenando todo el espacio sobre la que esta definida. Mds adelante veremos
con mas detalle en que consisten estas operaciones.

Con esto en mente consideremos una funcién periédica f(r) asociada a una celda unitaria, para
esa funcién se tiene que (B.2) debe cumplirse para todos los vectores de red R que trasladan la
red al interior de si misma, es decir, que trasladan la celda unitaria sobre todo el espacio en el
que esta definida dicha red; veamos lo que sucede cuando analizamos nuestra funcion en el espacio
de frecuencias también conocido como espacio reciproco o de Fourier debido a que podemos ir del
espacio directo al reciproco y del reciproco al directo por medio de la transformada y transformada
inversa de Fourier respectivamente. En ese orden de ideas, para expresar nuestra funcién f(r) en
términos de su transformada en el espacio de las frecuencias debemos utilizar la transformada de
Fourier, la cual nos permite construir una funcién a partir de integrar ondas planas sobre todas
las frecuencias y es por definicién [113]:

/() = / g (k) Tk,

(2
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donde g(k) representa la funcién en el espacio reciproco y dice qué tanto aporta a f(r) una onda
plana con vector de onda k; ahora, debido a la condicién de periodicidad (B.2):

/g(k)eikrdSk _ /g(k)eik-(r—i-R)d3k7

v v

/g(k)eik'rd3k — /g(k)eik'Reik'rdSk.

v v

La periodicidad de f(r) nos indica que para su transformada de Fourier g(k) se debe cumplir que:

g(k) = g(k)e’™ ™. (B.3)
Esto s6lo es posible si g(k) = 0 o e¥R
sentido en nuestro sistema, de manera que se debe cumplir e = 1, lo cual quiere decir que
g(k) es cero en todas partes a excepcién de picos en los valores de k en los cuales ¢*® = 1 para
cualquier R. De lo anterior concluimos que para construir una funcién periédica de red f(r) a
partir de ondas planas, s6lo necesitamos considerar aquellas ondas planas con vectores de onda k
tales que e™*® = 1, 0 de forma equivalente, k- R = 27mn con n entero. Estos vectores se denominan
los vectores de red reciproca y los denotamos con la letra G. Ahora podemos expresar nuestra
funcién f(r) como una sumatoria ponderada sobre todos los vectores de red reciproca, de manera

que:

= 1; la primera condicion es la solucién trivial y no tiene
kR

fr) =) f(G)e .
G

B.5. Red Reciproca

Ya vimos cémo una red puntual en el espacio directo y sobre la cual se construyen las redes
cristalinas, puede expresarse en términos de una funcién f(r) que describe su celda unitaria y
vimos también cémo dicha funcion puede expresarse en términos de una sumatoria que contiene los
vectores G y que es el resultado de aplicar un andlisis de Fourier sobre la funcién f(r), asi como de
sus propiedades de simetria debido a su periodicidad. Estos vectores G se relacionan directamente
con los vectores de la red espacial R de modo que G - R = 27n con n entero. Observemos
que dada esta igualdad, G esta relacionado con la periodicidad de la red espacial contenida en
R, de manera que pueden definir una red propia en el espacio de frecuencias cuya periodicidad
se relaciona directamente con la periodicidad de la red definida por R en el espacio directo; es
asi como podemos decir que la red definida por G es la red reciproca de aquella definida por R.

En general, segtin el espacio en el que se esté trabajando el término red reciproca hace referencia
a la red correspondiente en el otro espacio, bien sea el espacial o directo, o el de frecuencias, ya
que ambos espacios son reciprocos uno del otro. Sin embargo, en nuestro estudio concentraremos
el concepto de red reciproca a la red en el espacio de frecuencias, es decir aquella definida por los
vectores G, los cuales llamamos vectores de la red reciproca. Como ya se ha visto, los vectores de
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red R pueden escribirse en términos de los vectores primitivos a que a su vez pueden ser escritos
en términos de los vectores unitarios a; y el parametro de red a, de tal forma que para una red
cubica en las tres dimensiones se tiene:

R = Z la; = laay + naay + maas. (B.4)
i=1

De forma andloga, los vectores de la red reciproca G pueden escribirse en términos de los vectores
primitivos de la red reciproca b con vectores unitarios b; y parametro de red b, de manera que:

b= {Z Biioi} : (B.5)

donde {51, e l;n} es una base del espacio de frecuencias rectangular K™ con B; entero. Ademas:

G =) Lb; = Lbby + Nbby + Mbbs, (B.6)

i=1

donde los coeficientes L son ntimeros enteros no necesariamente iguales para cada componente y
dan cuenta de la cantidad de desplazamientos aplicados sobre la base l;i, de manera que se pueda
generar de forma parcial o total la red reciproca. Conociendo la forma de R y G, y debido al
requerimiento:

G- R =2mn, (B.7)

se tiene que:
G-R= (la1 + nas + mag) . (Lbl + Nbg + Mbg) = 271'72,, (BS)

Para cualquier eleccién entera de (I,n,m, L, N, M) este requerimiento se debe satisfacer para un
determinado n’. Con esto en mente y dada la ortonormalidad de los vectores base a; y ISi, de forma
intuitiva podriamos pensar en construir los vectores b; de manera que a;, -b; = 27 si¢ = jy
a;-b; =0sii#j, es decir:

a; - b; = 27d,;. (B.9)

Ahora, para encontrar tales vectores b; dado un sistema determinado de vectores a;, tenemos en
cuenta la identidad vectorial v - (v x w) = 0 para cualquier par de vectores v y w en el mismo
espacio; de esta manera podemos construir los vectores b; como sigue:

aj - (ag X 33)

= 82 2 A
al-(aQ ><a3)

como ya es sabido a; - by = 27, entonces:

. X
ay by = op 2 (22 xay)
aj - (a2 X a3)

ai-b :a1-27r(a2><a3)
Lo aj - (ag X az)
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comparando términos se puede ver que:

27T(ag X a3)
bj=———"7-——=>-.
aj - (ag X a3)

Mediante un procedimiento analogo construimos by v bz de manera que:

27'['(3_2 X ag) 27'('(83 X 3_1) 271'(81 X ag)

b. =
al-(agxag)’ 3

al-(agxag)’ al-(agxag)'

B.6. Primera Zona de Brillouin

Cuando analizamos una funcién periédica y tomamos su transformada de Fourier, encontramos
que, dada la condicién de periodicidad (B.2) para su transformada g(k), se debe cumplir (B.3) lo
que impone el requerimiento (B.7) con n entero. Ahora consideremos una funcién definida sobre
una red de la forma e™*. De la condicién de periodicidad tenemos que:

ekt = TR, (B.10)
ek Reikr, (B.11)

Observemos que para un determinado vector k la funcién es la misma salvo un multiplicador global
que solo aporta informacion de amplitud y como veremos mas adelante, dicha informacién no es
relevante para nuestro estudio. Por lo tanto decimos que ambos lados de la igualdad representan
la misma funciéon. Ahora aumentemos el vector de onda k en una cantidad entera de veces G, de
tal manera que ahora k = k + mG con m entero. Entonces:

_ ei(k+mG)-(r+R)’

— esz-Rezk-Re'L(k+mG)-r’
— ezk-Rez(kerG)-r

ez(kerG) T

)

ya que G - R = 2mn. Cuando aumentamos el vector de onda k un nimero entero de veces G se
puede ver que para un determinado k + mG, al aplicar la condicién de periodicidad (B.2) que
se manifiesta como una operacion de traslacién bajo la cual la funcién permanece invariante; se
obtiene infinito niimero de funciones con el mismo factor multiplicativo y la misma fase, debido a
que el aumento de k en una cantidad mG significa una traslacién de 27n en el espacio reciproco
y como consecuencia de esto se puede observar una grado de redundancia en el vector de onda k,
de manera que solo es necesario considerar aquellos valores de k contenidos en un intervalo de 27
en todas las direcciones cuando la red es cubica, y en general para cualquier tipo de red, aquella
regién de la red reciproca cuyos k no se pueden obtener por la adicién de vectores mG sobre algin
otro k en dicha regién, particularmente aqui G es el vector de la red reciproca primitivo.

Esta regién se define alrededor de un punto o nodo de la red reciproca, en el cual se establece el
origen k = 0 y es conocida como la primera zona de Brillouin. A partir de este origen también se
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definen segundas, terceras y en general enésimas zonas de Brillouin segin el niimero entero de veces
m que se puede adicionar el vector de red reciproca G sin generar una redundancia particular, de
manera que esta regién sera la |m|+1—ésima zona de Brillouin. Las zonas de Brillouin se construyen
como celdas de Wigner-Seitz. En particular, para la primera zona como se muestra en la Figura
B.2, esto es: se trazan los vectores de la red reciproca G desde el punto de red establecido como
origen a los primeros vecinos y se trazan planos perpendiculares a dichos vectores en sus puntos
medios, la interseccién de estos planos define la celda de Wigner-Seitz para la primera zona de
Brillouin.

&)

[ Sy

© O

i
-
O

A

(a)

Figura B.2. Esquema de una red puntual bidimensional en el espacio de frecuencias: (a) seccién
de una red cuadrada con vectores primitivos by y bg y construccién de una celda de Wigner-Seitz,
(b) su correspondiente celda unitaria o primera zona de Brillouin.

B.7. Condicion de Difraccion

Como se introdujo anteriormente, un cristal es una estructura macroscépica que posee una
funcion que es periddica en el espacio. En el caso de ondas mecénicas, la densidad de masa p, el
moédulo de Young E y el coeficiente de Poisson v son funciones periddicas en el espacio. Ya que el
tratamiento descrito es valido, independiente de las propiedades que se consideren se hara mencién
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a una funcién periddica genérica denotada por €(r) y puede ser escrita como:

e(r) = Ze(G)eiG'r, (B.12)

G

donde G son los vectores de la red reciproca del cristal. Si se considera una onda plana con vector
de onda k que incide sobre el cristal, intuitivamente se puede suponer que la amplitud de la onda
difractada por un elemento de volumen dV con vector de onda k' depende directamente de las
propiedades locales, de manera que la amplitud total de la onda difractada A esta dada por la
integral sobre todo el sistema con e(r)dV veces el factor de fase ¢!® % por lo tanto:

dV

Ak

Figura B.3. Difraccién de una onda plana por un elemento de volumen dV'.

A :/ei(k/_k)'re(r)dV,
A :/e_mk're(r)dV, (B.13)

donde:
k — Ak =K. (B.14)

Como se ve en la Figura B.3, Ak representa la diferencia de fase, es decir, el cambio en el vector de
onda del haz dispersado respecto al haz incidente. Y ya sabemos que €(r) es una funcién periédica,
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de manera que podemos introducirla en (B.13) en términos de sus coeficientes de Fourier dados
por (B.12), asi que:
A= / e~k S (@) SV,
G
lo cual puede reescribirse como:

A=) / G- AWT(G)qV, (B.15)
G

observemos que cuando la diferencia de fase Ak es igual a un vector de red reciproca particular
tal que:
Ak = G, (B.16)

el término exponencial en (B.15) desaparece de modo que A = ¢(G)V. En desarrollos analogos
hechos para cristales electrénicos [81] se puede demostrar facilmente que (B.15) es muy pequeno
cuando Ak es significativamente distinto de G. Ahora, tenemos que la frecuencia w’ = ck’ del rayo
difractado es igual a la frecuencia w = ck del rayo incidente, de manera que las magnitudes de
los vectores de onda k = |k| y &’ = |k/| son iguales y por lo tanto k% = k. Retomando (B.14) y
(B.16) encontramos que:

k—G= k’,
entonces:
(k — G)* =k?,
2k - G — G? =0.

Este resultado se conoce como la condicion de difraccién y dado que G es un vector de la red
reciproca al igual que —G podemos reescribir la relacién anterior como:

2k - G = G2, (B.17)

se observa que esta condicion se satisface siempre que:

G
k=+—. (B.18)
2
Una importante anotacién acerca de este resultado es que los k que satisfacen la condicién de
difraccion se encuentran en los extremos de la primera zona de Brillouin de la red reciproca con
vector de red G.
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