Universidad EAFIT

Facultad de Ciencias Bésicas

Modelo de Fitzhugh-Nagumo y las
redes neuronales

Tesis de Maestria presentada por

Jasmidt Vera Cuenca, cod. 200410027016
Yineth Medina Arce, cod. 200410015016

Director
Dr. Mauro Montealegre Cardenas

Maestria en Matematicas Aplicadas

Departamento de Matematicas
Facultad de Ciencias Exactas
Universidad Surcolombiana

Universidad EAFIT
Medellin

2007



Universidad EAFIT

Facultad de Ciencias Bésicas

Modelo de Fitzhugh-Nagumo y las
redes neuronales

Tesis de Maestria presentada por

Jasmidt Vera Cuenca, cod. 200410027016
Yineth Medina Arce, cod. 200410015016

Director
Dr. Mauro Montealegre Cardenas

Maestria en Matematicas Aplicadas

Departamento de Matematicas
Facultad de Ciencias Exactas
Universidad Surcolombiana

Universidad EAFIT
Medellin

2007






Agradecimientos

Agradezco a Dios por haberme permitido llegar a la culminacién de este
sueno tan anhelado, a la Universidad Eafit por brindarme la oportunidad
de acceder a los conocimientos; al Doctor Mauro Montealegre Cardenas
por su paciencia, perseverancia y apoyo incondicional para el desarrollo
y culminacion de este proyecto, a mi amigo y profesor Gustavo Londono
Betancour por sus conocimientos y tiempo; a mi madre, a mi hija Natalia
por su tiempo, tolerancia, comprensién y voz de aliento para no desfallecer
en la firme decisién de alcanzar esta meta y a todos los que de una u otra
forma han contribuido para la realizacién de este logro significativo para mi
vida.

Jasmidt Vera Cuenca

Quiero expresar mis agradecimientos a la universidad Eafit por contribuir
con mi engrandecimiento personal y profesional y que a la vez permitiera
alcanzar uno de mis grandes suenos.

Agradezco especialmente la colaboracion de:

Al doctor Mauro Montealegre Cardenas, mi asesor de tesis quien con sus
conocimientos paciencia y oportunas orientaciones contribuyé a la culmi-
nacion de esta tesis.

Al profesor Gustavo Londono por ofrecernos sus conocimientos y orienta-
ciones durante el transcurso de la tesis.

Dedico esta tesis:

A mis dos hijos, Javier y Luis Ernesto que me regalaron su tiempo para que
este logro fuera posible.

A mis familiares

A mis amigos (amigas).

Yineth Medina Arce






Indice general

Introduccién

1. Definiciones relacionadas con los procesos dinamicos no

lineales

1.1.

1.2.

1.3.
1.4.

1.5.

1.6.

Sistemas gradientes [PE] . . . . .. ... o000
1.1.1. Definicién . . . . . . . . ..
1.1.2.  Conjugacién Topolégica . . . . . . . . . . ... .. ...
Variedades invariantes . . . . . . .. .. ...
1.2.1. Conjuntos invariantes [GU,HO] . . . . . . ... ... ..
1.2.2. Teorema de las variedades invariantes bajo difeomorfismos
[PE] . . .
1.2.3. Variedades invariantes para flujos ¢ asociados a ecuaciones
diferenciales . . . . . ... ..o
1.2.4. Variedades invariantes para orbitas periddicas hiperbdlicas
1.2.5. Teorema de la variedad central . . . . . . . . . ... ...
Formas normales . . . . . .. .. ... ... ... ... ....
Bifurcacion de Hopf . . . . . . . . . . . ... ... ... ...
1.4.1. Bifurcacién de Hopf para ecuaciones diferenciales . . . . .
1.4.2. Bifurcacién de Hopf para mapeos . . . . . . . . . .. ..
1.4.3. Bifurcacién de Bogdanov-Takens . . . . . . . . . . .. ..
Anélisis de la forma normal en R? en torno a un foco (para
una bifurcaciéon de Hopf) . . . . ... ... ... 0oL
Compactificacién de Poincaré de un sistema dinamico . . . . .
1.6.1. La proyeccién estereografica . . . . . . . . . . . ... ..
1.6.2. La proyeccién central . . . . . . . . . .. ... ... ...



INDICE GENERAL

v
1.6.3. Observacién . . . . . . . . . . . .. .. ... ... ... 16
1.7. Metodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales . . . 16
1.7.1. Método de Euler [Ki,Che] . . . . .. ... ... ... .. 17
1.7.2. El método de Runge-Kutta. . . . . . . . ... ... ... 17
2. Modelo de Fitzhugh-Nagumo para el potencial de una

membrana 19
2.1. Fundamentos . . . . . . ... ... .. ... ... ... 19
2.2. Estructura de una neurona . . . . . . . . ... ... ... ... 21
2.3. Excitabilidad de la membrana celular . . . . . . ... .. ... 22
2.4. Modelo de Fitzhugh Nagumo . . . . . .. .. ... ... ... 24
2.4.1. Estados de equilibrio y ceroclinas . . . . . . .. ... .. 25
2.4.2. Estabilidad del potencial de reposo y linealizacion . . . 27
2.5. Andlisis paramétrico . . . . .. ... 28
2.5.1. Existencia de un tinico estado de equilibrio . . . . . . .. 29
2.5.2. Casoauténomo . . . . . . . . .. ... 30
2.5.3. Estimulacién de la célula con una corriente externa . . . . 32
2.5.4. Conclusién del Capitulo2 . . . . . ... ... ... ... 34
. Estudio cualitativo del modelo FitzHugh-Nagumo espacio-

temporal en R? 37
3.1. Definiciones y conceptos basicos . . . . . . ... ... ... 37
3.1.1. Analisis de la estabilidad lineal . . . . ... ... ... 40
3.2. Simetrias del sistema . . . . . ... ... oL 41
3.3. Espacio vectorial tangente generado por los vectores propios . 44
3.4. Reduccion de la variedad central y forma normal . . . . . . . . 46
3.5. Anélisis numérico: bifurcaciéon y caos . . . . . . . ... .. .. 48
3.6. Los coeficientes Rg’g) ....................... 49
3.7. Bifurcaciones de 6rbitas homoclinicas, heteroclinicas y periédicas 50
3.7.1. Introduccién . . . . . . . .. ... 50
3.7.2. Orbitas heteroclinicas . . . . . . . ... oo 51
3.7.3. Las bifurcaciones heteroclinicas . . . . . ... ... .. 51

3.8. Bifurcaciones Homoclinicas para el modelo de Fitzhugh-
Nagumo con su perturbacion singular, sistema lento-rapido. . 52
3.9. Conclusiones del capitulo tres . . . . . .. ... .. ... ... 55
Las dinamicas de las redes neuronales no lineales 57
4.1. El modelo de Hopfield . . . . . ... ... ... ... ..... 57

4.1.1. Identificacion de sistemas dinamicos mediante redes
neuronales . . . . . . ... 61

4.2. El paradigma de la propagacion hacia atrds . . . . . . . . .. 64



Indice General

v
4.3. Modelo de aprendizaje de una neurona débilmente no lineal 69
4.3.1. Modelo matemético de una neurona y su proceso de
aprendizaje . . . . .. . Lo 69
4.3.2. Conjugacién topolégica de cascada de gradientes . . . . . 70
4.3.3. Comentario . . . . . . . . . .. ... 71
4.3.4. Neuronas débilmente no lineales . . . . . . . . ... ... 72
4.3.5. Dindmica del proceso de aprendizaje de una neurona no
lineal . . . . . . . .. 75
4.4. El movimiento errante y el fénomeno co-operativo en una red
neuronal: un modelo de memorio asociativa . . . . . . . . . .. 78
44.1. Modelo . . . . . . ... 79
4.4.2. Memoria asociativa . . . . . . . . . ... 81
Conclusiones 83
Bibliografia 85






Introduccion

Este trabajo de tesis es motivado por el conocimiento de la dindmica
nerviosa y las relaciones basicas con las redes neuronales artificiales, proble-
ma fundamental de la biofisica y la tecnologia contemporanea.

Para ello nos soportamos en los trabajos de R. Fitzhugh [FH]; P. Mu-
ruganandam y M. Lasklmanan [MU,MA]J; Andrzej Bielecki [Bil] y [Bill];
M. Atencia, G. Joya y F. sandoval [AT,JO,SA], Carolina Barriga y otros
[BA,CARR,ON]; entre otros.

El método usado en nuestra tesis es el andlisis cualitativo de los sis-
temas dinamicos que surgen de la actividad de la membrana nerviosa, tal
como lo presenta en sus trabajos de J. Gukhenheimer and P. J. Holmes
[GU,HO], Morris F. Hirsch and Stephen Smale [MO,ST], Mauro Montealegre
y otros [MON,LON,POL], y Lawrence Perko [PE]. Buscando aplicaciones
bésicas en los procesos de aprendizaje y de reconocimiento de parametros, a
partir de los estudios de [BA,CARR,ON] y [Bil].

Nuestro trabajo tiene las siguientes partes: Capitulo uno, una intro-
duccion general sobre sistemas dindmicos no lineales; en particular sobre: la
sistemas gradientes, conjugacion topoldgica, compactificacion de Poincaré,
variedades invariantes (estable, inestables y central) y las formas normales.

En el capitulo dos, estudiamos el modelo Fitzhugh-Nagumo reducido
a dos dimensiones segin la versiéon de Hodgkin-Huxley, andlogo al modelo de
Van Der Pol ; hacemos un estudio de la dindmica en torno de los equilibrios,
en particular, los equilibrios no hiperbdlicos como los de tipo de Hopf,
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cuya existencia tiene significado relevante en la actividad de la membrana
nerviosa; las simulaciones necesarias son ralizadas usando el software Integra.

En el capitulo tres estudiamos el modelo de Fitzhugh-Nagumo en la
version espacial espacio-temporal dada por una ecuacién diferencial parcial;
la cual por medio del cambio de variable del tipo de onda viajera conduce a
una ecuacion diferencial ordinaria en tres dimensiones; via variedad central
llegamos de nuevo a un estudio cualitativo bidimensional confirmando los
resultados obtenidos en el capitulo dos, ampliando asi el conocimiento de la
bifurcacién de Hopf. Aqui las técnicas son mas elaboradas pues se requiere
escribir las ecuaciones en formas normales especiales, ademéas de técnicas
especiales para reconocer bifurcaciones homoclinicas y heteroclinicas en la
versién S. N. Chow, B. Deng y D. Terman. Los estudios a este nivel atin son
incipientes en la literatura conocida.

En el capitulo cuatro, presentamos en su primera parte un resumen
de los conceptos béasicos de las redes neuronales artificiales en sus versiones
de Hopfield y Back propagation; resaltando los aspectos fundamentales de
sus aprendizajes y capacidades de reconocimiento de parametros. En la
segunda seccién de este tltimo capitulo estudiamos con detalle el modelo de
red neuronal debilmente no lineal y caotico; también un modelo de memoria
asociativa, el cual tiene el comportamiento cadtico. Estos dos tltimos
modelos aproximan el fénomeno biolégico con los desarrollos tecnolégicos
dados por las redes neuronales.



CAPITULO 1

Definiciones relacionadas con los procesos dindmicos no
lineales

1.1. Sistemas gradientes [PE]

1.1.1. Definicién

Sea 2 C R™ un conjunto abierto,y v : 2 — R una funcién potencial de
clase C?, entonces el sistema gradiente tiene la siguiente forma

7= dzit) = —grad v(Z(t)) (1.1.1)
donde ) . ) )
grad o(ite) = (2400 2 S0

grad wv:§) — R" es el campo vectorial gradiente. El sistema (1.1.1) tiene
las siguientes propiedades:

i) siv= % : () — R es la derivada de v a lo largo de las trayectorias de
(1.1.1); esto es,

por la regla de la cadena tenemos
o(x) = Du(#(1)) - Z(t)
= (grad v(Z),—grad v(Z)) (1.1.2)

= —lgrad v(z)?
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ii)

iii)

Para ¢ € R constante, si agf) # 0, para I € BE(U'), por el teorema de

la funcién implicita tenemos que

U(xlax%---axnfla g(‘fl,l'g,.--,ﬂjn,l)) = ¢,

g : R"! — R es una superficie n — 1 dimensional y de clase C*.
Entonces si grad v(Z) # 0, esto es Z es un punto regular de (1.1.1),
las curvas de nivel de v atraviezan transversalmente las trayectorias
de (1.1.1), como se muestra en la siguiente figura para el potencial:
v(z,y) = 2%(x — 1)% + ¢?

Figura 1.1.1 Sistema gradiente

La funcién L : Q@ — R, L(Z) = v(¥) — v(2p), donde & es un punto
de equilibrio de (1.1.1), esto es grad v(Zp) = 0 es una funcién de

lyaponov ; ademaés los minimos de v son equilibrios asintoticamente
estables de (1.1.1).

1.1.2. Conjugacién Topolégica

Sean dos dominios abiertos €2, C R" para los campos vectoriales
feCH ), g € C'(Qy) decimos que los dos sistemas
T = g(7)
y=fy)
son topolégicamente conjugados si tienen la misma estructura dinamica

y preservan la orientacién dada por el tiempo, esto es, existe un
homeomorfismo H : 2; — (25 tal que

Hobyz.r)(T) = ¢r 0 H(ZT) (1.1.4)

donde t : R — R para cada ¥ y ademas % >0

(1.1.3)
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Ejemplo 1.1.1. (Sobre el teorema de Hartman-Grobman [PE]) Si 0 € Q C

R™ y fe C1(Q) con f(0) = 0y ademds A = Df(0), entonces para el flujo
¢y de ¥ = f(¥) tenemos

H o ¢,(%) = "' H ()

donde H es un homeomorfismo de 2 en €2; t € I C R, I es un intervalo que
contiene el origen del tiempo.

Ejemplo 1.1.2. Sea T = f(f) y para el cual construimos el nuevo campo
/(@

, L@ . N -,

solo que el segundo es siempre un sistema dinamico porque su solucion es

oty
pi(z) = 0+/0 1+||f(x(8))||d

f(Zo) =0
0i(Z) QxR — Q

vectorial ¥ =

los cuales resultan ser topoldgicamente conjugados;

con

Ejemplo 1.1.3. Dos difeomorfismo x,.1 = f(z,) ¥ Yns1 = 9(yn) pueden
ser topolégicamente conjugados (y hasta diferencialmente conjugados), por
ejemplo:

i) Qc(z) = 2* + cy F,(z) = px(x — 1) son topoldgicamente conjugados via
un homeomorfismo de la forma h(z) = ax + (.

ii) Si f: R — R es un difeomorfismo con Df(x) > 0, Vo € R; la ecuacién

diferencial es & = f(x) — = define un flujo ¢; : R — R, se puede mostrar
que f v 1 son topolégicamente conjugados.

iii) Si dos orbitas periddicas de un sistema # = f(&) son asintGticamente
estables, entonces en vecindades de ellos se puede definir mapeos de
Poincaré que resultan topolégicamente conjugados.

iv) Los mapeos F(x) = 4z(x — 1) para 0 < 2 < 1 y la aplicacién tienda
G(x) = 2 (% — |% —:v|) son topoldgicamente conjugados, basta tomar el
difeomorfismo h(z) = 27 'arcseny/z. Se deduce que si z,41 = G(z,) con

n=0,1,2,... Y Yn = sen®(TE2), entonces Yni1 = F(yn).

v) Sea A el conjunto de cantor generado por la ecuacién cuadratica F,(z) =
px(l — x), para p suficientemente grande, para la restriccion siguiente

FM|A

existen dos intervalos Iy y I; tal que A C Iy U I; para = € A definimos el
homeomorfismo h(z) = sos15;..... donde s; = 0 si Fj/(x) € Iy, s; = 1 si
Fl(z) € IoF](x) € I, se puede mostrar que si yu > 2+ /5 entonces
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donde

iy — Y (1.1.5)

es el mapeo shift.

1.2. Variedades invariantes

1.2.1. Conjuntos invariantes [GU,HO]

La érbita de un punto mediante un difeomorfismo f(z,41 = f(x,)), o
mediante un flujo (p; : © — ¢(x)), puede permanecer en una regién
especial del espacio de fases €2. Un conjunto A C  es invariante para f
(6para @) si f™(A) CAG( ¢ (A) CA);Vm € Z (vt € R). Es positivamente
invariante si m € Z* (¢ > 0), o negativamente invariante si m € Z~ (¢ < 0).

Ejemplo 1.2.1. El alfa limite de y ,a(y) 6 el omega limite de y, w(y) son
son conjuntos invariantes, [PE] .

1.2.2. Teorema de las variedades invariantes bajo difeomorfismos
[PE]

Sea f : 2 — R" un difeomorfismo con un punto fijo Z, € €2, esto es
f(&y) = xy. Entonces existe una vecindad N C Q con Zy € N que contiene
las siguientes variedades estable y inestable:

Wioe(@o) = {2 € N|f™(Z) — Zo cuando n — 400}, (1.2.1)

Wi (%) ={Z e N|f" () — &  cuando n — —oo}, (1.2.2)
Ty es hiperbdlico si D f(xg) tiene todas las partes valores propios diferentes
de (1.1.5).

Para #y hiperbdlico podemos extender las variedades locales invariantes
anteriores a las variedades globales estables o inestables siguientes

W?(Zy) = puntos de acumulacién U (WS ,.(%0)), (1.2.3)

mezZ+
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W*(%y) = puntos de acumulacién U M (WE,(Zo)) (1.2.4)

meZ

1.2.3. Variedades invariantes para flujos ¢ asociados a ecuaciones
diferenciales

Z=f (Z), con f(Zp) = 0 equilibrio hiperbdlico, tenemos las siguientes

variedades invariantes locales:
W}, .(Zo) ={x € N| ¢(z) — ¥y cuando t— +oo},
Wiee(To) ={z € N| w(x) — T cuando t— —oo};

con variedades globales:

W(&o) = | o—e(Wi,e(d0))

t>0

W (&) = | er(Wie(F0))

t>0

1.2.4. Variedades invariantes para 6rbitas periédicas hiperbélicas

Sea ¢ una orbita periédica de & = f(&) se pueden definir W*(c') y W (o),
como se ilustra en la siguiente

Figura 1.2.4 érbita perfodica del tipo silla

1.2.5. Teorema de la variedad central

Si f € C" es un campo vectorial, f : @ — R", asociado a la ecuacién
diferencial ¥ = f(&; ), &y un punto de equilibrio no-hiperbdlico (f(Zy) = 0)
con A = Df(Zy; i), el espectro o de A se divide en tres partes: o4,0,,0. con
(podemos asumir Zp = 0):

<0 siX€og

Re(A\) =< =0 si\eo,
>0 siXe€oy,
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con respectivos autoespacios FE° EF E°. Entonces también existe una
variedad invariante W€, la variedad central, tangente a E° en 7y de clase
O™ ! la cual es el grafico siguiente

W = {(zs, e, vp)/Tc = W(xs,2,); h(0) = Dh(0) = 0}

1.3. Formas normales
Sea la ecuacién diferencial siguiente
= Az + h.(z) con xe€R" (1.3.1)
y el siguiente polinomio homogeneo h,(z) = h?(x) + h3(x) + ... + h"(z), h*(x)

es de grado k, mediante el siguiente cambio de coordenadas proximas a la
unidad,

Ey)=y+&), yeRy (1.3.2)

cuya derivada es,
De(y) =1+ &,(y); (1.3.3)

&y(y) con inversa
(&)™ =1—¢& ) +0(y[*"?) (1.3.4)

Tenemos que para y € €, 2 una pequena vecindad del origen en R" ,
tenemos que el sistema (1.3.1) se transforma en el siguiente sistema en la
variable y:

g = Ay+h*(y)+h" " (y)+{h" (y) — [DE"(y) Ay — A" ()]} +0(|y[**") (1.3.5)

Ahora sea H” el espacio vectorial de los campos de vectores de polinomios
homogéneos (sin coeficientes independientes) con n variables de grado k .
Definimos el operador de Lie L%:

LY =H) — H)

(1.3.6)
(LAE") = &"(y) Ay — ADE (y),
L% es denominado el colchete de Lie, y es tal que
H* = RF @ ¥, (1.3.7)

donde:
R" =imagen (LY)(HF) (1.3.8)
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9 = ker (LK)(HF) (1.3.9)
tomamos la base del espacio vectorial H* dada por los polinomios {z® -

exp; fi1,....n donde

of =akiahe ok con Ry bk Ak, =k (1.3.10)
e’ =(0,0,...,1,0,...,0),1 en la posicién il. o
En éste contexto tenemos el siguiente teorema y definiciones

Teorema 1.3.1. Sea X (&) un campo de vectores diferenciable en R,
para la ecuacion diferencial (1.3.1) con X(0) = 0, entonces existe una
transformacion polinomial en las nuevas coordenadas i tal que este sistema
se trasforma en:

g=Ay+g*(y) + .. +g"(y) + 0y (1.3.11)
y€Q, donde ¢*ed* para k=2, ..r (1.3.12)

Definicién 1.3.2. Sea el vector de valores propios de (1.8.1) X =
(A1, Ag, .., \) entonces para m - A = A" A2 A" obtenemos

Ami = (- X) = \;, (1.3.13)
Se puede probar que
LE (2™ e;) = (M- a — )z (1.3.14)

Definicién 1.3.3. Una n-dupla de autovalores X = (A, Aoy s M) €8
resonante de orden r, si

A=) m) (1.3.15)
j=1

Para m; € N, con Z?Zl m; = r, y algin j = 1,...,n. Podemos notar que
h,(z) de (1.5.1) puede desaparecer si escogemos £¥ tal que

Li(€5(y)) = he(y), (1.3.16)
entonces escogiendo la base candnica {x® - €;}i—1. n tenemos
&) =) bnar™e (1.3.17)

Sustituyendo (1.3.17 ) en (1.3.16) vemos que si los autovalores no son
resonantes de orden r, entonces

Xmi
§mi=—"—"F—=""7

donde X,,; con los coeficientes del campo vectorial (1.3.1)

(1.3.18)
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1.4. Bifurcaciéon de Hopf

1.4.1. Bifurcacién de Hopf para ecuaciones diferenciales

Consideremos un sistema que localmente tiene la siguiente forma

&= f(x,y) = foupr — (W — fup)y + ... = pz —wy — (xQ + y2>x +
J=9(@,y) = (W+ guouh)T + Gyupty + ... = wr + py — (2> + Y )y + ..
(1.4.1)
El cual en coordenadas polares es

7= a(p) + ReA()r® + 0
0 = B(n) + LnA(p)r? +0(r)

o en términos de z = x + iy y AMp) = a(u) + iB(pn) es equivalente
2 = Mu)z + A(u)|z]*2 + 0(|2]?). Resulta que (1.4.1) tiene un equilibrio en
el origen, el cual es un foco y una érbita peridédica de radio aproximado a

i a(p) , . 27 . , L.
YR periodo aproximado a EIME De la ecuacion caracteristica de

este sistema en torno del origen, tenemos que sus valores propios

A(p) = a(p) £ i6(n)

r =

con .
alp) = é(fu:v + Gyt + O(NQ)a
I
ﬁ(:u) = w(l + %(ng - fuy)) + 0(M2)7
con la condicion génerica para la bifurcacion de Hopf siguiente

%awuzo £0

1.4.2. Bifurcacién de Hopf para mapeos

1) ( y ) = (A + 8% + 7)) ( cos(fo + pur), - —sin(f + pr”) ) ( x )

y sin(fy + pr?),  cos(fy + pr?) y
(1.4.2)
donde exp(nia) # 1 para n = 1,2, 3,4. el cual tiene un punto fijo (0,0); este
sistema se expresa en coordenadas polares como

{7’1 = Ar + 3r3 4+ 0(r°)

, 143
0y =0 +a+~yr*+0(rh) ( )



1.5 AnAlisis de la forma normal en R? en torno a un foco (para
una bifurcacién de Hopf) 11

de lo que se deduce la existencia de una 6rbita periddica en r = —(1;’\),

la estabilidad de la érbita depende del signo de 3 (la érbita de Hopf puede
ser subcritica o supercritica). El sistema (1.4.3) en variable compleja tiene la
siguiente expresion

Zni1 = 1+ a4 0(p?) exp(i(p)) zn + A(p) 20 20 + 0(|20 )

con la condicién generica ’il‘—zl(O) =a, de M(p) =1+ ap+ 0(p?).

1.4.3. Bifurcacién de Bogdanov-Takens

corresponde al sistema bidimensional de dos pardametros, ver [PE]

{5”' —Y (1.4.4)

U= 1+ poy + 2% + 2y

1.5. Anadlisis de la forma normal en R? en torno a un foco (para
una bifurcacién de Hopf)

Seguiremos con el procedimiento de la forma normal dada por Crawford
para el flujo en dos dimensiones

X=V(X)=VOX) +VOX) + .., X =(z,y) R (15.1)
(1) _ YT + wy
V(X)) < —wz+ 7y ) (15.2)
Sea la transformacion
X' =X+ ¢W(X) (1.5.3)
cuya inversa es
X' =X — ¢W(X) +0(z2) (1.5.4)
donde
¢ R> — R? (1.5.5)

es un mapeo polinémico homogeneo de grado k. Esta transformaciéon en la
ecuacién (1.5.1) nos lleva a

X =V(X) — LF[o™(X)] + 0(z* ) (1.5.6)
donde

Lk[(b(k)(X)] _ DV(l)(X)¢(k)(X) _ D¢(k)(X)V(1)(X), (1.5.7)
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Para cambiar todos los términos de grado %k, uno debe solucionar,

V(X)) = Lp®(X)] =0 (1.5.8)
0 sea

oW(X) = (L) VX)), (1.5.9)

Aqui L* puede ser visto como una matriz dimensionalmente finita y sera
posible cambiar todos los términos de orden k si y solo si detL # 0.
Asi ¢ (X) puede ser asumida como un vector en el espacio dimensional
2(k 4+ 1), a saber K®)(R?), esto es, o™ (X) € KH®(R?) y L* es una
transformacién lineal que actua sobre este espacio

Lk K®(R?) — LIK®(R?)] (1.5.10)

K®(R?) = HE si el determinante detL* = 0, entonces L* tiene uno de
los valores propios cero. En la presencia de tal valor propio cero uno puede
especificar un subespacio completo I*), como en (1.3.7),

K® () = LIK® (R?)] 4 3 (1.5.11)

Una vez 3 es elegido , entonces los términos de orden k pueden ser escritos
como

v = y® 4 y®) (1.5.12)
con
v® e LKW (R?)] (1.5.13)
y
Vi e g (1.5.14)

la componente v,® desaparece mediante este cambio de coordenadas.
Asumiremos la forma de ¢*) como

D)
oW (2, y) = (1.5.15)

donde

9¢*(x)  9¢*(x)

(k) dy dy
kp (k) _ 7oow ¢ (33) . YT wy
L¥[¢"™(z,y)] = ( —w 5 ) < ¢>(k)(a:) X k “\ —wa Y
8¢8(y) 8<¢>a(y)
x Yy

(1.5.16)
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Para determinar los valores propios de L* es mas conveniente usar
coordenadas complejas (z, Z). Entonces la ecuacién (1.5.15) escrita en variable
complejas como

99" (2) 09" (2)

k) (s sy (Y —tw 0 ¢(k)(z)>_ 0= 0z ((V—iw)z
L*[¢" (2, Z)] ( 0 7_|_Z'w)(¢(k)(g) s o6 (v +iw)z

z

0z 0z

(1.5.17)
La ecuacién de arriba tiene vectores propios de la forma (O(k),0) y (0, O(k)).
Supongamos el vector dado por

I sk—1
é_(k’l) yAVA
()
0
0
gk , 1=0,1,2, ...k (1.5.18)
lek_l

y sean los vectores propios de L* y usando una base para H*)(R?) . Entonces
los valores propios de L pueden obtenerse de la forma

LFedD) = Al (1.5.19)
donde
AP = (1 = k)y — dw(k — 20 £ 1) (1.5.20)

Para encontrar los términos de orden k& que no se pueden quitar por la
transformacién uno tiene que encontrar la condicién para valores propios
cero (puesto que detL* = 0 implica que al menos L* tiene un valor propio
cero). Esto igualando a cero tanto la parte real como la imaginaria de (1.5.20)
obtenemos:

(1—k)y=0 (1.5.21)
(k—2+1)w=0 (1.5.22)

En la bifurcacion de Hopf v = 0 y w # 0 e implica que £ — 2l £ 1 = 0. Ya
que 2l £+ 1 es impar, para k par nunca se cumplira la ecuacién (1.5.22) y para
k impar, esto es k = 2¢ = 1 tenemos dos vectores propios:

Zl|z|k—l
(k,(k+1)/2)
&r

0

)
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0
Utk )/2) _ k=3,57,.. (1.5.23)
Zl|2|kfl

Estos dos vectores forman una base para el subespacio complementario
(1.5.11) ™). Mediante la aplicacién de la transformacién de coordenadas
sucesivamente uno puede obtener la forma normal de todo orden par
cambiando los términos no lineales,

2\ [ v—w 0 2 > a;z|z|%
]:

la cual puede ser escrita en coordenadas polares en la forma estandar

=y s ar¥ ] (1.5.25)
0=w+> b (1.5.26)
j=1

donde a; = Re(o;) vy b; = —Im(a;).

1.6. Compactificacion de Poincaré de un sistema dinamico

1.6.1. La proyeccién estereografica

Se trata de proyectar la esfera S? = {(z,y,2) € R*| |(z,y,2)|| =1} C
R3 en el plano (z,y); ubicado en el polo norte de acuerdo con la proyeccién
s

S 1z ™ ()y.z
~ // X%(\ y.Z)

4 \\\ 7
Sora) \ / \ ,
F’, \ - ;‘/ \\ . X.Y)
N Y \ o} I X
\\\' < 7//&&}/ \ /
X N / \\\ /
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denominada proyeccién estereografica; en este caso el polo norte (0,0,1)
es proyectado al infinito del plano, ||(z,y)| — +o00. Los puntos dentro
del circulo 22 4+ y?> = 1 corresponden a la semiesfera inferior; el origen
corresponde al punto (0,0,—1); los puntos fuera del circulo z? + y* = 1
corresponden al hemisferio superior. Usando esta proyecciéon podemos ver el
sistema tridimensional

= —y+ x2?
I=F(Z1) <= { §=1a+y?
i=—z2(2+y°)
Es tal que si v(z,y, 2) = 2% + y? + 22 entonces © = 0, esto es su flujo esta en

la esfera S?; el flujo en la vecindad del polo norte es repulsor, y esta cualidad
en el infinito se puede calcular mediante su proyeccion en el plano.

1.6.2. La proyeccién central

De acuerdo a la gréfica los puntos (X,Y, Z) € S? se proyectan al plano m
ubicado tangente al polo norte con coordenadas (z,y) mediante el mapeo

cx..2) = (5.5) = @)

C7 (a,y) = i / .
’ VIt +y? 14224y J1+a2+y2 )]

con mapeo inverso O~ : 7 — S2,

Figura 1.6.2. Proyeccién central
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En coordenadas locales de la esfera en un entorno de x = 1, tenemos
C.(l,y,2) = (%, g) ; en coordenadas locales de un entorno de y = 1, tenemos
que Cy(z,1,2) = (%, %) . Los mapeos de C,,C,, y analogamente C, se llaman
mapeos de compactificaciéon de Poincaré; C,, C, se usan para conocer el
comportamiento del campo T = f(Z) en el infinito, el ecuador de la esfera.
En el ecuador de S? pueden quedar nuevas singularidades y 6rbitas regulares

correspondiendo al infinito del plano asi:

s :
% - Q(-T,y) % = _ZQP(%> %)

haciendo dr = j—fL, donde n es el mayor grado entre los polinomios P y @,
obtenemos

% = P*(u, z)

% = Q*(u7 Z)

sistema el cual esta definido en z = 0, esto es en el infinito.

1.6.3. Observacion

Como S? se puede expresar en coordenadas esféricas, C' : (p, $,0) —
(psingcosf, psinpsinb, pcosf), sus coordenadas son Y(z,y,2)
(arc cos(z),arctan(£)) = (¢,6), donde se toma ¢ = arccos(z® + y* + 1)~ z.
La inversa de ¢¥yC~! es el mapeo P(¢,0) = (tan ¢ cosf, tan ¢ sin ), y resulta
(1.1.5) que el campo vectorial definido en el plano tangente 7 es dado por la
siguiente expresion

=l

y=y(6.0) = (DP)'[f(P(¢,0))]

1.7. Metodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales

Para la ecuacién diferencial ordinaria

dx
— = f(t,x
s
con a < t < b, con condiciones iniciales y(a) = «; tenemos por lo

menos los siguientes métodos numéricos para resolver este tipo de ecuaciones
diferenciales:
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1.7.1. Método de Euler [Ki,Che]

Dividimos el intervalo [a, b] en N puntos con tamano del paso h = b_T“, y
hacemos t, = a + kh para cada k = 0,1,2,..., N si y(t) es la solucién tnica
de la ecuacion diferencial, la expandimos usando el teorema de Taylor, de la
siguiente forma:

(tpy1 — tr)?

5 " (&)

Y(tryr) = y(te) + (tesr) - 4 (te) +

para algin & € (tx,tgr1). Esto es si h = tg1 — t, entonces

! h2 1
Wiyt = Y(ter1) = y(te) + hy'(te) + Ey (&),

donde podemos asumir que 0(h?) =0

1.7.2. El método de Runge-Kutta

Da el siguiente algoritmo para el cdlculo de pendientes:

1
Wk41 :wk+6(1€1+2k32+2k3+k‘4), 1=0,1,2,...,. N—1

Wy = &

]{31 = hf(tk, wk)

h k 1.7.1
k2:hf<tk+_7wk+_l) ( )
2 2
h k
/{33 = hf(tk + E,wk + 52)

ks = hf(tepr, wp + k3).






CAPITULO 2

Modelo de Fitzhugh-Nagumo para el potencial de una
membrana

2.1. Fundamentos

El cerebro es un sistema complejo y la comprension de la actividad
cerebral, por su importancia y dificultad, constituye uno de los grandes
retos de la ciencia moderna. No es posible prescindir del uso de modelos
matematicos para entender la funcionalidad de la mente, en términos
de las bases fisicoquimicas de la fisiologia del cerebro. La aproximacion
matematica al estudio del cerebro y del sistema nervioso en general con-
templa, entre otros aspectos, la construcciéon y el andlisis de modelos de las
unidades fundamentales que los constituyen: las células nerviosas o neuronas.

Es un hecho notable que los fenémenos eléctricos juegan un papel de-
terminante en la fisiologia de las células nerviosas. En el siglo XVII, a
partir de los experimentos realizados por Luigi Galvani en la Universidad
de Bolonia durante la década de 1780-90, se demostré que la aplicacion de
corrientes eléctricas provoca una accién neuromotora (contracciones) en las
ancas de ranas. Después, a mediados del siglo XIX se constaté que la accién
nerviosa y muscular no se debe tanto a la circulaciéon de corrientes eléctricas
a lo largo de las fibras nerviosas, sino que es concomitante a variaciones del
voltaje, y la consecuente circulacion de corrientes eléctricas, a través de la
membrana celular. En esta época, Carlo Matteuci y Emil du Bois-Reymond
lograron medir estos flujos de cargas, tanto en musculos como en nervios,
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en presencia de contracciones musculares o bajo la aplicacion de pulsos
eléctricos externos. Posteriormente, en 1868, Julius Bernstein -discipulo de
du Bois-Reymond- logré medir el curso temporal de los cambios del voltaje
de la membrana de una fibra nerviosa, dando asi inicio a la electrofisiologia
moderna.

Un avance importante tuvo lugar a mediados del siglo pasado. Basa-
dos en una serie de experimentos, que fueron interrumpidos por la Segunda
Guerra Mundial, los ingleses Alan Lloyd Hodgkin y Andrew Fielding Huxley
[FH]estudiaron experimentalmente la dindmica del voltaje transmembranal
en el axdén (gigante) de una neurona de calamar, al ser aplicada una
estimulacion eléctrica externa. En 1952, a partir de estos estudios, dichos
investigadores propusieron una teoria biofisica y un modelo con cuatro
ecuaciones diferenciales no lineales, que explicé y reprodujo los resultados
experimentales conocidos hasta el momento. Su estudio revelé que la onda
del voltaje observada o espiga, que se propaga a lo largo de las fibras
nerviosas, se debe a la permeabilidad idnica -selectiva y dependiente, a su
vez, del mismo voltaje a través de la membrana de la célula nerviosa. Debido
a estas investigaciones, Hodgkin y Huxley, recibieron en 1963 -junto con Sir
John Carew Eccles- el premio Nobel de Medicina y Fisiologia.

El modelo de Hodgkin y Huxley consta de cuatro ecuaciones diferenciales
no lineales. Este tipo de ecuaciones tienen que ser estudiadas recurriendo
a métodos cualitativos de andlisis y simulaciones computacionales, basadas
en la soluciéon numérica del sistema. Para lograr una mejor comprension
del fenémeno se han construido modelos que simplifican la estructura
matematica del sistema Hodgkin y Huxley, capturando exclusivamente la
esencia dinamica de algunos de los procesos involucrados. Estos modelos
simplificados proveen esquemas tedricos que permiten la comprension de los
fenémenos estudiados, a diferentes niveles de detalle.

El trabajo de Richard FitzHugh, en el laboratorio de Biofisica de los
National Institutes of Health, USA, constituyé un gran avance en esta
direccion. Basado en el trabajo previo de Balthazar van der Pol, propuso
una simplificaciéon considerable del modelo de Hodgkin y Huxley. Su modelo
consta de dos ecuaciones diferenciales de primer orden, una lineal y otra
cubica. Siendo susceptible de un analisis bastante completo, este sistema
permite una comprension cualitativa del fenémeno de excitabilidad, desde
el punto de vista de la dindmica matematica y constituye un modelo clésico
de la neurofisiologia. Otros fendmenos importantes, como la produccion de
rafagas periddicas de impulsos nerviosos (bursting) no pueden ser explicados
con el modelo de FitzHugh y requieren modelos de mayor complejidad
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matematica [BA,CARR,ON].

Simultanea e independientemente del trabajo de FitzHugh, el investi-
gador japonés Jin-ichi Nagumo propuso como analogo neuronal, un circuito
eléctrico no lineal, gobernado por un sistema de dos ecuaciones también
semejantes a las de van der Pol.

Actualmente, al andlogo simplificado propuesto por estos autores, se
le conoce como modelo de FitzHugh-Nagumo. La importancia actual de este
modelo transciende el ambito de la biofisica y la neurofisiologia, siendo de
interés para los profesionales de otras ramas de las ciencias que necesitan
comprender la constelacién de fénomenos no lineales, que son concominantes
al fénomeno de excitabilidad. Particularmente, el modelo es de interés para
ingenieros y cientificos interesados en el estudio de sistemas de integracion ,
disparo y oscilaciones de relajacion que, tipicamente se producen en éstos.

2.2. Estructura de una neurona

Las células nerviosas varian en su forma y tamano pero prototipicamente

estan constituidas por tres partes principales: El cuerpo celular o soma, las
dendritas y el axén (ver figura 2.1). El soma contiene al nicleo de la célula
y por lo tanto es poseedor del material genético de la neurona. Aqui ocurren
los mecanismos bioquimicos sintetizadores de enzimas y demas proteinas
necesarias para mantenerlas vivas. Las dendritas y el axén son filamentos
con multiples ramificaciones que le permiten a la célula nerviosa recibir o
transmitir seniales a otras células.
Tradicionalmente, se cree que en el soma se lleva acabo un proceso de
integracion de las senales provenientes de las dendritas que terminan con el
envio de una respuesta concordante hacia otras células receptoras, a través
de una larga fibra que es el axén, la interaccién entre las células se produce
a través de conexiones llamadas sinapsis. Estas se clasifican en dos tipos: las
sinapsis quimicas y las eléctricas. En la sinapsis quimicas existe un espacio
(intersindptico) que separa las neuronas de ambas células y por lo tanto es
necesaria la presencia de agentes quimicos (neurotransmisor) que se difunden
a través del espacio intersinaptico para posibilitar el restablecimiento de la
senal eléctrica. Por su parte, en las eléctricas existe una conexion directa que
permite el paso de corrientes eléctricas de una célula a otra, sin la mediacién
de neurotransmisores.



22 Modelo de Fitzhugh-Nagumo para el potencial de una
membrana

dendritas

N

1
&
qd

AN

Figura 2.1 Esquema de una neurona tipica (izquierda). Microfotograffa de un par

N andn { i -

de neuronas de la corteza cerebral de una rata de 19 dias de vida (derecha).

En los circuitos cerebrales, una sola neurona solo puede recibir entre
10,000 y 20,000 sinapsis de cientos de neuronas, y mandar proyecciones a
cientos y a veces miles de neuronas blanco. La funcionalidad del cerebro
emerge de la suma de todas las interacciones que tienen lugar entre las célu-
las constituyentes. El sustrato de esta funcionalidad tiene una complejidad
extraordinaria. Un cerebro cuenta con varios cientos de miles de millones de
neuronas, que individualmente pueden llegar a tener conexiones con varias
centenas de otras células nerviosas.

2.3. Excitabilidad de la membrana celular

Las neuronas estan cubiertas por una membrana compuesta de complejos
proteinicos y lipidos orientados que forman estructuras encargadas del
transporte de solutos y electrolitos, entre el interior y el exterior de la célula
nerviosa. Entre éstas estan los llamados canales idnicos, que sirven para
regular las corrientes idénicas transmembranales responsables de originar la
formacion de los trenes de espigas de voltaje, que son senales nerviosas. Los
primeros estudios experimentales que se llevaron a cabo, fueron facilitados
por el descubrimiento del axén gigante de una de las células que controlan
la accién neuromotora del calamar. Cuando, en esta preparacién clasica se
coloca un par de electrodos, uno en el interior y otro en el exterior del
axon, se mide un voltaje de aproximadamente —70mV, llamado woltaje o
potencial de membrana en reposo. Al aplicar un pequeno y breve pulso de
corriente eléctrica despolarizante, se advierte un incremento en el voltaje
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a través de la membrana celular, que decae asintéticamente hasta que se
alcanza otra vez el potencial de reposo. Si la amplitud del pulso de corriente
aplicado es suficientemente grande, lo cual corresponde a llevar el potencial
de la membrana por encima de un umbral de aproximadamente —55mV’, se
observa un aumento desproporcionado del voltaje, hasta que éste alcanza un
valor maximo cercano a +30mV, para luego decrecer mas alla del potencial
del reposo, hasta alcanzar su valor maximo a los —80mV. En una tltima
fase del proceso, lentamente, se recupera el voltaje de reposo: —70mV. El
fénomeno anterior es llamado impulso nervioso, potencial de accion o espiga
de voltaje y dura alrededor de dos milisegundos (ver figura 2.2).

Potencial
R0} de accién

reposo t

Figura 2.2 Curso temporal del voltaje eléctrico a través de la membrana celular,

durante un potencial de accién.

Experimentalmente, se comprueba que la amplitud méxima del poten-
cial de accién (+30mVen la preparacion clésica) es independiente de la
magnitud del estimulo eléctrico aplicado, siempre y cuando éste rebase el
valor del umbral (—55mV’).Este hecho es conocido como la ley del “todo
o nada”. Al aplicar secuencialmente breves estimulos (supraumbrales)
suficientemente espaciados en el tiempo, la membrana responde cada vez
produciendo idénticos potenciales de accion. En cambio, si el lapso entre
estimulos se va reduciendo, se observa que, para intervalos de tiempo de
entre 0,25ms y 0,5ms, es imposible excitar a la membrana por segunda vez.
Este lapso critico es llamado periodo refractario.

Bajo ciertas condiciones, si en vez de aplicar un breve pulso de corriente, se
le aplica a la célula una corriente constante de magnitud I, ésta responde
con un tren periédico de disparos de potenciales de accién, que tiene una
frecuencia creciente con el valor de la intensidad de la corriente aplicada
(ver figura 2.3). Esto quiere decir que la intensidad del estimulo se codifica
en términos de la frecuencia de las espigas.

Existe un amplio rango de frecuencias que se observan fisiolégiamente,
pero como los periodos refractarios son generalmente de menos de un
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milisegundo, las frecuencias maximas resultan ser inferiores a 1000 espigas
por segundo.

Es importante destacar que las neuronas cerebrales son mucho mas
complejas que los axones del calamar. La diversidad de canales iénicos que
tienen les permite generar trenes de potenciales de acciéon con diferentes
estructuras temporales; unas disparan en rafagas, otras “adaptan” su
disparo (esto es, cambian su frecuencia con el tiempo), otras més disparan
periédicamente todo el tiempo, etc. Si se quisiera modelar esta riqueza
dinamica con ecuaciones del tipo de Hodgkin y Huxley, cada neurona
requeria de un sistema de entre 10 y 20 ecuaciones diferenciales no lineales
(para tomar en cuenta los diferentes tipos de canales iénicos involucrados).
Por lo tanto, es realmente notable que los aspectos mas bésicos de la
dindmica de las células nerviosas puedan comprenderse con el simple modelo
de FitzHugh-Nagumo.
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Figura 2.3 Respuesta de una célula del neuroestriado del cerebro de una rata al
aplicarse una corriente sostenida durante un intervalo de tiempo de aproximadamente
medio segundo.

2.4. Modelo de Fitzhugh Nagumo

Las caracteristicas mas sobresalientes del potencial de accién y su
dindmica, fueron modeladas satisfactoriamente por Hodgkin y Huxley, con su
sistema de cuatro ecuaciones diferenciales no lineales. A pesar de que todos los
elementos alli involucrados, tienen un claro significado biofisico, sin embargo,
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la complejidad matematica dificulta enormemente su andlisis. Con el afan
de comprender la esencia de la dindmica del fénomeno de excitabilidad,
FitzHugh construyé un sistema més simple (dos ecuaciones diferenciales),
basado en la famosa ecuacién de Van Der Pol [GU,HO]. Se trata de un sistema
que a pesar de ser no lineal, es suceptible de un analisis cualitativo bastante
completo por ser bidimensional. El sistema se representa generalmente en la
forma siguiente:

dv

i Vivyw)=1T—-vw—a)(v—1)—w (2.4.1)
dw
o= W(v,w) = b(v — gw) (2.4.2)

siendo I, g > 0,6 >0y 0 <a <1 los parametros. No se trata de un modelo
que describa detalladamente la realidad biofisica de las células nerviosas sino
que constituye més bien lo que se conoce como un “andlogo” que imita la
dindmica neuronal. Para poder hacer la interpretacion de la dindmica del
sistema FitzHugh-Nagumo en términos biofisicos, se considera la variable
de estado v como el voltaje a través de la membrana y se considera que el
parametro I representa la corriente externa aplicada a la célula nerviosa.
Siguiendo a FitzHugh, conviene pensar la variable de estado w, como una
variable de recuperacién del sistema sin significado biofisico especifico.

El sistema FitzHugh-Nagumo constituye hoy en dia el modelo estandar del
fénomeno de excitacion.

2.4.1. Estados de equilibrio y ceroclinas

Al resolver, analitica o numéricamente, el sistema de ecuaciones diferen-
ciales que gobiernan la dinamica de la neurona, encontramos la evolucion
temporal de las variables de estado del sistema, (v(t), w(t)), a partir de algu-
na condicién inicial (vg, wp), predeterminada. El espacio donde habitan las
variables de estado (v, w), es llamado espacio de fases o espacio de estados
y en él podemos visualizar la evolucién del sistema (la neurona), graficando
las 6rbitas de la ecuacién diferencial (es decir las imégenes de las soluciones
de la ecuacién diferencial). Los puntos del espacio de estados de un sistema
de ecuaciones diferenciales, para los cuales las derivada respecto al tiempo de
las variables de estado involucradas se anulan simultaneamente, constituyen
los estados de equilibrio o estados estdaticos del sistema.

Igualando a cero las ecuaciones (2.4.1,2.4.2)del sistema de FitzHugh-Nagumo
se encuentran las ecuaciones de los estados de equilibrio:

O=I—-vwv—a)(v—1) —w
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0= b(v — gw)
Por lo tanto
w=1—-vv—a)lv-—1)

S (2.4.3)
w=g v

Las curvas que determinan cada una de estas ecuaciones por separado en el
espacio estado (v, w), son llamadas curvas ceroclinas del sistema. Estas son
el lugar geométrico de los puntos del espacio de estados en los que el campo
vectorial asociado al sistema es, respectivamente, vertical u horizontal. La
primera de estas ecuaciones corresponde a los estados en los cuales no hay

cambio instantdneo en v (se obtuvo al hacer % = 0), y la segunda, a los
estados para los cuales no hay cambio instantaneo en w (se obtuvo al hacer

dw — ().
(d]tada una de las ecuaciones del sistema (2.4.3) representa una curva en
el espacio de estados (v,w) del sistema FitzHugh-Nagumo. A la primera
ecuacion le corresponde la grafica de un polinomio cibico y a la segunda
le corresponde la grafica de una recta que pasa por el origen. Los puntos
en donde estas curvas (la cibica y la recta) se intersecan, son los puntos
de equilibrio del sistema -no se producen cambios, ni en v ni en w. Como
estas curvas pueden tener hasta tres intersecciones, el nimero maximo de
equilibrios del sistema FitzHugh-Nagumo es tres. Ejemplos de cuando se

tienen uno, dos o tres puntos fijos se muestran en la figura 2.4.

Figura 2.4.1 Se grafican las dos ceroclinas del sistema de FitzHugh-Nagumo.
Dependiendo del valor de los pardmetros se pueden obtener uno, dos o tres cruces. Aqui se
muestran tres ejemplos: si a = 0,15, b = 0,01, g = 2,5, I = 0 se tiene un solo punto fijo;
sia=0,15 b= 0,01, g =545, I = 0 se tienen dos puntos fijos; si a = 0,15, b = 0,01,

g =17,0, I =0 se tienen tres puntos fijos.
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2.4.2. Estabilidad del potencial de reposo y linealizacién

Para analizar la dinamica de un sistema de ecuaciones diferenciales, es
necesario estudiar sus estados de equilibrio, y la estabilidad de los mismos.
Dos sistemas que tengan un numero distinto de estados de equilibrio, o el
mismo numero, pero con diferente estabilidad, tendrd un comportamiento
cualitativamente diferente. Los estados de equilibrio de un sistema dinamico
pueden ser inestables, estables o asintéticamente estables. Si se trata de un
estado de equilibrio inestable, una pequena perturbacién puede hacer que el
sistema evolucione a estados muy lejanos de él y se pierda el equilibrio; si se
trata de un equilibrio estable, las soluciones vecinas no se alejaran nunca de
él; v si el equilibrio es asintéticamente estable, después de cualquier pequena
perturbacion, éste tendera a restablecerse automaticamente.

Es conocido que, bajo ciertas condiciones que se puedan verificar com-
putacionalmente, la dindmica local, alrededor de un estado de equilibrio
de un sistema no lineal, puede aproximarse bastante bien, utilizando sdlo
la parte lineal del campo vectorial. A continuacién se recordara la idea de
este procedimiento y el teorema que establece la relacion entre el sistema no
lineal y su linealizacién, asi como las condiciones de su validez.

Si se tiene un sistema no lineal en dos dimensiones, dado por las funciones
continuamente diferenciables X;(z1,22), ¢ = 1,2,.... en una vecindad de
un punto entonces, utilizando la expansién de Taylor se tiene:

(5 )+ (z2 — 1)

X, a) = Xolsm) + (a1 — )2 aX (6,1) + Rilar, )

donde R;(xy,x2) satisface lim,_,g

wl"” ] conr = [(x1 — &)+ (z2 —
1

)’z

Si (&, m)es un punto fijo del sistema de ecuaciones diferenciales & = X (x), con

r = (x1,22) y X = (X1, X3), entonces X;(&,n) = 0. Utilizando este hecho y

la expansion de Taylor se encuentra que:

(’3X1

1= (00— e ) + (12 = P 1) + R, )

£ = (2 —g)aXQ () + (2 >‘Z—f§<f,n> T Ryl 2)

y la parte lineal de este 51stema, utilizando las nuevas coordenadas y; = x1—¢
Yy Ya = T9 — 1, se puede escribir como:

i ox, ox "
2 ox1 Ox2 /' (x1,m2)=(£,m) 2
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A esta matriz de 2 x 2 se le conoce como la matriz de linealizacién en el
punto (§,n).El siguiente teorema establece la relacién entre un sistema no
lineal (en el plano) y el sistema lineal que se obtiene utilizando la matriz de
linealizacion.

Teorema 2.4.1. Sea & = X(x) un sistema no lineal, con x = (x1,x5), tal
que su matriz de linealizacion A = DX((§,n)) en el estado de equilibrio
(&,m) sea no singular (det A # 0). Entonces, si el sistema linealizado no es
un centro (es decir los valores propios de A no son imaginarios), la dindmica
del sistema y la de linealizacion son cualitativamente equivalentes en una
vecindad de x = (&,1).

La matriz A de linealizacién del sistema FitzHugh-Nagumo alrededor del
punto (,) = (vo, wo) es:

%_‘; ‘g_;/} =3t +2(a+ vy —a -1
ow oW B -
v dw d (v,w)=(vo,wo) b bg

y el sistema linealizado alrededor del equilibrio es:

b= (—3v3 +2(a+ vy — a)v —w
w = b(v — gw) (2.4.4)

La estabilidad de los puntos fijos esta relacionada con los valores propios de
la matriz de este sistema lineal. Cuando la parte real de todos los valores
propios es negativa, el equilibrio es asintoticamente estable; cuando al menos
uno es cero, es estable ; cuando algin valor propio es positivo, el sistema
lineal es inestable.

2.D5.  Analisis paramétrico

Los resultados experimentales indican que las neuronas presentan un solo
estado de equilibrio correspondiente al potencial de reposo de la membrana.
Para analizar esta situacion en el modelo matematico, consideraremos que
los parametros del sistema FitzZHugh-Nagumo tienen valores que garantizan
la existencia de un tnico punto estatico y entonces examinaremos dos casos:
auténomo, cuando la estimulacién externa es cero (I = 0) y el forzado,
cuando a la célula se le aplica, externamente, una corriente continua (I =
constante).
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2.5.1. Existencia de un tnico estado de equilibrio

Como hemos observado anteriormente, dependiendo de los valores de sus
parametros, el sistema FitzHugh-Nagumo puede tener uno, dos o tres estados
de equilibrio. Ahora queremos averiguar bajo qué condiciones paramétricas
se puede asegurar la existencia de un unico punto de equilibrio. Para esto
observamos primero que el parametro b no es relevante en este andlisis: las
coordenadas de los puntos de equilibrio del sistema no dependen de b, ya
que éste no figura en las ecuaciones de la ceroclinas. Conviene hacer dos
observaciones geométricas en el plano de fases del sistema FitzHugh-Nagumo.
Si se mantienen fijos los pardametros a y g, la modificacion de los valores del
parametro I tiene como consecuencia la traslacién de la ceroclina ctibica, en
la direccion del eje w; si se mantienen fijos los parametros I y a, el modificar
el parametro g tiene como efecto un cambio en el valor de la pendiente de
la ceroclina recta. A partir de estas consideraciones, no es dificil llegar a la
siguiente observacién geométrica.

Fijemos el pardmetro a en el intervalo (0, 1) y denotemos por ¢ a la pendiente
de la ceroclina cibica en su punto de inflexién. Si la pendiente (é) de la
ceroclina recta es mayor o igual a ¢, entonces para todo valor del parametro
I, el sistema FitzHugh-Nagumo tiene un tnico punto de equilibrio.

Calculemos el valor de la pendiente de la ceroclina cibica, w = I —v(v —

a)(v — 1), en su punto de inflexion:

d*w
—— = —6v+2(a+1
70 (a+1)
y
d*w 0 a+1
dv? 3
Entonces en v = “TH la ceroclina cubica tiene el punto de inflexién. La
pendiente que tiene la ceroclina en este valor de v se calcula facilmente:
dw a’—a+1
_ = — = C
dv o= a,TH 3

obtenemos asi el siguiente resultado .

Proposicién 2.5.1. Para calcular seleccion de pardmetros, (a,1,b,g)
del sistema FitzHugh-Nagumo. Si se cumple la condicion

1 2
Tya—atl
g 3
entonces hay un unico equilibrio.

c (2.5.1)
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2.5.2. Caso autonomo

Analizamos primero el caso en el que I = 0, lo cual significa que a
la membrana neuronal no se le aplica corriente alguna. Bajo estas condi-
ciones, los experimentos fisiolégicos revelan que el potencial de reposo se
comporta como un atractor. Si el potencial de la membrana es perturbado
con un pulso de corriente (ver figura 2.6), éste espontdneamente se recu-
pera regresando a su valor inicial (potencial de reposo). Cuando I = 0
y se cumple la desigualdad (2.5.1), en el modelo matemédtico el origen
(vo,wp) es el tnico estado de equilibrio del sistema FitzHugh-Nagumo de-
bido a que las ceroclinas de este sistema se intersecan en el origen del espacio.

Averigiemos ahora si este (unico) estado de equilibrio del modelo es
estable, como debe corresponder a la realidad bioldgica observada. Para
ésto aplicaremos el procedimiento de linealizacion y buscaremos condiciones
sobre los parametros, de manera que la parte real de los valores propios del
sistema linealizado sea menor que cero. De acuerdo con la ecuacién (2.4.4),
el sistema linealizado alrededor del (0, 0) seria en este caso

V= —av — W

w = b(v — gw)

Los valores propios del sistema resultan entonces:

Mo = 3 [(~a—bg)  /(Za — bg)? — A(abg + )]

i =—

)

2 2

Para llevar a cabo el andlisis conviene separar dos casos: cuando los valores
propios son reales y cuando éstos no son reales.

<a—i—bg) n (a —bg)? —4b

Caso real. Este se produce cuando (a — bg)®> > 4b. Para que los
valores propios sean menores que cero, se tiene que cumplir que
a+ bg > /(a—0bg)?>—4b, lo cual equivale a que ga > —1; ésto se
cumple siempre, pues, desde el planteamiento de las hipdtesis de modelo
FitzHugh-Nagumo, hemos supuesto que a,b >0y g > 0.

Caso mo real. Si (a — bg)? < 4b, la parte real de los valores propios
es menor que cero si a + bg > 0. Esto también se cumplird siempre, ya
que a,b > 0y g > 0. Asi llegamos a la conclusién que expresa la siguiente
proposicién.
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Proposicion 2.5.2. Si en el sistema de FitzHugh-Nagumo existe un solo
punto fijo y no hay estimulacion externa (es decir cuando I = 0), entonces
para todo valor de los pardmetros a,b > 0 y g > 0, el estado de equilibrio
(vo, wo) = (0,0) es asintoticamente estable.

En referencia a la figura (2.5), conviene notar que las constantes a = 0,15,
b=0,01yg=0,25 verifican la condicién (2.5.1) y en consecuencia el sistema
tiene un tunico estado de equilibrio. Por la proposicion anterior este estado
de equilibrio (v, wg) = (0,0) es un atractor. alli se calculan y muestran las
ceroclinas del sistema FitzHugh-Nagumo y algunas érbitas en el espacio de
fases, asi como los correspondientes cursos temporales del voltaje, cuando la
corriente aplicada es cero. Se aprecia claramente que los cursos temporales
que produce el modelo son cualitativamente iguales a los potenciales de
acciéon que se observan en el experimento (comparar con la figura 2.2).
Se muestra ademas, que el experimento de perturbacién del potencial de
reposo de la neurona, queda bien modelado por las ecuaciones del sistema
FitzHugh-Nagumo (escogiendo soluciones con condiciones iniciales de la
forma (vg, wy) = (0,v, £ €) siendo v, el potencial umbral y £ una pequena
perturbacién). Observamos también en esta figura que al aplicar a la
neurona una serie de pertubaciones, que tengan el efecto de incrementar
progresivamente el valor del voltaje de la membrana v; < vo < vg < ..., se
obtiene primero una respuesta pasiva (lineal) de la membrana, cuyo voltaje
no excede a la amplitud del la perturbacién inicial. Después, cuando la
perturbacién cruza el valor umbral, se obtiene una respuesta activa (no
lineal), caracterizada por un incremento desproporcionado del voltaje v(t),
hasta alcanzar un valor maximo que es mucho mayor que el valor de la
perturbacion inicial. Finalmente, se observa también que la diferencia entre
los cursos temporales de perturbaciones que superan el umbral es muy poco
significativa, dando lugar a potenciales de accién que son préacticamente
indistinguibles.

Figura 2.5.2 Fénomeno de excitabilidad. Izquierda: Orbitas el espacio de estados.
Derecha: Correpondientes cursos temporales del potencial eléctrico. Los parametros

utilizados en ambos casos son I =0, a = 0,15, b =0,01 y g = 2,5.
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2.5.3. Estimulacién de la célula con una corriente externa

Investigaremos ahora la forma en que la membrana responde cuando se
le aplica una corriente I constante en el tiempo (lo que en la jerga de los
ingenieros electronicos se conoce como una corriente continua; ver figura
2.6). Fisicamente es de esperar que exista un valor critico de I (la corriente
aplicada) a partir de la cual la dindmica eléctrica de la membrana celular
exhiba trenes periddicos de potenciales de accidén, cuya frecuencia varie o
simplemente crezca al aumentar la intensidad de la corriente, lo cual se
registra en las ecuaciones 2.4.1 y 2.4.2.

Veamos qué predice el modelo de FitzHugh-Nagumo en estas condi-
ciones. Aumentar el valor de la corriente I, traslada la grafica de la
ceroclina cubica verticalmente en el sentido positivo del eje w del plano de
fases, lo cual tiene como efecto incrementar el valor de la componente v
del estado de equilibrio del sistema (ver figura 2.10). Es importante estu-
diar la variacion de la estabilidad de este equilibrio cuando ocurre tal cambio.

Electrodo 3 i
MR e Aparato de medicidn |
It i AN GNa Gy Grm
A Newsilh
il = ¢
Electrodos "
B J— &— registradores

(4 ocen = ._\L TEN& TEK Tv

Figura 2.5.3 a) Estimulacién del axén con una corriente I(t). En el caso A se aplica un

pulso de corriente y en el caso B una corriente continua.

Puede demostrarse que si los pardmetros del sistema FitzHugh-Nagumo
satisfacen la condiciéon

bg > ¢ (2.5.2)

el equilibrio es asintéticamente estable para todo valor de I. En este caso,
el incrementar la corriente tiene sélo el efecto de aumentar el valor de la
componente v del equilibrio (es decir el valor del potencial de reposo),
como lo ilustra la figura 2.7; obsérvese que la funcién ctbica se desplaza
verticalmente con respecto a las ecuaciones 2.4.1 y 2.4.2.
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Figura 2.5.3 b) Configuracién paramétrica (a = 0,15, b = 0,14 y g = 2,5) para la cual el
punto de equilibrio resulta ser un atractor para todo valor de I; los valores de la corriente
para cada una de las graficas son I = 0,01 (arriba a la izquierda), I = 0,095 (arriba a la
derecha) e I = 0,35 (abajo).

Cuando se tiene una configuracién paramétrica del sistema FitzHugh-
Nagumo con bg < c¢ puede demostrarse la existencia de dos valores de la
corriente aplicada I;(g,b) v I>(g,b) para los cuales la traza de la matriz de
linealizacion del sistema en el punto de equilibrio se anula y tales que al
traspasarlos, variando el valor de I, la traza cambia de signo. Como el signo
de la traza de la matriz de linealizacion da el signo de la parte real de los
valores propios del sistema linealizado, asociado a esta transicién se produce
un cambio en la estabilidad del equilibrio. Este hecho se ilustra en la figura 2.8

Figura 2.5.3 ¢) Configuracién paramétrica (a = 0,15, b = 0,08 y g = 2,5) para la cual
el estado de equilibrio pierde la estabilidad al incrementar la intensidad de la corriente
aplicada. Obsérvese que un incremento adicional de la corriente aplicada puede volver a
estabilizar el voltaje de reposo. Los valores de la corriente, para cada una de las graficas
son I = 0,01 (arriba a la izquierda), I = 0,095 (arriba a la derecha) e I = 0,35 (abajo).

La situacién anterior configura lo que se conoce como escenario de la
bifurcacion Andronov-Hopf. Obsérvese que, asociado al proceso de inesta-
bilizacién del estado de equilibrio, aparece un ciclo limite estable (es decir
una Orbita periédica atractora). En la figura 2.9 se muestra una secuencia
de ciclos limite en la que se van disminuyendo los valores del parametro b.
El limite b — 0 es lo que se conoce en lenguaje matemético como el limite
singular del sistema de ecuaciones diferenciales. Es cuando b << 1 que
el modelo FitzHugh-Nagumo reproduce cualitativamente la dinamica del
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potencial de accion de una neurona. En este caso se obtienen trayectorias en
el espacio de estados casi horizontales, debido a que la variable w empieza
a variar muy lentamente respecto a la variable v (los valores propios de w
se hacen mucho méas pequenios que los de v). Al respecto, ver 2.4.1; ndtese
que cerca de la ceroclina cibica los valores de © y w pueden tener el mismo
orden de magnitud. En la figura 2.10 se muestra cémo al aumentar los
valores de la corriente I se produce la transicion, del régimen excitable
al régimen oscilatorio del sistema FitzHugh-Nagumo. En la figura 2.10 se
muestra como, de acuerdo a lo observado experimentalmente (comparar con
la figura 1.3), la frecuencia de disparo de los trenes de potenciales de accién
aumenta con la intensidad de la corriente.

Figura 2.5.3 d) Ciclos limite estables asociados a los estados de equilibrio inestables. En
todos casos se utilizé a = 0,15, g = 2,5 e I = 0,095; los valores de b son b = 0,08 (arriba a
la izquierda), b = 0,03 (arriba a la derecha) y b = 0,01 (abajo).

2.5.4. Conclusién del Capitulo 2

La dinamica es una caracteristica fundamental de la fisiologia de una
neurona y del sistema nervioso en general. Esta dinamica es no lineal y
su complejidad es tal que no puede ser comprendida sin el uso de una
teorfa matemadtica basada en ecuaciones diferenciales. El trabajo pionero
realizado por Hodgkin y Huxley, a mediados del siglo pasado, constituy6 una
contribucion fundamental en esta direccién. Dada la gran complejidad de
los sistemas estudiados, es también muy importante construir modelos
simplificados que permitan aislar y comprender la esencia de la dindmica
de los fenémenos involucrados. El modelo de FitzHugh-Nagumo provee
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un escenario de complejidad minima para entender el fenémeno de la
excitabilidad en un contexto geométrico. Por esta razon, la aparicién de este
modelo marca una nueva etapa en la historia de la neurofisiologia, en la que
el andlisis geométrico de drbitas en el espacio de fases se vuelve fundamental
para lograr una comprension visual de la mécanica del impulso nervioso.

prce———

E

Figura 2.5.4 Transicién del régimen excitable al régimen oscilatorio del potencial eléctrico
de una neurona al aumentar la intensidad de la corriente. Obsérvese cémo el voltaje del
estado de equilibrio aumenta con la corriente. En todas las graficas se utilizé a = 0,15,
b=10,01 y g = 2,5; de arriba a abajo, los valores del pardmetro I, tanto en el retrato de

fase (izquierda) como en el curso temporal (derecha), son respectivamente, 0,035; 0,05 y
0,16.






CAPITULO 3

Estudio cualitativo del modelo FitzHugh-Nagumo
espacio-temporal en R?

3.1. Definiciones y conceptos basicos

Un modelo matematico bien conocido que describe la propagacién de
pulsos o voltajes a lo largo de la membrana de las células es el formado por
las ecuaciones

Vie —=Vi=Fw)+R—1 (3.1.1)
Ry =c¢(V+a—0bR) (3.1.2)

el cual fue sugerido por FitzHugh-Nagumo (FHN). Estas son ecuaciones
diferenciales parciales para el pulso de voltaje V(x,t) a lo largo de la fibra
nerviosa y para la variable recuperadora R(z,t) donde a, b son constantes
positivas, ¢ corresponde al factor de temperatura e I es la corriente externa
inyectada. Las ecuaciones (3.1.1) y (3.1.2) tiene aplicaciones en electrofisi-
ologia y también en la genética de poblaciones. Cuando la segunda variacion
espacial de V(z,t), a saber V,,, es insignificante entonces las ecuaciones
(3.1.1) y (3.1.2) se reducen a la ecuacién del oscilador de BONHOEFER-
VAN DER POL (BVP).

Algunas investigaciones sobre las dindmicas cadticas en presencia de
corrientes externas constantes y periddicas han sido hechas por RA-
JASEKAR LAKSHMANAN [MU,MA]. Estos sistemas bidimensionales
describen la cinética local. Ademas de lo dicho anteriormente, existen varios
estudios en la literatura sobre la bifurcacién y el caos de las diferentes
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formas del modelo neuronal. Por otra parte, al buscar soluciones en forma
de ondas viajeras
V=V(x—ut)=V() (3.1.3)
R = R(z —ut) = R(§) (3.1.4)
donde u es la velocidad de la onda viajera, las ecuaciones (3.1.1) y (3.1.2)
se reducen al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

V=F@uv)+R—uv—1 (3.1.5)
R= g(v—i-a—bR) (3.1.6)

el cual puede reformularse como:
v=U
U=f(v)+R—uU — I
R= E(v +a—bR)
u

Aqui la diferenciacion es con respecto a £, e I es una corriente externamente
inyectada, la cual podemos suponer constante. En nuestro andlisis estamos
suponiendo que tenemos un axoén de longitud infinita. Es suficiente para
tratar la no linealidad en F'(v) en forma adecuada, en particular se escogerd la
forma ctbica,

F(V)=-V+ 5 (3.1.7)

(Comparar con la correspondiente en 2.4.1.) En los tltimos afos algunos
estudios se han llevado a cabo usando el método de perturbacion en ausencia
de corriente externa. El comportamiento caotico ha sido estudiado en
modelos neuronales similares. Por ejemplo Kahlert y Rdssler, estudiaron
el comportamiento cadtico de manera diferente del modelo de FHN en el
modelo de Rinzel-Keller. Muy recientemente Rajasekar y Lakshmanan han
investigado numéricamente y senalando la existencia del movimiento limite
de caracter ciclico que bifurca en una sucesién de duplicidad de periodo
para este movimiento cadtico y la eliminacién del caos usando mecanismos
diferentes, con y sin, la inyeccion de corriente constante y peridédica para
ciertos parametros escogidos especificamente.

Queremos senalar que existen numerosos estudios sobre la bifurcaciéon
de Hopf en las ecuaciones diferenciales parciales (3.1.1) y (3.1.2). Sin
embargo en este articulo no consideraremos todo el sistema de ecuaciones
parciales sino sélo las ecuaciones diferenciales ordinarias (3.1.3) y (3.1.4).



3.1 Definiciones y conceptos basicos 39

Nosotros aplicaremos la teoria de bifurcaciones basada en la reduccién
de la variedad central y el analisis de la forma normal para que una
bifurcacién de Hopf ocurra en las ecuaciones (3.1.3) y (3.1.4), las cuales
modelan la conduccion nerviosa con y sin la inyeccién de corrientes externas
constantes (I = Ag e I = 0, respectivamente). Notamos primero que las
ecuaciones (3.1.3) y (3.1.4) poseen dos puntos de equilibrio correspondientes
(V,V,R) = (a,0,3), donde o y (3 satisfacen las ecuaciones

o® + 30 (%—1) +3<%—A0) —0 (3.1.8)
Y a—+a
5= (3.1.9)

Ahora, por conveniencia, haremos la transformacién lineal del sistema de
ecuaciones ordinarias

V=z+a V=y, R=z+0 (3.1.10)
obteniendo
x 0 1 0 x 0
g l=[2-1 —u 1 y | +| aa?+ 2 (3.1.11)
% —< 0 & z 0

Es fécil ver que la transformacién (3.1.10) solamente cambia el punto de
equilibrio de («,0,3) a el origen (0,0,0) [PE]. Nuestro primer propdsito es
encontrar la forma normal para que la bifurcacion de Hopf ocurra y analizar
la naturaleza de ésta para varios parametros elegidos, al igual que entender
la dindmica cadtica de (3.1.11). Para ello en la seccién 2.2 llevaremos a
cabo el andlisis de (3.1.11) alrededor de puntos fijos. Consideraremos un
pardmetro especifico , a saber £ = Ay, para el cudl el sistema posee simetria
por reflexion y veremos que varias bifurcaciones de interés ocurriran en este
sistema simétrico.

En la secciéon 2.3 hemos clasificado el espacio vectorial lineal asociado
con el sistema linealizado de (3.1.11) y su variedad central, esto es por, una
reduccion de dimensionalidad local la cual es invariante.

Llevaremos a cabo el andlisis de la forma normal para poner el sistema
reducido en una forma mas simple, por medio de una transformacion de
coordenadas no lineales préxima a la identidad. En las secciones 2.4 y 2.5
verificaremos la existencia de ciclos de limite estable integrando el sistema.
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3.1.1. Anadlisis de la estabilidad lineal

A continuacién consideraremos, sin perder generalidad el sistema (3.1.11)
correspondiente a la ecuacion FHN, el cual tiene tres puntos de equilibrio,
obtenidos haciendo © =y = 2 = 0.

S%=1(0,0,0); ¥

—302+ /12— 2 —3a2 —3a?+,/12 - 12 — 302
S* = 5 ,0, 50 (3.1.12)

Los puntos de equilibrio S* existen tnicamente si b > 1y a < /1 — %.

Sin embargo el paramétro b siempre serd tomado como menor o igual que
1, debido a una interpretacion fisiolégica. Esto significa que el punto de
equilibrio S° es el que aparece en el caso fisioldgico .

En lo sucesivo consideraremos este caso. Para analizar la estabilidad
de SY linealizaremos la ecuacién (3.1.11) alrededor de S° Su matriz
jacobiana es

0 1 0
JS = a?-1 —u 1 (3.1.13)
_c 0 ke

La estabilidad es determinada por los valores propios de J(S°) los cuales son
las raices de su ecuaciéon caracteristica. Esta es

PA) =N +piA? + pod 4+ p3 =0 (3.1.14)
donde
bc
p=u—-—
u

Py =1—a%—bc
c
p3 = a[(oﬂ — )b+ 1]
El punto de equilibrio S° es asintéticamente estable si y sélo si todos los
valores propios tienen parte real negativa. La condicion necesaria y suficiente
para que los valores propios tengan parte real negativa es:

p1 >0, p3 >0 Y p1pa — p3 > 0.

Asi para un valor dado de (a,b,c,n) (a>0,b>0,c>0, u>0)yde A,
las condiciones se convierten en
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u > be (3.1.15)
(1-a®)b+1>0 (3.1.16)
u(l—a® —bc) + (be—c) >0 (3.1.17)

La estabilidad se puede perder cuando un par de valores propios complejo
cruza el eje imaginario, siendo aun el tercero negativo. En la bifurcacion
de Hopf J(S°) se tienen valores propios +iwy y A\ # 0. Esta situacién
corresponde a p1py = p3p2 = wi > 0, en la ecuacién (3.1.14), es decir las
condiciones son

u*(1 —a® —be) +b*c* —c=0 (3.1.18)
wi =1—a® —be (3.1.19)

b
A= —ut — <0 (3.1.20)

u

De (3.1.18) para valores fijos de los pardmetros a,b,c y Ag, la condicién
umbral para que la bifurcaciéon ocurra es

[ ¢—b>c?

la figura 3.1(a), muestra la curva de la bifurcacién de Hopf en el plano ¢ — wu,
para varios valores de Ay y b fijo [ver ecuacién 3.1.8].

3.2. Simetrias del sistema

Es interesante considerar las propiedades de estabilidad, para el
parametro ¢ = Ap en la ecuacién (3.1.11), la cual admite ciertas
propiedades de simetria. El valor especifico elegido naturalmente
corresponde a la situacién en la cual el valor de la razon de dos parametros
a y b representan varios parametros asociados con las variables de activacion
e inactivacion de la ecuacién original Hodgkin-Huxley, de la cual la ecuacion

FHN ha sido derivada y balanceada por la inyeccion externa de la corriente
Ap.
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(c)

FIGURA 3.1. Las curvas para la bifurcacién de Hopf en el plano ¢ — u para varios

valores de Ag

Para este parametro elegido a se convierte en cero, el cual puede se
reducido de la ecuacién (3.1.11, 3.1.8), la ecuacién FHN se convierte en

i=y (3.2.1)
$3
y':—x—l—?—uy—kz (3.2.2)
s= (e —b2) (3.2.3)
Uu

La ecuacién (3.1.11, 3.1.13) es ahora invariante bajo la accién del grupo

simétrico 2,

(l’, Y, Z) &) <—ZL', -Y, _Z)

Entonces, el polinomio caracteristico correspondiente a S° para los valores
propios del sistema linealizado es

N A%+ pod+p3 =0 (3.2.4)
donde ahora
plzu—%, pp=1—-bc y p3:<§>(1_b)-
De (3.1.11, 3.1.13) resultan dos casos diferentes, a saber:
a) 0<b<1
b) b=1

Cada uno de estos casos conducen a varias bifurcaciones correspondientes a
estados estables y soluciones periddicas.

Caso (a): 0 <b< 1
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i) Bifurcacién Orquilla:

Cuando p; #0, p2 #0 y ps =0, el sistema (3.1.11, 3.1.13) tiene un valor
propio simple cero mientras que los otros dos valores propios tienen parte
real distinta de cero. Esto conduce a una bifurcacién orquilla, la cual ocurre
sobre la linea ¢ = 0, en el plano ¢ — u . Esto se muestra en la figura 3,1b)
por la linea p para b = 0,5.

ii) Bifurcacién de Hopf:

Cuando pips = p3 y p2 = w? # 0, en la ecuacién 3.2.1; este sistema tiene
un par de valores propios imaginarios puros (A\; = Ay = iws) y un valor
be

propio real A3 = p; = 2. Este corresponde a una bifurcacién de Hopf que

se ilustra en el plano ¢ — u, exactamente sobre la curva uy = 4/ f_;bfic , Ver
figura (1b) cuando H para b = 0,5.

Caso (b): b=1

i) Bifurcacién Takens-Bogdanov:

Cuando py = p3 = 0y p; # 0 el sistema (3.1.11, 3.1.13) tiene dos valores
propios cero y el tercero distinto de cero (A = Ay = 0; A3 # 0). Para esta
eleccion obviamente 1 —bc =0 ,1—-b0=0y A3 = ubfu. Correspondientemente
tenemos ¢ = 1,0. Asi para u # 0 el sistema (3.1.11, 3.1.13) tiene dos
bifurcaciones Taken-Bogdanov sobre la linea ¢ = 1,0. Esto es representado

en la figura (1c) y la linea TB.

ii) Bifurcacién de Hopf-Cero:

Cuando p; = py = 0y p; = w? > 0 el sistema (3.1.11, 3.1.13) tiene un par
de valores propios imaginarios puros y un valor propio cero (A = Ay = iwy).
Esta situacion corresponde a una bifurcacién Hopf-Cero o bifurcacion orquil-
la alo largo de la curva uy = +/c. En la figura (1¢) se muestra por la curva H.,.

iii) Triple valor propio Cero:

Cuando p; = py = p3 = 0 el sistema (3.1.11,3.1.13) tiene un valor propio
triple. Esta situacion se muestra en la figura (1c). Sin embargo para ¢ # Ay,
a # 0, el término cuadratico az?, aparece en la ecuacién (3.1.11) y la
simetria Z, se pierde . Debido a esto uno no puede analizar sencillamente
las diferentes clases de bifurcacion como tal.



44 Estudio cualitativo del modelo FitzHugh-Nagumo
espacio-temporal en R?

3.3. Espacio vectorial tangente generado por los vectores
propios

Ahora nos permitiremos considerar los valores propios (A,A2,A3) de la
matrix Jacobiana J(SY) (ver ecuacién (3.1.13)) y (3.1.11). De los valores
propios de J(S°) uno puede facilmente encontrar los vectores propios, los
cuales forman un espacio vectorial lineal. Es mas conveniente transformar
el sistema original (3.1.11) a, una forma estdndar por medio de una
transformacién lineal, la cual transforma el jacobiano en bloques de forma
diagonal. Los vectores correspondientes a los valores propios A;, (j = 1,2, 3...)
estan dados por:

u=1 ), (@ B Aj) (3.3.1)

u
c

Para el valor propio real A1, el vector propio es real y para el par conjugado
Ay = A3="7 + 1w tenemos
V23 = Uy + i’Ui (332)
donde:
[ —w
2 " o ] be be
vi=| v =7 +2y |, vi=| w o 2 (3.3.3)

u 0

La transformacion lineal que lleva el jacobiano del problema lineal a un bloque
de Jordan es:

vy = SU]' ,j = 1, 2, 3, (334)
asi que : SJ =JS
y w 0
JS = —w y 0 | =51J(S"S (3.3.5)
0 0 X\
donde
1;(: -7 —w b—uc -\
b b
S=| v =7y +% w (—C — 27) A (—C — )\1) (3.3.6)
u u

IS [s)
[a]

glo
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y
< (%*27) o w3+ E8 429 (k- ))
_ 1
TIEH| s e Eem) si-w (Boa) (w2 - - o )
0 0 hY]
(3.3.7)
|S| = (>\2 + 9%+ 2w — 29)) (3.3.8)

Considerando toda la ecuacién no lineal (3.1.11), la transformacién lineal de
las variables (z,y,2) — (2/,y/,2') = S7!(x,y, 2) lleva el sistema (3.1.11) a la
forma normal

' v w 0 x Ry(2',y, 2)
gy l=|-w~ 0 v+ | Ry ) (3.3.9)
2 0 0 X\ 2 Rs(2',y', 2')
donde
Ry 0
Ry | =85 as?+ 2 (3.3.10)
R 0
con (x,y, z) expresadas en términos de (2/,y', 2'). La forma de R;(2',y/, 2’)
j=1,23es
roroonN @2y By,.r 1
Ri(2'y, ") = R;” (2, ¢, ") + R}V (2, ', ') (3.3.11)
donde

R R(Q)SB/Z +R! o 2y + R 3 D'y + RJ4 2+ R]5 Y2+ R%)z’2 (3.3.12)

Rf’) R(3) B4 R Dy 4 R D2y + R 1 Dy 4+ Rﬁ)oz':)’ (3.3.13)
Los coeficientes Rﬁ) y Rﬁ) pueden ser facilmente calculados y ellos estan
dados en el apéndice A. En el limite v = 0, facilmente observamos de (3.3.9)
que la parte linealizada corresponde a una suma directa de un subespacio
central y un subespacio estable. Considerando el efecto de todo lo no lineal
de la ecuacién (3.3.9) uno puede encontrar una variedad central, la cual
coincide con el subespacio central del sistema linealizado en el origen (punto
de equilibrio) y en este caso es posible restringir la dindmica de la ecuacién
(3.3.9) localmente a tal variedad central.
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3.4. Reduccién de la variedad central y forma normal

Del atractor local y las propiedades de invarianza de la variedad central
es razonable representar la coordenada z’ como una funcién de z' y o
para (z/,y') suficientemente pequenos. Cerca al origen representamos la
variedad central por una funcién h : 2 — R2, describiendo la coordenada

z' de la variedad central, esto es, 2/ = h(z',y'). Asi se puede mostrar
. . ., / oh 8h ah
satisfactoriamente la relacion como: 2’ = g = En T+ N

ah = [yz’ +wy' + Ry (2, z)]+gh,[ wz' +yy' + Ra(2',y, 2)] esto es igual
a

)\lh(fL’/, y/> + R3($/, y/v Z/) (34].)

con oh oh
7(0,0) = 5-(0,0) = 5-5(0,0) =0 (3.4.2)
una solucién asintética para h(x’,y’) cerca a (2/,y’) = 0 tiene la forma
h(z',y) = hia + hoy® + ha'y' + ... y el tercero y el término de orden

mayor, el coeficiente, hqi, hy y hs pueden ser evaluados usando la ecuacion
(3.4.1). Una evaluacién sencilla produce

2w(Ry) — Ry + (2y — M) Ry

By = 3.4.3
N T TR 349
)  why + RY) (3.4.4)
1= 2y — )\1 .
—whs + RY)
=3T3 A.
ha=—5 (3.4.5)

esta aproximacién reduce el sistema (3.3.9) a un modelo de dos dimensiones
en la variedad central, y por su invarianza tenemos

i’ = yo'+wy'+ RY 2+ R2 >+ R (/) +hy RANY+ R a3+ (hy R+ Ry

+ (h2Rﬁ) + h3R15 + R12 )z'y? + (h R15 + h3Rﬁ) + R14> %y (3.4.6)

i = —wa'+yy + R 1+ Ry >+ RS 'y +(hy RE)+ RS o)+ (ho R + RS )y

+ (h2R§4 + h3325 + R23 )x/ya + (h1R25 + h3R$L) + R§4) %y (3.4.7)

’)
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Donde los términos de grado cuarto y mas altos han sido ignorados. Ahora,
uno puede siempre especificar el flujo en la variedad central en la forma

(&, 9) =V, y)=VI )+ VO, y) + ... (3.4.8)

donde V® i =1,2,3.... que corresponden al grado de los términos x’, y’.
Para la identificacién de la bifurcacién de Hopf es necesario poner el sistema
reducido (3.4.8) a una forma sencilla, la asi llamada forma normal. Esto
puede ser hecho por medio de cambios de las coordenadas no lineales cerca
a la identidad, considerando la transformaciéon de coordenadas transpuesta
siguiente

(,9)" = (@', )" + oW () (3.4.9)

con el inverso :

(', y/)T = (z, y>T _ ¢(k) (z,y) + 0(2k—1) (3.4.10)

donde ¢*)(z, ) es un polinomio homogenéo de grado k. Después de emplear
esta transformaciéon y después de algunas manipulaciones uno puede obtener
la forma normal (en coordenadas polares). En términos de la representacién

z=x+iy=re? | zZ=ux—iy=re " obtenemos
i = yr + Re(ay)r? (3.4.11)
0 = w — Im(ay)r? (3.4.12)

(Omitiendo los términos de orden cuatro y mayores) se obtiene:

:Rf,z R(21 (¢23) ¢(21)+¢23)< (2,1) R(22))+2(R(22¢20)
—R(_20)¢(_ ) (¢+21¢21)+2¢+20)¢(22 +3¢(21¢(22))
+iw(ePVe?? — PV — 6063 (3.4.13)

con:
R = 1[B(thﬁ) + R + haRSY) + RS)) + hoRY) + hs R + Ri;+
mRY + hysRY + R + g[3(th§2> + RY — hyRY — R+
hoRY) + haRY + R — naRY — RY)) (3.4.14)

(2,0) _
REY =}

2 2 2 P 2 2
(Rgl) - Rgz) - Rée,)) + Z(Rgs) + Rél) - Réz)

RPY = R®? (3.4.15)
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Figura 2. Forma normal numéricamente computalizada, coeficientes
a; = Re(ay) y criticamente (7 = 0) en la ecuacién (3.4.11) el argumento
contra u'y Ap.
2,1 2 2 i p2 2
RSL )= %(Rgl) +RY)) + §(R§1) + R
RV = R®Y (3.4.16)

2,0 2 2 2 i 2 2 2
RV = §(RYY - RY) + Ry) + {(Ry) — Ry — RYY)

R*% = R®? (3.4.17)
y
oo REY
o8 =50 1=0123.. (3.4.18)
+
donde
APY = — 4w (3 £ 20) (3.4.19)
la naturaleza del coeficiente en el critico (y = 0) como una funcién

del pardmetro de bifurcacién (Ag o u) puede ser facilmente examinado
numericamente. Como por ejemplo primero consideremos el caso de fuerza
libre con (Ap = 0) con otros pardmetros fijos en b = 0,5 , ¢ = 0,1 y u variando
hacia abajo de 1.25. Podemos encontrar una bifurcacién de Hopf super critica
en u = 1,09. R.(a) toma un valor negativo en v = 0,9. Similarmente fijando
u = 0,9 y los otros parametros como b = 0,5 y ¢ = 0,1 encontramos que
ocurre una bifurcaciéon de Hopf supercritica en Ay = 2,163 y Ag = —0,163;
donde R.(ay) toma valores negativos.

3.5.  Andlisis numérico: bifurcacién y caos

Hemos verificacado la existencia del ciclo limite del sistema (3.1.1)-(3.1.2)

por integaracion numérica usando el algoritmo de Runge-Kuta de cuarto
grado para el pardmetro elegido determinado para el andlisis de la forma
normal.
El anélisis muestra que existe un estado de oscilacion peridédico en ausencia de
cualquier corriente externa para valor del parametro v < 1,099 mientras que
los otros parametros estan fijosena = 0,6 , 6 = 0,5, ¢ = 0,1 . Similarmente en
la presencia de corrientes constantes externas ellos existen tales oscilaciones
para Ag > 2,163 y Ay < —0,163 para parametros fijos en a = 0,5, b= 0,5,
c=01yu=09.
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Después del andlisis numérico uno encuentra que el sistema (3.1.1)-(3.1.2)
admite movimiento cadtico en ausencia completa de fuerzas externas,
asignadas bifurcaciones de duplicacion de peridédo, cuando u esta decreciendo
desde 1,09 hasta abajo. Existen varios atractores periodicos (periodos T, 2T
y 4T) y el atractor caotico para los valores de pardmetros a = 0,6, b = 0,5
, ¢ = 0,1 en la region 0,7 < u < 0,09 y en ausencia de fuerzas externas. En
presencia de corrientes externas constantes este sistema admite bifurcaciones
de duplicacion de periodo que conducen a un movimiento caotico en el
dominio del parametro Ay € (2,182;2,224) y Ay € (—0,182; —2,224) con
los otros parametros permaneciendo fijos en a = 0,5, b = 0,5, ¢ = 0,1 y
u=0,75

En la figura 3,1 hemos presentado los resultados obtenidos del analisis
numerico. En la figura (3,1a) la curva umbral limita la bifurcaciéon de Hopf
y de bajo de la curva esta la regién de puntos fijos estables.

3.6. Los coeficientes Rg’g)

Los coeficientes Rg) y RS) en las ecuaciones (1.3.13)estan dadas por:

A1) R? = —RY) = Leay (& — )
A2) R? = _RlY) = L
A3) R® — _R® — _1c9q? (@ _ )
13 33 aw " y

A4) R®) = —R) = — L
A5) R = —R{) = -4
A6) R — _Llegn —~) (b — )2
) Ry Sa(M 7)(u 7)
AG) R — —Legn —n) (B —~)2
) ca(h —7) (% —9)
A7) R) =L
A8) RS = — L

A9) R = —Le2a(A —7) (& — ) (& —\)
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3.7. Bifurcaciones de érbitas homoclinicas, heteroclinicas y
periddicas

3.7.1. Introduccién

A seguir estudiamos las condiciones para la existencia de &rbitas
Homoclinicas u érbitas periddicas [CH,DE, TE] que surgen de un par de
orbitas Heteroclinicas que los equilibrios A y B, para una familia de
ecuaciones diferenciales de la forma.

&= f(z,a), r € RN, acR? (3.7.1)

donde asumimos que A,B € R son equilibrios hiperbélicos de (3.7.1) para
un valor del pardmetro a . Por una solucién de (3.7.1) es Heteroclinica desde
el equilibrio A hasta el equilibrio B, la que notamos I'(¢) solucién de (3.7.1)
y satisface.

lim I'(t) =a lim T'(t) =10

t——o00 t——o0
Una solucién Homoclinica para el equilibrio A es una solucién de (3.7.1) que
satisface la siguiente aproximacion asintdtica
Iim I'(t) = A
|t|—o0
en [CH,DE,TE] se muestra que una bifurcacién Homoclinica ocurre para un
valor especifico ay.
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3.7.2. Orbitas heteroclinicas

Entonces hay dos curvas a,, y ap, en el espacio de parametros los cuales
nacen en «g las cuales corresponden a soluciones Homoclinicas. La curva ay,
es tangente a ayg, en ag y ap es tangente en o . También consideramos la
existencia de soluciones periédicas de (3.7.1). Probaremos que las curvas aq,
v oy forman la frontera de un sector A constituido por soluciénes periddica
de (3.7.1). Por ejemplo las ecuaciones reaccién-difusion de la forma siguiente:

V, = DV, + F(V, )) (3.7.2)

donde V € RY | D es una matriz diagonal no negativa, y A € R es un
pardmetro. Una solucién homoclinica es una onda viajera de (3.7.2) es una
solucién de la forma V(z,t) = V(2), 2 = « + ut; corresponden a soluciones
de (3.7.2) que parecen tener forma y velocidad constante [CO].

Estamos interesados en solucién ondas viajeras de (3.7.2) que conecta

dos puntos de equilibrio de (3.7.2); esto es asumimos que A,B € RY

satisfacen F'(A,\) = F(B,\) = 0 para todo A . Aqui cero 0 es el origen en

R¥Y. Consideramos soluciones de ondas viajeras de (3.7.2) que satisfacen:
Iim V(z)=A gy HI}_] V(z) =B

Observe que una soluciéon onda viajera satisface el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias:

DV" —uV' + F(V,\) = 0,

y si hacemos x = V, V' = y, entonces esta ecuacién es equivalente a el
sistema de primer orden siguiente,

T =y, y=0y— F(z,\) (3.7.3)

junto con las condiciones de frontera

lim (V(2),V(2)) = (A,0) y lim (V(2),V(2)) = (B,0)

Z——00 zZ——+00

3.7.3. Las bifurcaciones heteroclinicas

El problema de probar la existencia de una onda viajera de (3.7.2) se
reduce a encontrar una solucién homoclinica 6 heteroclinica de (3.7.3). Note
que la velocidad u es un parametro por tanto depende de dos parametros y
es un caso especial de (3.7.1). Un sistema dado podria tener, para un valor
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dado de parametros frentes de ondas, pulsos, pulsos multiples y soluciones
peridédicas. Si un sistema dado tiene muchas soluciones del tipo ondas
viajeras, entonces la existencia de algunas de ellas (quizés, frentes de ondas
viajeras) podria ser facilmente probados, mientras la existencia de otras
(quizés, pulsos) podria ser més dificil de probar; ondas méas complicadas
podrian presentarsen como bifurcaciones de las ondas simples.

Las pruebas de estos resultados estdn basadas en la idea de Sil'nikov
sobre el mapeo de Poincare sobre cierta seccién transversal para la dérbita
homoclinica 6 heteroclinica. Con las variables de Sil'nikov estos mapeos
de Poincaré reducen el problema a familias biparamétricas de ecuaciones
transcendentales. La unicidad de oérbitas periédicas y Homoclinicas sigue
los argumentos del teorema de la funcién Implicita; la existencia de orbitas
homoclinicas 6 heteroclinicas se derivan de ciertas ecuaciénes de bifurcacion
que surgen en los mapeos de Poincaré.

3.8. Bifurcaciones Homoclinicas para el modelo de Fitzhugh-
Nagumo con su perturbacion singular, sistema lento-
rapido.

Consideramos las Ecuaciones de Fitzhugh - Nagumo
V= Vg + f(0) = W , Ri=ce(v—~W) (3.8.1)

En (3.8.1) € y «y son constantes positivas con 0 < ¢ << 1. Por f(v), tomamos

1

f(w) =v(l —v)(v—a), O<a<§,

una solucién onda viajera de (3.8.1), (v, R) esta limitada, de las soluciones
no constantes de la forma

(V(x,t), W(x,t)) = (v(2),W(z)), donde hacemos z=z+ut,y u=cte

(3.8.2)
sustituyendo (3.8.2) en (3.8.1), (v,W) satisface el siguiente sistema de
Ecuaciones diferenciales ordinarias; donde v = x, ' = y, 2 = w; para obtener
el siguiente sistema:

=y, Yy =ux — f(z) +v, Z=clx—nz)/—u (3.8.3)

Para este sistema v es suficientemente grande, entonces existen 3 puntos de
equilibrio. En lo que sigue llamamos ¢ = (¢1,92,3) v € = (91,0,73) son
los puntos de equilibrio no triviales 0 = (0, 0,0) es el otro punto de Equilibrio.
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Por un pulso indicaremos una solucién T'. = T.(z) de (3.8.3) que sat-
isface
lim PC( z) —0
|z|—+o00
//////;;,i// £
/,\/\./_/.7/ -\
/// \\

Figura 3.8 a) Modelo lento-répido

Por un pulso ¢, I'y indicamos una solucién homoclinica que satisface la
siguiente aproximacién asintotica

lim Ty(z) =9

|2|—>+00
Por un frente de onda I'r indicamos una solucién que satisface

lim I'p(z) =7 y lim I'p(z) =0

z—+00 2Z——00

Por onda de retorno heteroclinica I'g indicamos una solucién que satisface

h’{rn I'p(z)=0 vy lim Tp(z) =7
Los parametros relevantes son « y la velocidad de onda u . Se han mostrado la
existencia de constantes 0 < 7y; < 7, < 73 para las que tenemos lo siguiente:

1) siyy <7 y 0<e<<1, entonces existe un frente de onda I'p para
algiin u, es decir existe una curva de bifurcacién 6z ()

2) siyg <7y <73y0<e<<1,entonces existe una onda retorno I'g para
algin u, es decir existe una curva de bifurcacién 05 (7);

3) En el limite ¢ — 0, diagrama de bifurcacién con estas curvas
diferenciales Op(7y) y 0p(7y) son aproximadamente como se muestra en
la figura (3.8 b).



54 Estudio cualitativo del modelo FitzHugh-Nagumo
espacio-temporal en R?

Figura 3.8 b) Diagrama de bifurcacién sobre las soluciones globales del sistema
FitzHugh-Nagumo

Estas dos curvas se cortan precisamente en 7 = 7, en el limite ¢ — 0
y para toda e pequena, pero no cero, las curvas () v 0¢(7y) corresponden
a las mismas caracteristicas cualitativas en el espacio de fases como se
muestra en la figura (3.8 c). Para « cerca a 7, , 0p(7) , mientras para
v cerca a s, Op(y) < Op(y). Por tanto, debe un punto en el espacio de
pardmetros existir u* = (y*(¢),u*(¢)) donde las dos curvas se cruzan. No
es dificil demostrar que cuando 0 < ¢ << 1, las linealizaciones en 0 y o
tienen dos valores propios negativos y un valor propio positivo. Uno de los
valores propios negativos es cero en el limite € — 0, mientras que los otros
dos permanecen uniformemente lejos de cero cuando ¢ — 0 . Entonces hay
cuatro posiblidades para la localizacion de el sector A, que corresponden en
el espacio de fases a las érbitas periddicas; sin embargo; A es determinado
por los siguientes resultados tomados del teorema (2.1.) de [CH,DE,TE]:(1)
La velocidad del frente excede la velocidad del pulso; (2) cuando ambos
existen, corresponde frente de ondas y a su retorno; existe unicamente un
pulso si la velocidad de onda de retorno excede la velocidad del frente de

ondas. La afirmacién correspondiente también incluye a los pulsos e. (Ver
fig 3.8 a), b) y ¢)).

Figura 3.8 ¢) Retrato de fases correspondientes a soluciones globales (heteroclinicas o
homoclinicas)
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Figura 3.8 d) Diagrama de bifurcacién sobre la region €2 correspondiente a soluciones

n-homoclinicas y n-periodicas

La consecuencia importante de esta seccion es que cerca de la solu-
cién heteroclinica, existe una cantidad infinita de ondas periddicas viajando
a velocidades siempre mayores que la velocidad del pulso.

3.9. Conclusiones del capitulo tres

En la primera parte del presente articulo hemos estudiado la estabilidad

lineal de la ecuacion de FitzHugh-Nagumo tanto en la presencia como
en la usencia de corrientes externas constante. También del andlisis lineal
hemos encontrado el parametro que eleva los pulsos periddicos es la presencia
o ausencia de corrientes externas constantes. Para un valor de parametro
particular escogido tenemos un sistema simétrico el cual nos senala la
existencia de una bifurcacién codimensional dos de Takens-Bogdanov.
En la segunda parte hemos aplicado el método de la teoria de bifurcacién
basado en la reduccién de la variedad central y el analisis de su forma
normal para la ecuacién de FitzHugh-Nagumo y asi probar la existencia
de pulsos periodicos estables. Finalmente hemos obtenido la region en el
espacio de parametros donde existen los equilibrios estables.

La existencia de oscilaciones cadticas y periédicas en el modelo neu-
ronal de FitzHugh-Nagumo, en ausencia o presencia de cualquier estimulo
externo corresponden la existencia de trayectorias periddicas del potencial
de la membrana. La naturaleza de las oscilaciones en ausencia de corrientes
externas es determinada por la velocidad de la ondas viajeras y esto repre-
senta la propagacién del tren de ondas en la neurona; la velocidad de la onda
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viajera, es fijada como parametro del sistema. En la presencia de estimulo
externo constante, la activacion de los pulso puede ser determinado por los
parametros internos del sistema y la magnitud del estimulo externo aplicado.

Cualquier otro fénomeno ondulatorio estd sujeto al control de la ve-
locidad u. Asi cuando el sistema (3.1.1)-(3.1.2)admite soluciones periédicas,
estas corresponden a la propagaciéon de pulsos espacialmente peridédicos con
oscilaciones periodicas temporales. Similarmente las soluciones cadticas vy,
las cuales surgen de la existencia de soluciones homoclinicas 6 heteroclinicas
corresponden tambien al tipo de caos espacio temporal.



CAPITULO 4

Las dindmicas de las redes neuronales no lineales

4.1. El modelo de Hopfield

El modelo bésico de una red neuronal no lineal es el siguiente [Cr| y usa
el modelo formal de una neurona dado por Mc Culloch and Pitts en 1943;
se puede ver como un modelo con memoria asociativa no lineal o un modelo
con memoria direccionada

Figura 4.1 a)Modelo de Hopfield

con X, fijado como =£1, es el nivel de activacién de cada neurona (or 6 off)
wjo = 0; es el valor del umbral valores que satisfacen

N
uj = ijz‘%'j, yj = pu; — 0;) = p(v;)
i=1
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la més elemental ¢ para de terminar el estado de cada neurona es dado por

+1 Sin>0
s$; =
Tl st <0

esto es por s; = sign(v;). donde ges la funcién de activacién; la matriz de

pesos signaticos es
Z Xy XE— I

I matriz identica. La cual se acostumbra escojer como ¢(v;) = L

14exp(—vj)
4 4 N _l—exp(giv) . O . ;
6 también como ¢(v;) = Trexp(—gi) 0N G = 81} v—0; la ganancia de la
neurona para esta dltima se tiene v = =1 (z) = ln(1 —7), la evolucién de

los estados es dada por
N
xi(n+ 1) = sign>_ wjizi(n)],
i=1

y el proceso se de tiene en los puntos fijos:

y=z;i(n) =z;(n+1)

Para tiempos continuos en el lugar de los pesos sinapticos wj; ten-
emos una respuesta al impulso estandar hj;(t) = wj;ho(t) para todos i, j;
asumiendo ho(t) = %exp(—%), 7 un tiempo constante, este filtro es un
circuito RC' simple,como el siguiente modelo:

Fuente de
WXy Corriente

Figura 4.1 b) Modelo RC de Hopfield



4.1 El modelo de Hopfield 59

Entonces la corriente que ingresa al nodo ¢(+) es

N
i=1
y la corriente que egresa del mismo nodo es

v;(t) dv; (t)
R, O

por la ley de Kirchoff obtenemos el siguiente sistema acoplado de ecuaciones
diferenciales:

dv(t)  vi(t)
; = E Ly I; 4.1.1
CJ dt + Rj p— wﬂxl(t) + J ( )

donde C;=—2= dv] ) da la capacidad de agregar memoria dindmica a la neurona;
tomando el potenmal de activacién ¢, el cual generalmente es la funcion
logistica

1

S e )]

' =1,2,3....; N (4.1.1) también se puede escribir como

dv;(t) :
cjit — —uj(t +Zwﬂ¢ vi(t)) + 1, §=1,2,3,..N (4.1.2)

La més comun si ¢; es el mismo para todo j, y ademds los pesos y la
corriente externa también se normalizan con respecto a R;. Entonces w;;
forma la matriz de pesos sindptica e I; la matriz de bias.

El modelo modelo (4.1.2) es béasicamente el siguiente sistema acoplado
de ecuaciones diferenciales:

dx;(t) :
# = _;L-j —|— © Zwﬂvl o ] = 1,2,3, ..,N (4.1.3)

usamos la transformacion vg(t) = >, wi;z;(t) y I, = 3 ; wy; K, K; donde
constituye el vector de bias. Para que los modelos dlscretos que generen
procesos de aprendizaje es necesario que los sistemas acoplados tengan
equilibrios atractores. Ademas poseen retroalimentacion, como se ve en los
siguientes diagramas de bloques.
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Figura 4.1 c¢)Sistema dindmico de Hopfield

En 1984 [Ho| propuso la siguiente funcién de energia de Lyapunov la
cual se usa para el estudio de la estabilidad orbital de (4.1.3) (estable o
asintéticamente estable):

ﬁ:_%zzwﬂmﬁz /% dx_ZmZ (4.1.4)

i=1 j=1

cuya derivada con respecto al tiempo es:

dE Z (Z wyiw; — Ij> % (4.1.5)

De (4.1.2) tenemos la siguientes propiedades:

N

dE dv; \ dx;
dt ;C (dt) dt
dE al d _y, ] dx
w2 th (J)}E

J

dE al dx d _

%—‘Zcﬂ(di) e @] <0 e npo v
j=1 J

(4.1.6)
Si
(v) 1 — exp(—gv) dp
T =@i(v) = 9=
v 1 + exp(—g;v) g dv |, _,
entonces . )
_ —x

En resumen tenemos el siguiente teorema de Hopfield para las redes
neuronales
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Teorema 4.1.1. la funcion de energia E para una red Hopfield consistente
de N neuronas es una funcion mondtona decreciente de los estados de las

red {x;|j=12.3,. N}

Hasta ahora el modelo de Hopfield es el siguiente:

T; = W(Uz)
d .
—* = B(u, z,w,1) (4.1.7)

E(z) = E(u;,x,w,I)

con g OF
U

= — 4.1.8
en (4.1.8) se tiene un sistema gradiente. El modelo (4.1.7) se usa con
eficiencia para resolver problemas de optimizacién que se pueden ubicar en
un hipercubo, como por ejemplo: El problema de viajante comercio (TPS;
Traveling Saleman Problem), la coloracién de mapas con k colores (kCP, k
color problem), particién de un grafo (GBP, Graph Bipartition problem) ver

[AT,JO,SA].

4.1.1. Identificacién de sistemas dindamicos mediante redes
neuronales

Para un sistema dindmico

dz
y=—=g(z, P0) (4.1.9)
dt
lo expresamos como operador lineal de sus parametros

y="2 = Aw, P, +0) (4.1.10)

con estimacién (t) y prediccion e(t) son las siguientes:

D>

6(8) = 0= (4.1.11)

e(t)

esto es, e(0) = A(6, +0) — A6, +0) = A(d — 0) = AH. Obtenemos el nuevo
sistema dindmico [AT,JO,SA] siguiente,

f(z, P, 5), 0 desconocido

Y

do

i —kv(e'.e) (4.1.12)
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sistema que minimiza la norma |le]|> = eT.e, k resulta ser la ganancia del
estimador. Alternativamente en el modelo de Hopfield, en la versién de Abe,
se fuerza la equivalencia entre la funcién de Lyaponov E(w) con la funcién
objetivo 3|le||?, resultando

1 1 1
E = 56T e = §9TATA9 + 07 (AT A9, — ATy) + 5||y — Ab,|1?,

cuyos estados s representan en cada instante la estimaciéon propuesta é(t),
con pesos w y bias [ siguientes:

w=—ATA, I = ATAp, — ATy

Ejemplo 4.1.1. para un brazo rigido de robot, con P un par aplicado por
un motor

l"l = T2

. g v 1

Ty = —Tsenxry — —Ts + —2P,
l ml ml
realizamos las transformaciones

d.’EQ
y - —
dt

ooro— (-9 v LY
" B " omlil?2 mi?

A = (senxy, xo, P)

mediante el sistema y = % = A(f, + 0) por el método del gradiente o

el modelo de Hopfield, podemos encontrar las curvas de estimacion,para
91 — -9
!

Ejemplo 4.1.2. Para el sistema de Lorenz
T = —fx1 + 1273
ZfQ = ’U)(I‘g — (L’g)

1;3 = —x1x9 + PLo — T3

donde seleccionaremos w = 10, g = % y p = 28, para obtener los estados en
tiempo discreto usamos el sistema en diferencias © = Ax donde:

—5 0 4
T = |11, 29, 23]", A= 0 —-o o |, s1 = Axy,
—z9 p —1
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S1 1 S2 S1 —2S3+82 ‘Ik|
S9 (xg + s1), S3 (:L’k-i- 1 ) ; 3 = 1000
-2 4
V 81#834_82 <1, entonces Ty = :ck—i-w, k=0,1,2,..

se trata de un sistema no lineal discreto sin entradas de control de la forma
xz(k+1) = f(x(k)) con una red neuronal multicapa
Bi(k +1) = Az(k) + wyo[z(k)],
con
randon(0, 1)
1
son los pesos de las capas ocultas, o = tan h(+), § = 4; actualizando los pesos
mediante la relacion
n
wi(k+1) =w (k) — ———e
1( ) 1( ) 1+ ||UH2

e(k) = &(k) — x(k);

n < 1, para un aprendizaje estable. Asi obtenemos los valores mas adecuados
del comportamiento de la red neuronal monocapa con respecto a la senal del
sistema

(k)"

Ejemplo 4.1.3. En general para un sistema con entradas de control n(t)

dx(t)
dt

o en tiempo discreto
z(k+1) = o(x(k), u(k))
y(k) = v(z(k))

se tiene una red neuronal en tiempo discreto como la siguiente
Ba(k +1) = A (k) + ofwy (k) 2(k)] + ¢lwa, (k)2 (k)]u(k),

donde z(k) € R™ representa el estado interno de la red neuronal; A € R"*"
es una matriz estable; wy; y wa; son matrices en R"*" que corresponden a
los pesos de las redes neuronales; o(-) € R™ es una funciéon mondticamente
creciente; ¢ = diagonal(¢;(z;))r donde o;(-) y ¢;(-) son funciones signoidales
del tipo

a;

i e
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4.2. El paradigma de la propagacion hacia atras

Como ejemplo, tenemos el problema de la OR exclusiva, cuya red bésica
requiere de otra capa de neuronas ocultas para su solucién como se muestra
en las siguientes gréficas (en la segunda se colocan valores de umbral).

Neurona 1

Neurona 3

_

Neurona 2

Figura 4.2 a) Modelo de propagacién hacia atrés

En este modelo consideramos el error con signo de la neurona de salida “j”
en el n-iterado definido como

ej(n) = d;(n) —y;(n) = d;(n) - so?(Z wi; Ly + 0%) (4.2.1)

J
donde d;(n) es la salida deseada en la neurona j para el estado n ,
N
ipj = stj(Z w;})lz + 9?)
i=1

<b;‘ es el umbral para la neurona oculta j (hidden,) la media suma de errores
cuadréticos simultdneos en todos los estados S C N es

£(n) = %Ze?(n) (4.2.2)

jes
con error cuadratico promedio
| N
Eprom(N) = > é(n), (4.2.3)
n=1

esta ultima es llamada la funcién de costo dependiente de los parametros
libres (pesos sinapticos y valores de umbral), como se representa en la
siguiente red:
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Neurona J
/_H
He-1
Q Wiy () = 6,(2) ¥ s
ylw(//\‘ w2l BT T o

vy (a)

Figura 4.2 b) Propagacion hacia atras con la funcién costo dependiente de pardmetros

De y; = @;(vi(n)) con v;(n) = S wi;(n) - yi(n) obtenemos el siguiente
gradiente o factor de sensibilidad:

0&(n) _ 9&(n) - dej(n) - y;j(n) - v;(n)
Owji(n)  dej(n) - y;(n) - 9vj(n) - dwji(n)

424
O o) (m)(=1) - () - () e
8wﬂ(n) J A !
para razéon de aprendizaje definida en las correciones de los pesos asi:
0¢(n)
Aw;;(n) = — 4.2.

que en términos de §;(n) se escribe como Awj; = nd;(n) - y;(n) y se concluye
que:
55(n) = e5(n) - & (05(n) (42.6)

para muchas neuronas /N tomamos los siguientes términos bias:

I = {fj para la neurona de salida j (4.2.7)

0 para todo valor;

y para las respuestas en los estados finales de reposo z;(co0) considera las
siguientes senales errores con signo:

e — {dj —z;(00) para la neurona de salida j (42.8)

0 para todo valor;
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el objetivo es encontrar un algoritmo que minimice la siguiente funcion
— 1 2
£=3 E Ck
2
k

considerando los cambios en los pesos sinapticos w;; por el siguiente método
de pasos descendentes

%3

Bwij

donde 7 es una constante de proporcionalidad, la cual debe ser controlada;
de tal manera que z;(00) y {£;} constituyan un atractor para los valores de
salida deseados {d;}. Esto implica la construccién de una red adjunta con
senales contrarias, la cual funciona para el ajuste de los pesos para el tiempo
futuro “t + 1”7 asi:

h h

7 es la velocidad de aprendizaje y proviene del sistema gradiente descendiente
como se ilustra en la segunda de las siguientes redes:

S [

I\
) M

Figura 4.2 ¢) La segunda gréfica corresponde a la red adjunta (Dual) del modelo de

propagacion hacia atras

Mas exactamente la computacion hacia atras ajusta los pesos sindpticos en
la capa [ de acuerdo a la siguiente regla

wyi(n + 1) = wji(n) + afwj;(n) — wj;(n+ 1) = wj;(n = )]+ nd;(n)y; " (n),
donde « es la constande de momento; y
L
5]( )—eij y] [l_y]]

para la neurona j en la capa de salida L;

(5;(71) _ y]( 1 - yj Z(sl+1 l+1 )
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para la neurona j en la capa oculta [. En forma continua la evolucién de la
red en el espacio de pesos sindpticos y umbrales (4.2.9) se relaciona con la
ecuacién de (4.1.1).

dv;(t) ‘
c]lt — —u,(t +wax, I, j=1,23,..,N (4.2.10)

donde x; = ¢(v;), el vector x(t) esta en el de espacio de fases; (4.2.10) es
la ecuacién de propagacion hacia adelante. En resumen, la relacién entre las
dos redes anteriores es la siguiente

Figura 4.2 d) Resumen de sistema dindmico del modelo de propagacién hacia atrds.

De la (4.2.8) y (4.2.9) tenemos

Z e, J21(0) (4.2.11)

wa ow;;
lo que conduce a
0
Dwy =1y ekgLoo) (4.2.12)
k Wij

En lo que sigue estudiamos los puntos de equilibrio del sistema de propagacion
hacia atras:

dyéit) = —%'(t)+Z@O’(vz-(00))wijyi(oo)+ej, j=1,2,3,..,N (42.13)

8azk(oo):

Usando el siguiente procedimiento para el cdlculo de oo

a) El valor del potencial activacién de la neurona j en el tiempo t = oo es
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y teniendo en cuenta que

dzj(o0) _ dxj(o0)  Iv;(o0)

ow,s  Ovj(c0)  Ow,,

y de z;(0c0) = ¢(v;(c0)) obtenemos
8I3<OO) o
W = ¢'(v;(00))

b) De (4.2.14) tenemos

dvj(o0) owj; Ox;(00)
ow. Z (aw z;(00) + wj; 9w )

rs rSs
3

con
awij

= 5eris

Ows
donde d;, son los respectivos deltas de Kronocker, entonces

an(OO) . (%:Z(oo)
Wrs = TjT.fL'S<OO) + Zwﬂm

c¢) De (4.2.12) usando el hecho de que
S L elLy)) =e¢; (4.2.15)
r k

y ademas

yr(00) = Z ek(Ll;rl)Q

obtenemos

> {65 — & (0 (00))wys }yr(o0) = e,

T

lo que conduce a la siguiente expresion
y;(00) = Y @' (vn(00))wizy,(00) = ¢,
esto es

0= y](OO) + Z (p/<vl(oo))wzjyz(oo) + ejv ] = 17 27 37 ceey N

que corresponde a los puntos de equilibrio de (4.2.13); desafortuna-
mente no existe un método para garantizar la convergencia hacia un
punto fijo de la propagacion hacia atras.
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4.3. Modelo de aprendizaje de una neurona débilmente no
lineal

En los tltimos anos las redes neuronales artificiales han sido estudiadas
muy intensamente. Hay muchos articulos que describen las aplicaciones de
las redes neuronales en la solucion de problemas de la teoria de control,
robdtica, reconocimiento de voz, reconocimiento de patrones , comprension
de datos, sistemas expertos y muchos otros. En problemas del proceso de
aprendizaje de las redes neuronales multicapas, los modelos matematicos
son una herramienta conveniente para la investigacion. De otro lado recien-
temente algunos articulos han sido dedicados al estudio de las propiedades
cualitativas obtenidas por el método de discretizacién de la variable temporal.

La pregunta basica es, ;Si las propiedades cualitativas de los sistemas
dindmicos de tiempo-continuo son preservadas bajo la discretizacion?. Para
responder esta pregunta usamos varios conceptos sobre sistemas dinamicos
diferenciables: Las propiedades de estabilidad y atraccién. La estructura
que surge del equilibrio punto silla, sus variedades invariantes, los prome-
dios invariantes de la topologia algebraica pueden ser mencionados como
ejemplos. También han sido estudiadas aplicaciones numéricas, asi como la
conjugacion topologica local y global.

El analisis de una neurona debilmente no lineal esta basado en el teorema
de Feckan, mientras que el caso de una neurona no lineal el resultado del
teorema de Bielecki [Bil].

4.3.1. Modelo matematico de una neurona y su proceso de apren-
dizaje

Una neurona artificial es una unidad provista de algunos pesos de entrada
y una salida. Asi, podemos decir que una neurona es un operador F' el cual
es un mapeo

F:RF —RF 5 (wx) — F(w,x) = ¢(w-x) €R (4.3.1)

donde ¢, la llamada funcién de activacion de una neurona, es un mapeo
¢:R>p[ — ¢(B) € R; donde w corresponde a los pesos siguientes

(w1 wy ... wg] (4.3.2)

Una red neuronal artificial es un sistema de neuronas, las cuales estan
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conectadas de tal manera que la senal de salida de una neurona es la entrada
de otra neurona. Muy frecuentemente las redes multicapas son consideradas;
los pesos de la neurona son determinados durante el proceso de aprendizaje.
Asi una neurona entrenada es un mapeo

F*:=F(w,):R"¥ — R (4.3.3)

Hay varios métodos de aprendizaje para las redes neuronales artificiales,
muchos de ellos son procesos iterativos. Observamos que el método de
gradiente descendente lleva a la variacion de la sinapsis de la forma siguiente

wl) = wP — b gradE(w) (4.3.4)

donde w = [w;,ws,...,wg] es un vector de pesos de una neurona,
iterativamente generado por el método de Euler para la ecuacion diferencial

w = —gradE(w) (4.3.5)

Si consideramos una neurona, una funciéon de desviacion llamada también
funcion criterio, que representa el papel del potencial E en la ecuacion
gradiente (4.3.5). Con frecuencia se usa el criterio del minimo cuadrado para
definir la funcién criterio de cada neurona, que esta dado por la formula

N
1
_ = ny _ .(n))2
E(w) =3 ;[90(5 ) — 2] (4.3.6)
donde f es una funcién de activacién de una neurona, 3" = x§”>w1 +
o+ x,i")wk y el vector x( = [xgn), ...,a:,(j)] es una senal de entrada. El

nimero 2™ es una respuesta deseada de la neurona si un vector x(™ es
la senal de entrada y m es el nimero de vectores de entrada usados en
el proceso de aprendizaje. La sucesién finita ((x(M,z1), ..., (x™),z(M)) es
llamada secuencia de aprendizaje.

4.3.2. Conjugacién topolégica de cascada de gradientes

Aplicaremos dos teoremas al andlisis del proceso de aprendizaje. Los
teoremas considerados son aplicados a la ecuacion diferencial y al método
de Euler. El h-mapeo relacionado con el tiempo inducido por las soluciones
es comparado con la cascada obtenida por el método de Euler.

El resultado obtenido por Bielecki que es un sistema dindamico en una



4.3 Modelo de aprendizaje de una neurona débilmente no lineal
71

esfera bidimensional S? bajo alguna suposicién natural, es correctamente
reproducido por el método de Euler para un paso de tiempo suficientemente
pequeno. Esto significa que el h-mapeo relacionado con el tiempo del sistema
dindmico inducido esta topologicamente globalmente conjugado con el
sistema dinamico discreto obtenido por el método de Euler, el cual puede
ser sintetizado como sigue:

Teorema 4.3.1. Sea
¢: 5% xR — R? (4.3.7)

Un sistema dindmico que tiene un numero finito de singularidades, todas
hiperbolicas, y generadas por la ecuacion diferencial

X = —gradE(X) (4.3.8)

donde E € C?*(S* R).Supongase que ademds, el sistema dindmico ¢ no
tiene conexiones silla-silla. Ademds, asuma que ¢, : S* — S? es una
discretizacion del sistema ¢, es decir ¢p(x) = ¢(x, h); mientras que un mapeo
Py : S — 5% es generado por el método de Euler para la ecuacion (4.5.8).
Entonces, para h > 0 suficientemente pequeno, y existe un homeomorfismo
a=aqy:S? — 5% el cual ¢y, y Yy, esto es:

Ypoa=ao, (4.3.9)

La prueba del teorema se presenta en [Bil].

4.3.3. Comentario

1) Como es conocido, el axioma A y la fuerte condicién de transversalidad
son equivalentes a la estabilidad estructural de un sistema dindmico
(4.3.8) [PA,ME]. Por otro lado, para sistemas dindmicos gradientes,
el axioma A implica que el sistema tiene unicamente un nimero
finito de singularidades, todas hiperbdlicas; mientras que la condicion
de transversalidad fuerte implicita que el sistema gradiente no tiene
conexién sillas-sillas. Asi que la estabilidad estructural del sistema
dindmico considerado S?, ¢) implica la suposicién del teorema (4.3.1).
Ademas, el conjunto de sistemas dinamicos estructuralmente estables
es abierto y denso en el espacio de sistemas dindmicos gradientes .(ver
[PAME], P4g 116).

2) Un sistema dindmico generado por la ecuacién (4.3.8) tiene inicamente
un numero finito de singularidades, todas hiperbdlicas, y sin conexiones
sillas-silla; este sistema es llamado un sistema gradiente Morse-smale.
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En el teorema Feckan se considera la relacién entre un flujo
lineal debilmente perturbado con la discretizacién siguiente

Teorema 4.3.2. Sea (¢, R™) el flujo generado por X = Az + g(x) donde
A € C(R™) no tiene valores propios en el eje imaginario, g € C*(R™ R™),
g(0) = 0 para cada x € R™ y un b suficientemente pequeno, con las siguientes
desigualdades:

sup |g(z)] <oo y  |Dg(x)[ <D

Entonces para un conjunto compacto K C R™ alli existe un nimero hy > 0
y una C° conjugacion

Hp, :R" — R", he(0,h)

tal que sobre el conjunto K se cumple la siguiente conjugacion:
¢(-, h)o Hy(-) = Hp() o ¥nl-)

donde vy, es el mapeo dada por el método de Euler

Yp(z) =x+h- Az + h-g(x)

4.3.4. Neuronas débilmente no lineales

Usaremos los teoremas de Grobman-Hartman y Feckan para el anélisis
del proceso de iteraciones, el cual es usado para las series de neuronas
debilmente no lineales.

Definicién 4.3.3. Una neurona es llamada debilmente no lineal si su funcion
de activacion es de la forma

9 :R"3 08— o(B) =B+g(3)

Donde g satisface la suposicion, considerada en el teorema (4.3.2) para
la funcion g y ademds, para cada B la sequnda derivada |D? g(B)] <
e, |B9dB) < di, |8 g"(B)] < ds , donde las constantes c,dy,dy son
suficientemente pequenas.

Parece que las neuronas debilmente no lineales no han sido suficientemente
estudiadas, porque el proceso de aprendizaje de una neurona debilmente no
lineal tiene la misma dinamica que el sistema dindmico lineal. El siguiente
teorema nos permaite mostrar esto.
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Teorema 4.3.4. El método de aprendizaje del gradiente descendiente de una
neurona debilmente no lineal es modelado por una ecuacion diferencial de
tipo(4.5.8).

Demostracion. : Sea una neurona que tiene una M componentes de entrada y
una secuencia de aprendizaje dada por (x(V), 2, (x®), 22, (x(N) 2(M),
Entonces la excitacién total de una neurona en el n-ésimo paso del proceso
de aprendizaje esta dado por:

M
B0 = 3
m=1

asumiendo que una neurona es debilmente no lineal, si la funcién de activacién
es de la forma

p(B™) = 8™ + g(8")
mientras que la funcién criterio de media cuadratica esta dada por

1 N

E(wy,ws, ...,wy) = 3 Z[ﬁ(n) + g(B™) — ]2

n=1

podemos realizar el calculo de la k-ésima componente del gradiente de la
funcién costo:

N
OB _ S (500 4 g(8) — 202l 1 g (50 . 2]

awk

esto es,

OF (n) (n (n) (n) (n) _1(aln) (n)

Jun Z "B +Zx g(B™) + g (B™) F(B™) — 2 g'(8) — 2]
n=1

Asi, el gradiente de la ecuacion diferencial que modela el proceso de
aprendizaje es la siguiente

w = —grad E(w)
puede ser escrita en la siguiente forma:
w = —(A(w) + g(w))
Asumamos que la entrada de la neurona tiene M-componentes y la secuencia
de aprendizaje consite de N-elementos. La matrix A es entonces:
Tyoxy - T10Tm
A= : : : (4.3.10)

Q_ZMOf‘l Q_TMOi’M
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Donde Zj; es un vector con N-componentes. Las seniales dadas en la m-ésima
entrada de la neurona son sus N-componentes para m = 1,2,...,M . La
k-ésima componente del vector §(w) es de la forma:

N
g(w) =0, [g(B") + g (B)F(B™) — = g/ (B) — =)
n=1

Asi, si el mapeo de ¢ satisface las suposiciones especificas (4.3.1) del
comentario(4.3.3), entonces el mapeo ¢ satisface las hipdtesis del teorema
(4.3.1). Esto completa la prueba. Las propiedades de la funcién ¢ indicada
en el comentario (4.3.3) implica también la suposicién del teorema Grobman-
Hartman. Esto significa que se tiene el siguiente teorema: O]

Teorema 4.3.5. El flujo generado por la ecuacion
w=—(Aw+ §(w))

Es globalmente topolégicamente conjugado con el flujo generado por la
discretizacion h-mapeo del tiempo generado por la ecuacion siguiente

w=—Aw.

Ademds, la cascada generada por la discretizacion h-mapeo del tiempo el
globalmente topologicamente conjugado con el flujo generado por el sistema
no-lineal siguiente:

w=—(Aw+ g(w)) (4.3.11)

En una bola grande, el h-mapeo es conjugado con la cascada generada por el
método de Euler para la ecuacion (4.3.11).

Notamos que el nuimero del rango de valores en el cual se puede
representar en un computador esta acotado. Ademas, en una célula neuronal,
los neurotransmisores son liberados en pequenas cantidades, en forma de
paquetes alrededor de 10~!7 por impulso, el impulso de entrada no puede
ser muy grande porque la célula puede ser destruida. Asi, tanto en las redes
neuronales artificiales como en las biologicas, los valores absolutos de los
vectores w y x estan acotadas, y por lo tanto en las modelaciones numéricas
de neuronas, tanto biolégicas como artificiales, necesitamos tunicamente
considerar los vectores frontera x y w. Asi, la consideracién topolégicamente
del conjugado en una bola grande es adecuada para el analisis de un proceso
de aprendizaje. El proceso de aprendizaje se implementara en un computador
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de acuerdo al método de Euler.

El teorema (4.3.5) garantiza que su dindmica es la misma que la dindmica
de una cascada lineal sélo si la matrix A no tiene valores propios sobre el
eje imaginario. Esto implica, por ejemplo, la estabilidad asintética de un
proceso de aprendizaje. Sin embargo, se hace necesario estimar el valor de hg
para aplicar los resultados de nuestros analisis a redes neuronales que estan
implementadas en un computador.

4.3.5. Dindmica del proceso de aprendizaje de una neurona no lineal

Consideremos la red neuronal artificial unicapa constituidas de neuronas
no lineales . Asumiremos que la entrada de cada neurona tiene dos compo-
nentes y ademas se afirma que la funcién de activacion de cada neurona es
un mapeo acotado de clase dos C?*(R,R), con primera y segunda derivadas
también acotadas. En la practica se utilizan mas tipos de funciones de
activacion por ejemplo, las funciones bipolar y unipolar; otras funciones
radiales satisface las suposiciones especificadas. Puesto que las neuronas
aprende independientemente en una red unicapa, podemos considerar el
proceso de aprendizaje tinicamente para solo una neurona. Usando el método
del gradiente descendiente bajo las hipdtesis el teorema (4.3.1) tenemos la
estabilidad asintotica del proceso de aprendizaje.

Counsideremos la esfera

Figura 4.3 Compactificacién de Poincaré y retrato de fases en el infinito.

Por medio de proyeccién estereografica el plano R? se compactifica en S2,
como se explico en la seccién 1.6.1. El teorema puede ser usado para el anélisis
de procesos de aprendizaje de una neurona no lineal con dos componentes
de entrada suministrando el potencial E en la ecuacién gradiente (4.3.5)
puede completarse en el polo norte de la esfera de tal manera que se obtiene
una funcién de clase C?(S? R) y no presenta puntos fijos adicionales no
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hiperbdlicos.

La funcién criterio dado por (4.3.6) tiene varios limites si una imagen inversa
771 (w) de un vector w (donde 7 es la proyeccién esteografica) converge
al polo norte w, es decir |w| converge al infinito . En consecuencia puede
converger al infinito de tal modo que el producto escalar x o w permanece
como una constante arbitraria. No obstante, es posible modificar la funcién
criterio de tal modo que en una cierta bola B((0,0),r) el potencial sea
modificado, y asi serd posible completarlo de manera conveniente tomando
el radio tan grande como se necesario.

Entonces como observamos en la seccion anterior, para el analisis del
proceso de aprendizaje considerar la conjugacién topoldgica sobre un balén
suficientemente grande. En efecto podemos modificar el potencial £ usando
la funcién escalar siguiente:

e~ (r—a)* parar > a
g(w) = - (4.3.12)
1 para r € [0,a)
donde r := |w|* = w} + w3 y a es una constante positiva, esta funcién g es de

clase C*(R?,R). Haciendo la constante a suficientemente grande, definimos

el siguiente mapeo E*
E*(w) :=g(w) - E(w) (4.3.13)

entonces la primera y la segunda derivada parcial de la funcién E* son de la
siguiente forma:

oE*(w) Jg(w) OE(w)
ow; = Elw)- ow; F9(w)- ow;
OE*(w) Jdg(w) al . . df  9p™
Gy = B T ) M) =) g
aE*( )_ a = (n) (n) (n)
) ) 2 () b i () = 2
luego,
PE*(w) D?g(w) OE(w) dg(w) O*E(w) 0g(w) OE(w)
donde

0*E 0 o
- o, 2l (F(B) = )

n=1

aiji
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esto es

N
n) (n >*f n N df df
aijz Zl . { d(B™)? ' (f(ﬁ( )) — 2l )) + m . W

La forma de estas derivadas y las suposiciones especificadas al comienzo
de esta seccion implican que si nos aproximamos al polo norte de la esfera
52, no sélo la primera derivada sino también la segunda derivada convergen
a cero. Esto significa que si el potencial E* se completa en el polo norte
entonces un punto fijo no hiperbélico adicional podria aparecer. Sin embargo
las soluciones de la ecuacion

w = —grad E*(w) (4.3.14)

son transversales el circulo K((0,0),r = 2a) en direccién hacia su interior,
es decir, el producto escalar —grad E*(w)ow es negativo para |w| = v/2a.
En efecto tenemos

~gradi(w)w = 3BV 20 g S (5020

i=1 n=1

puesto que para r = 2a,

dg(w) (w) = —8.(r — a)*w;.e” """ parar >a
ow;, T o para r € [0,a)

(4.3.15)

obtenemos

N
~gradE*(w Ze St B(w) + Yl 2 (15 =

dpm
Tanto el potencial F y la primera derivada estan acotadas Jparaa grande, el
primer término en la suma es asintoticamente igual a ade", en tanto que en

la segunda es igual a e~@". As{ para a suficiente grande, el Valor del primer

término es negativo y su valor absoluto es mas grande que el valor absoluto
de la segunda componente de la suma.
Via la proyeccién estereografica el potencial v(w) = —r? en |w| => v/3a
tiene su maximo en el polo norte, entonces el sistema dinamico

w = —gradv(w)

tiene un punto de equilibrio hiperbdlico en este polo. Finalmente para el

potencial
F(w) = E*(w) S? w < 2y/a
v(w)  siw>3y/a

hace el sistema (4.3.5) totalmente hiperbdlico.
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4.4. El movimiento errante y el fénomeno co-operativo en una
red neuronal: un modelo de memorio asociativa

Un nuevo modelo para memoria asociativa con el tiempo discreto, en el
cual el caos es tomado en cuenta y a demaés el estado interior de las neuronas
dependen de la historia pasada. La red Neuronal por si misma puede buscar
los minimos de energia consecutivamente usando el movimiento errante
y el fenémeno co-operativo. Se mostrara que el modelo descrito en esta
seccion tiene gran utililidad en problemas de memoria asociativa. Uno de
los propodsitos de estudiar las redes neuronales es entender la informacion
procesada en el cerebro. Si conocemos el mecanismo de procesamiento de la
informacion, nosotros podemos construir la red neuronal, que es 1til para el
procesar de informacién complicada.

El primer modelo de una neurona fue creado por Mac Culloch and
Pitts en 1943. Este modelo es simple pero poderoso, especificamente, el
rendimiento de las ¢ neuronas o; toma uno (el estado encendido) o cero (el
estado no encendido) segun si la suma de los pesos de sus entradas para
otras neuronas estan arriba o por abajo del umbral 6;, tenemos

N
oi(n+1) = Flu;(n+1)] ,  oi(n+1) =F | Y wijo;(n) — 6;| ,n=1,23, ...
j=1

(4.4.1)
donde N es el nimero de neuronas en la red neuronal y w;; son los pesos
sipnacticos que conectan las ¢ neuronas con las j. El tiempo es tomado en
pasos discretos. La funcién ganancia F' es la funcion paso de Heaviside o la
funcién sigmoidal.

La red neuronal es usada muchas veces en memorias asociativas y
problemas de optimizacién (Traveling Salesman Problem T.S.P). Las redes
neuronales Hopfiel y Tank 1985 mutuamente conectadas tienen energia F(n)
definida.

E(n) = —% DY wijoi(n)oj(n) — Z Loi(n) + Z 0;0;(n) (4.4.2)

ij

donde I; y 6; son las entradas externas y el umbral respectivamente. Si
la red tiene conexién simétrica, esto es w;; = wj; con cero para conexion
consigo misma wy; = 0, y la funciéon ganancia incrementa monoétonicamente
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la variacién AF(n) de E(n) debido a la variaciéon Ao;(n) de o;(n) es

J#

En su modelo neuronal Hopfield ha demostrado en la seccién (4.1) que
la energia total de la red decrece monétonicamente debido a AE(n) es
siempre negativa. Si consideramos un minimo de energia como una memoria
asociativa, como en el caso de las rutas correctas en TSP, la red neuronal
Hofield puede buscar los minimos. Al mismo tiempo, sin embargo, el modelo
tiene la dificultad que el sistema no puede escapar de la minima. Significa
cuando empezamos el estado inicial que el sistema recupera solo una de
las memorias, si algunas de las memorias estan guardadas en el sistema.
Para quitar la dificultad algunos métodos son propuestos, por ejemplo, el
Método estocastico 6 el Método cadtico. En el primer método, intengamos
salir del minimo adicionando ruido Gaussiano. En el segundo, el estado
del sistema sale del minimo usando el movimiento errante, lo cual conduce
naturalmente al caos. La salida de una neurona es determinado segun si
los osciladores cadticos acoplados estan sincronizados entre si o no. En esta
seccion estudiamos el modelo que se ha obtenido modificando el Modelo
de redes de Hopfield con una conexién negativa de retroalimentacién; este
modelo es descrito como un mapeo acoplado globalmente. El parametro de
bifurcacion de su mapeo es determinado por las neuronas circundantes.

4.4.1. Modelo

Es bien conocido que después de activarse, la neurona tiene que esperar
por un periodo, llamado periodo refractorio, antes que pueda activarse
de nuevo. Por consiguiente esta claro que la historia anterior del estado
interno de la neurona tiene gran influencia en la conducta de la neurona.
Representamos el estado interno de la neurona i(1 < i < N) en la red
neuronal por dos variables x7 y u! en n pasos, los cuales son llamados la
variable bésica y la variable de la memoria. Usando la variable u] podemos
estimar si el estado del sistema se establece en uno de los minimos o no.
La variable bésica x} cambia cadticamente, lo cual se usa para escapar del
minimo spurious haciendo uso del Movimiento Caotico errante. La variable
bésica o7 se genera usando el mapeo f(z,a) : 2% = f(x? !, a), donde a? es
un parametro de bifurcacién en el paso n, emplearemos el mapeo logistico
siguiente:

8
I

n -1 n
x

2a0(1+ 2 H(1 — a1 —1

)
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La serie de tiempo generada por el mapa logistico f depende mucho del
parametro de bifurcacién a', entonces es importante conocer como elegir a’'.
La memoria variable u es la cantidad que describe la historia anterior, para
la informacién de entrada de la neurona 7. Luego la salida o]' de la neurona
¢ definido en términos de u}' y a7 es:

ol = sgn(ul)|x} (4.4.5)

La variable de memoria u] se define de la siguiente manera:

n—1
u:
P = ijo; +1; — 0;
u; o + ;wjol +
- (4.4.6)
U,ZL = Z oa ™ (Z U)ijO?imil + Il — 91>
m=0 J

donde « es el parametro de decaimiento. Como es claro en la ecuacién
(4.4.6), u? involucra la memoria pasada. Si « es sufiecientemente larga y
|z'| = 1, podemos no tener en cuenta la memoria pasada y nuestro modelo
coincide con el modelo convencional propuesto por McCulloch - Pitt como
Ecuacién (4.4.1).El pardmetro de la bifurcacién af del mapeo f(z, a) definido
en términos de la variable de la memoria variable u]' esta dada por:

Ay
"=A
% T + exp(—Asul)

0<ah <1 (4.4.7)

donde Ay, A, y Az son parametros. Si el sistema entra en uno de los
minimos de energia, la salida o] permanece constante y asi v incrementara
o decrecerd monétonicamente, lo que es claro en la ecuacién (4.4.6). Por eso
introducimos el umbral € con respecto a |u}| para escapar del minimo. Si
|u'| > 60 la magnitud y el signo de u} en n pasos se actualiza de acuerdo a:

up = —sgn(u) (6, N) (4.4.8)

donde (A, N) es un parametro. Esta actualizacién significa el cambio de
signo de la salida o} en la ecuacion (4.4.5). En la ecuacion (4.4.6) este cambio
de signo es equivalente a reemplazar w;; por —w;;. Esto puede implicar que
parte de la funcién de energia en la ecuacién (4.4.2) se modifique. Asi el
sistema puede escapar del minimo, entre mas grande sea N el tamano de la
red mas grande debe ser (3, por eso la magnitud del aumento 3 debe ser una
funcion del tamano de la red Neuronal N y del Umbral 6.
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Como se discuti6 arriba, la red neuronal trabajo como sigue. Inicial-
mente los valores de u}', o] y z} se dan aleatoriamente, la variable de la
memoria u"! en el siguiente paso se calcula con la ecuacién (4.4.6) usando
of y ul. Sustituyéndolas en la ecuacién (4.4.7) obtenemos el pardametro
de bifurcacién a™ . La varieble basica 2" se determina con la ecuacién
(4.4.4) con el parametro de bifurcacién at*. De la ecuacién (4.4.5) obten-
emos la salida de una neurona. Si el valor absoluto de ] es mas grande
que el umbral 0 , la magnitud y el signo de u] se actualiza de acuerdo a la
ecuacién (4.4.8). Repitiendo este proceso, podemos calcular la dindmica de

la red neuronal.

4.4.2. Memoria asociativa

Si la red neuronal tiene 4 x4 neuronas y tres patrones, lo que se muestra se
muestran en la Figura 4.4.2. El peso Sinaptico w;; es determinado de acuerdo
a la regla Hebbian siguiente,

wy = (26 - 1)(2g — 1) (4.4.9)

s

con w;; = 0, donde §; denota los s-vectores patrones guardados y & toma 1
y 0 para blanco y negro, respectivamente. Para simplificar ponemos I; = 0,
0; = 0y A3 = 2,5 . Nuestro modelo es diferente del Hopfiel, sin embargo
usaremos su definicién de energia E de la ecuacién (4.4.2). Para I; = 0y
0; = 0, la energia E™ en el paso n, es

o _% S5 wyorol. (4.4.10)

i#]

Puesto que la salida de nuestra red es analdgica, nosotros ponemos o} = 1
para o' > 0y of = 0 para of < 0, en el calculo de la energia (4.4.10) y
podemos pintar de cada neurona en la figura 4.4.2 de negro o blanco segun
sl 0} es positiva o negativa respectivamente.

La red toma la minima energia —20 cuando la red recupera uno de
los patrones guardados e invierte patrones. Si la red neuronal recupera un
patrén falso, se toman el mas alto nivel de energia.

Podemos ajustar el rango de a} cambiando A; y A,, tomamos ini-
cialmente « = 1, 8 = 15 , = 3 para A; = 0,9539 y A, = 0,0032
(0,9539 < a' < 0,9571), el cual corresponde a una regién de caos intermi-
tente, localizada en una ventana de periodo 3 en el diagrama de bifurcacion
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del mapeo logistico. Por ejemplo el sistema puede encontrar la ruta mas
corta en la solucién del problema T.S.P. (problema del comerciante viajero)

12 3 4
5 6 7 8
9 101112
1314 15 16

Figura 4.4.2 Ejemplo de la dindmica del modelo de Hopfield con memoria asociativa



Conclusiones

1)

Se conocieron, analizaron y simularon las pequenas oscilaciones o
autooscilaciones dinamicamente préximas a los estados de reposo;
las cuales corresponden a las bifurcaciones de Hopf. Fendémeno
detectado en el modelo de Hodgkin-Huxley y posteriormente en el
modelo de FitzHugh-Nagumo. Este hecho es relevante para conocer
el comportamiento de la dindmica neuronal.

En coordenadas apropiadas, en formas normales algebraicamente
convenientes y mediante reduccion a la variedad central, se descubre
también grandes oscilaciones; las cuales se explican por las conexiones
heteroclinicas entre equilibrios, dicho de otra manera, mediante
soluciones solitonicas. Esto explica la inestabilidad estructural al
modelo de FitzHugh-Nagumo.

Estudiamos una primera aproximacién entre redes neuronales artifi-
ciales, en sus paradigmas de Hopfield y propagacién hacia atras, con la
representacion no lineal en contextos compactos de la actividad neu-
ronal; esto a través de sistemas dinamicos del tipo gradiente y el con-
cepto de memoria asociativa.
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